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Abstract. The real-valued, homogeneous on time variable and homogeneous isotropic on spatial vari-
ables on a plane random fields ξ(t, x), t ∈ R, x ∈ R2 are researched in this paper. The problem of
approximation of such random fields by the random fields with a bounded spectrum is considered. The
analogue of Kotelnikov–Shannon theorem for random fields with a bounded spectrum is presented.
Estimates of mean-square approximation of random fields in space R × R2 by model, which are built
on the basis of spectral decomposition and interpolation Kotelnikov–Shannon formula, are obtained.
Algorithms of statistical simulation realization of Gaussian homogeneous on time variable and homo-
geneous isotropic on spatial variables random fields on the plane are constructed.
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�4 E ξ(t, x) = const� ∀t ∈ R� ∀x ∈ R2 1�����������  � E ξ(t, x) = 04�
4 E ξ(t, x)ξ(s, y) = B(t− s, ρ)� ∀t, s ∈ R� ∀x, y ∈ R2�
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ρ =
√

r1
2 + r2
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λ
√

r1
2 + r2

2 − 2r1r2cos(ϕ1 − ϕ2)
)

= J0(r1λ)J0(r2λ) + 2
∞∑
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Jm(r1λ)Jm(r2λ) cos (m(ϕ1 − ϕ2)).
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√
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[ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ], ".$
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D ξ(t, r, ϕ) = E ξ(t, r, ϕ)ξ(t, r, ϕ) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

ei(t−t)uJ0(rλ)Φ(du, dλ)

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

J2
0 (rλ)Φ(du, dλ) + 2

∞∑
m=1

∫ +∞

−∞
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0

J2
m(rλ)Φ(du, dλ)

= b0(0, r) + 2
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bm(0, r). �
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�� �� 
�������
 [−ω̃, ω̃] 
 ω > ω̃� ��

ξN (t) =
N∑

k=−N

ξ

(
kπ

ω

)
O(t, ω), ����

��

O(t, ω) =
sinω(t− kπ

ω )
ω(t− kπ

ω )
,

��

E |ξ(t)− ξN (t)|2 ≤ γ2(t)
N2

σ2

(1− �ω
ω )

2 , ����

�� γ(t) = 4(ω
π |t|+ 1)/π� σ2 = D ξ(t)�

���	
 ξ(t, r, ϕ)� t ∈ R� r ∈ R+� ϕ ∈ [0, 2π] � ������� �	 �	�� �	 �������
������� �	 ��������� �������� ���	���� ��� �	 R × R2 � �������� �	
�	�� t ������� Φ(U, Λ)� U ⊂ [−ω̃, ω̃]� Λ ⊂ R+� ����������� �	 [−ω̃, ω̃]×R+�

���	
 ω � ��� !"�� ����� ω > ω̃� #��	���$

ξN (t, r, ϕ) =
N∑

k=−N

ξ

(
kπ

ω
, r, ϕ

)
O(t, ω). ��%�

&�� �	' ���(� ���������"�

���	��� 
� ���������� �������� ���
��
��� ��� �������������������� �� ��

����� �����
����� �� ����!� �����
����� 
���������� �� ���������! �!
��!

���������� ���� ξ(t, r, ϕ) �� R×R2 � � !����! �� ����! t �������! ��������"

��!�" ��%�� � ��!�#

E |ξ(t, r, ϕ) − ξN (t, r, ϕ)|2 ≤ γ2(t)
N2

1

(1− �ω
ω )

2

(
b̃0(0, r) + 2

∞∑
m=1

b̃m(0, r)

)
, ��)�

��

b̃m(0, r) =
∫ +�ω

−�ω

∫ +∞

0

Jm
2(rλ)Φ(du, dλ). ��*�

$��������� +�
��� ���������,�� ����� �	� ������ � � ��	���	��"� ������!
��� ������	 �	 ����-� .� /'�"'�	� ����	'� ��������� ��)�� &����	 ������	� �

�������� $�� ���������� ���� ξ(t, r, ϕ) �� R×R2 � � !����! �� ����! t ����

����! !�% !
�	� ������� &����������'(������#

ξ(t, r, ϕ) =
∞∑

k=−∞
ξ

(
kπ

ω
, r, ϕ

)
O(t, ω), ��0�

�� ��� � ����
� �����
 ��0� � 
��%���� � ��������!� ����������!��

%� ��� �������	�
�� �������� ����� ���������� �� ����	�

�������	� ����	� � ��	�����	 �������	

���	
 ω̃n � ���� �	 ���������� �	�	� 1 ω̃n → ∞� � ωn > ω̃n� ���	
 mn �
��"�	 ���������� �	���	� ��� ������ 2�3�"��� ���	���� ���$

ξn,mn(t, r, ϕ) =
mn∑

k=−mn

ξ

(
kπ

ωn
, r, ϕ

) sin ωn(t− kπ
ωn

)

ωn(t− kπ
ωn

)
. ��4�



�� �� �� ����� 	 
� �� ������
�

������� �� ���������	
 �	 ��	������� ��	���

��� ωn/mn → 0
 ��� n →∞�

��� ω̃n/ωn → ω < 1
 ��� n →∞�

�	�� ��� ����� �������� ���������� ��	 �������	���������� ���������� 	� 

�	����	!	 "� ���	� t �� 	��	����	!	 �"	��	��	!	 "� ��	��	�	���� "������� ����� 

	�	!	 �	�� ξ(t, r, ϕ) �� R×R2 �����	���� �	���� ���� " 	�������� "� ���	� t
�����	��

E |ξ(t, r, ϕ) − ξn,mn(t, r, ϕ)|2 → 0, mn, n →∞.

#	�������� ���	
��� �
� ξ(t, r, ϕ) � � ����������� �������� �� ����� ���� ����
�
���� � ��� 

ξ(t, r, ϕ) =
∞∑

m=0

√
νm

[∫
|u|>�ωn

∫ +∞

0

eituJm(λr)Z1
m(du, dλ) cosmϕ

+
∫
|u|>�ωn

∫ +∞

0

eituJm(λr) Z2
m(du, dλ) sin mϕ

]

+
∞∑

m=0

√
νm

[∫
|u|≤�ωn

∫ +∞

0

eituJm(λr)Z1
m(du, dλ) cos mϕ

+
∫
|u|≤�ωn

∫ +∞

0

eituJm(λr) Z2
m(du, dλ) sin mϕ

]
.

�� νm =

{
1, m = 0
2, m > 0.

!	����"���� #� �� ����$	 
��� %& '& ()
�)$� 	 ��������* ������� ���� ����
�	�+� ������� ���	$�	��� 

E |ξ(t, r, ϕ)− ξn,mn(t, r, ϕ)|2

≤
∫
|t|>�ωn

∫ +∞

0

J2
0 (rλ)Φ(du, dλ) + 2

∞∑
m=1

∫
|t|>�ωn

∫ +∞

0

J2
m(rλ)Φ(du, dλ)

+
( |t|

π
+

1
ωn

)2 16
m2

nπ2

ω2
n(

1− �ωn

ωn

)2

{
b̃0(0, r) + 2

∞∑
m=1

b̃m(0, r)

}
→ 0,

mn, n →∞,

�� b̃m(0, r) ����� ��"��
��� �� $������ ��,�& -$	��� 	 $�
�$�) �$�������� �������&
�

.& ������ ��	
���� �������� ����
������
��	����� ����	�����

�
����
�	� �� ����� � �
����
�	� �������	� �� ��������	�	

�����	�	 �	��
���	� ����� �� R×R2

/�����)��� #� �����	��� �� "���� �� �����	��� 	������� �� �������$��� ��	��
���� $�����$� �
� �� R×R2 ����� ����� � $��
��	 ����
��� �0�� ����� 

ξ(t, r, ϕ) = ς0,1(t, r) +
√

2
∞∑

m=1

[ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ]



����������� �	
������� �� ���
�		�	 �	�� ��

= ς0,1(t, r) +
√

2
M∑

m=1

[ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ]

+
√

2
∞∑

m=M+1

[ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ] .

��� ������	
 ����� ���
� ���	 � �������
� �� ����� t �������� 	
���
����
��� ������	� ���� ��� �� ������	� ���� ���� �������	 	
�����	��� ���� ξ(t, r, ϕ) 
!�����	��� ����
���� �����" ��� ���
# 	
����$

ξ̃N,M (t, r, ϕ) =
N∑

k=−N

sinω(t− kπ
ω )

ω(t− kπ
ω )

×
[
ς0,1

(
kπ

ω
, r

)
+
√

2
M∑

m=1

(
ςm,1

(
kπ

ω
, r

)
cosmϕ

+ ςm,2

(
kπ

ω
, r

)
sin mϕ

)]
.

����

%���
�� ������� �����	������$

ξ(t, r, ϕ)− ξ̃N,M (t, r, ϕ) = ς0,1(t, r) +
√

2
∞∑

m=1

(ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ)

−
N∑

k=−N

ς0,1

(
kπ

ω
, r

)
O(t, ω)

−
√

2
M∑

m=1

(
N∑

k=−N

ςm,1

(
kπ

ω
, r

)
O(t, ω) cosmϕ

+
N∑

k=−N

ςm,2

(
kπ

ω
, r

)
O(t, ω) sin mϕ

)

=
√

2
∞∑

m=M+1

(ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ)

+

(
ς0,1(t, r) −

N∑
k=−N

ς0,1

(
kπ

ω
, r

)
O(t, ω)

)

+
√

2
M∑

m=1

(
ςm,1(t, r) −

N∑
k=−N

ςm,1

(
kπ

ω
, r

)
O(t, ω)

)
cosmϕ

+
√

2
M∑

m=1

(
ςm,2(t, r) −

N∑
k=−N

ςm,2

(
kπ

ω
, r

)
O(t, ω)

)
sin mϕ.

&�"���� �������
��� ����	���� 	� �	������ ��������"��� �������� '��( 	���
��	�	)
 	������ ���������"���" ���*��	 ςm,1(t, r)( ςm,2(t, r)( ����� ��������$

E
∣∣∣ξ(t, r, ϕ) − ξ̃N,M (t, r, ϕ)

∣∣∣2
≤ E

∣∣∣∣∣√2
∞∑

m=M+1

(ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ)

∣∣∣∣∣
2



�� �� �� ����	 
 �� �� �������

+ E

∣∣∣∣∣ς0,1(t, r) −
N∑

k=−N

ς0,1

(
kπ

ω
, r

)
O(t, ω)

∣∣∣∣∣
2

+ 2
M∑

m=1

E

∣∣∣∣∣ςm,1(t, r) −
N∑

k=−N

ςm,1

(
kπ

ω
, r

)
O(t, ω)

∣∣∣∣∣
2

cos2 mϕ

+ 2
M∑

m=1

E

∣∣∣∣∣ςm,2(t, r) −
N∑

k=−N

ςm,2

(
kπ

ω
, r

)
O(t, ω)

∣∣∣∣∣ sin2 mϕ

≤ 2
∞∑

m=M+1

b̃m(0, r) +
γ2(t)
N2

1

(1− �ω
ω )

2 B̃M (0, r),

�� b̃m(0, r) ������	
��� �� ������� ����� ��������

B̃M (0, r) = b̃0(0, r) + 2
M∑

m=1

b̃m(0, r). ����

����� ��� ��� ���!�" ���� �# ������� ��$  ���� ����� ��#��������	�� �����%�&
   ���� ' �(�� )* ��+,�� #� -�����	
��� ��#�

���� �� ��� ����� 	�
��	����

∞∑
m=M+1

Jm
2(z) ≤ 1

2π

1
M

(
1
2
|z|+ z2

)
.

.�%�� ���������	�� ������� 	 ����� ��
���

2
∞∑

m=M+1

b̃m(0, r) = 2
∫ +�ω

−�ω

∫ +∞

0

∞∑
m=M+1

Jm
2(rλ)Φ(du, dλ)

≤ 2
∫ +�ω

−�ω

∫ +∞

0

1
2π

1
M

(
1
2
|rλ| + (rλ)2

)
Φ(du, dλ)

≤ 1
Mπ

(
1
2
rμ̃1 + r2μ̃2

)
,

����

�� μ̃k =
∫ +�ω

−�ω
∫ +∞
0

λk Φ(du, dλ)*
/��� ��� #� ����� ��#�������� �0�  ����%�   �� ���� �0� �� ������ �� ���� �&

0� ������� �0� �� ������������ ���  ��� �����#���0� ��� ξ(t, r, ϕ)  � R × R2 �
����%� �� �� ����� t ���#���� ������	 ��1� ���� ����  ����� �" ��0���

E
∣∣∣ξ(t, r, ϕ)− ξ̃N,M (t, r, ϕ)

∣∣∣2 ≤ 1
Mπ

(
1
2
rμ̃1 + r2μ̃2

)
+

γ2(t)
N2

1

(1− �ω
ω )

2 B̃M (0, r). ����

�* ���� ������ �	
����� �������� ���������	����
�����

����
����� ��������
� �� ����� � ��������
� �������
� ��

�������	
�
 �����
�
 	
�����	
� ����	 �� R×R2

�� ��� #�  ����%�   � ����� ���� #�������� ��� �����#���0� ��� ξ(t, r, ϕ)
"�0� ������	 ��1� ��#������
��  ������# 2 � (1, �� ������ �� �0� ������� � !���&
#��� �� �� � #������" �	 -� #��
	 B(t − s) =

∫
Λ

ei(t−s)u F (du)� �� Λ 3 ����%� �
������� ��"� �4 �����* /�#�"  ������# �-��������� � � ��0���  ���� �����

E |ξ(t) − ξN (t)|2 <
L2

fL2
0(t)ω

2

(ω − γ)2N2
B(0), ��2�



����������� �	
������� �� ���
�		�	 �	�� ��

�� � �����	 �
����	 Lf = supu∈Λ sup−∞<t<+∞|eitu| = 1 L0(t) = 2
1−e−π ( 2

π )| sin ωt|
ω > γ = supu∈Λ|u| � �	������ ��������� �
��� B(0) =

∫
Λ

F (du) = E |ξ(t)|2�
���� �
���
����	��
 ���������� �� ! ����� ���
���
 ���������������
��	

�"���	 ����
����� ������� �#$! ���������%� &� ����� ���������%� �&�������%�
&� ���������
�
 &����
�
 �
�������%� ���� ξ(t, r, ϕ) �� R × R2 & �������
� &�
����� t ��������� '��� �"���� ��( �
%���)

E
∣∣∣ξ(t, r, ϕ) − ξ̃N,M (t, r, ϕ)

∣∣∣2 < 2
∞∑

m=M+1

b̃m(0, r) +
L2

0(t)ω
2

(ω − γ)2N2
B̃M (0, r),

�� μ̃k =
∫ +�ω

−�ω
∫ +∞
0

λk Φ(du, dλ) b̃m(0, r) ���
���(���� &� �
��&�� �#*! B̃M (0, r) =

b̃0(0, r) + 2
∑M

m=1 b̃m(0, r)�
'��� &� ������%�� ���������� ��#! ��������� ���
��(�� ���	 �"���	)

E
∣∣∣ξ(t, r, ϕ)− ξ̃N,M (t, r, ϕ)

∣∣∣2 <
1

Mπ

(
1
2
rμ̃1 + r2μ̃2

)
+

L2
0(t)ω

2

(ω − γ)2N2
B̃M (0, r). ��+!

,� �������� �	
��� �������
 ��
�����
 ��������������������

���������� �����
���� �� ������ �����
���� 
��������� ��

����������� ��
����� �������� ���
 �� R×R2

-�
 ����
��
����	 ����������� �����&�"�. �
������
/ ����� ����
�� 0�� ���
�������� ��� �
���
����	����� � ��%��
��� �	�
 &�	��
�
 ��� &�����	����� ��
�����
"�� 1��� ���� &����� ��&%����(���� � "���	 �	���� �������

2
���
����	��
 ��&	�����
 �����
 3#*4 &��.���� ����0��	 �"���	 ������������
����
���%� ����
����� �
�������%� ���� ξ(t, r, ϕ) ������� �#$! ����� �"���	 ���)

E
∣∣∣ξ(t, r, ϕ)− ξ̃N,M (t, r, ϕ)

∣∣∣2 . ��5!

6���
�� ����	��� ������������)

ξ(t, r, ϕ)− ξ̃N,M (t, r, ϕ)

= ς0,1(t, r) +
√

2
∞∑

m=1

(ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ)

−
N∑

k=−N

O(t, ω)Wk,M (r, ϕ)

=
√

2
∞∑

m=M+1

(ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ)

+
∞∑

k=−∞
O(t, ω)Wk,M (r, ϕ) −

N∑
k=−N

O(t, ω)Wk,M (r, ϕ)

=
√

2
∞∑

m=M+1

(ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ)

+
∑

k>N,k<−N

O(t, ω)Wk,M (r, ϕ),

��*!

��

Wk,M (r, ϕ) = ς0,1

(
kπ

ω
, r

)
+
√

2
M∑

m=1

[
ςm,1

(
kπ

ω
, r

)
cosmϕ + ςm,2

(
kπ

ω
, r

)
sinmϕ

]
.



�� �� �� ����	 
 �� �� �������

�������� ��	���	
��� ��������� ��� ������	� �
���� ����� ���������
 �������
��	���������	� ������� ςm,1(t, r)� ςm,2(t, r) !��� ����� ��	����"

E
∣∣∣ξ(t, r, ϕ)− ξ̃N,M (t, r, ϕ)

∣∣∣2
≤ E

∣∣∣∣∣√2
∞∑

m=M+1

(ςm,1(t, r) cos mϕ + ςm,2(t, r) sin mϕ)

∣∣∣∣∣
2

+ E

∣∣∣∣∣∣
∑

k>N,k<−N

O(t, ω)Wk(r, ϕ)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ 2
∞∑

m=M+1

b̃m(0, r) +

(
b̃0(0, r) + 2

M∑
m=1

b̃m(0, r)

) ∑
k>N,k<−N

|O(t, ω)|2 .

��#�

$�� �����
 ������� ���%�
�� � �	������� ������� �������	� ��#� ���
	��&
��� ��	����' �����	'"∑

k>N,k<−N

|O(t, ω)|2 = sin2(ωt)
∑

k>N,k<−N

1

π2
(

ωt
π − k

)2 .

$��� ���	��
�� � ��( �
��� ��� ����"

1
π2

∞∑
k=−∞

1(
ωt
π − k

)2 =
1

sin2(ωt)
.

!��� �	�
������ )�"

gN

(
ωt

π

)
=

∑
k>N,k<−N

|O(t, ω)|2 = 1− sin2(ωt)
N∑

k=−N

1

π2
(

ωt
π − k

)2 .

*� +#, ������� )� ��� ���� �����	�" supx∈R gN(x) = 1− 8
π2

∑N
k=1

1
(2k−1)2  

!���� ���������
 �� +-, 	�	�%��	�"
∑∞

k=1
1

(2k−1)2 = π2

8 	� 	�� )� .������ 1
(2x−1)2 /

����� ��
 x > 1� �	�
������ )� ��'	� ���� ��	���� �����
 ��
�� 	� ������"

4
π2(2N + 1)

=
8
π2

∫ ∞

N+1

dx

(2x− 1)2
≤ 1− 8

π2

N∑
k=1

1
(2k − 1)2

=
8
π2

∞∑
k=N+1

1
(2k − 1)2

≤ 8
π2

∫ ∞

N

dx

(2x− 1)2
=

4
π2(2N − 1)

.

��-�

0	%�� �	�	���� 1����� ��	
 ���)��� ������ ��� �������������	
����� ��&
1�
%���� ��2� �
��������� ���� ξ(t, r, ϕ) ������' �34�� ���
	���
� ������	�	�&
�
 ��3� 	� ������' ��-�� 	�1	�� 	��� �������	�"

E
∣∣∣ξ(t, r, ϕ)− ξ̃N,M (t, r, ϕ)

∣∣∣2 < 2
∞∑

m=M+1

b̃m(0, r) + B̃M (0, r)
4

π2(2N − 1)

≤ 1
Mπ

(
1
2
rμ̃1 + r2μ̃2

)
+

4
π2(2N − 1)

B̃M (0, r).

��4�
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��� �����������	� ���������� ����
����� ��

���� �� ����
����� ����
����� �� �
����
���� ������ ��

������� ���������� �����

�������	 �
�� ������
 ������
���������� ���	��
� �� ����� ���	�
��
� 	�����
� �� ������
�
 ��	��
�
 �
�����
� ��	� �� R×R2 � ������
�
� �� ���� t ������� ���� �
��
����
 ��� ����
��
��  ����!����� ���
�
�
�����
� ��	� 	� �����
�
 ����
��
��
�
 ��������
��
���
�

"�
#�� ��$����
% �� ���	 ����	 &'() �� *	�� &++)� &+,)� &+() ��������
�������
��  ����
����� ���	��
� �� ���� �� ���	��
� 	�����
� �� ���
����
�
 ��	��
�
 �
�����
� ��	� ξ(t, r, ϕ) �� R ×R2 � ������
� �� ���� t
������� �� �
�� ��� ����!����� ����	��*	% ���
� �
�����
� ��	�� ��	 ����
�	���	 ��  �$��	����
� ������

�� ���-�� � ���	��� �� ����� ���	��� 	������ �� ������
�
 ��	��
�
�
 �
������ ��� �� R×R2 ��- �
 ��� &()� .�� ��$��
 ����	 &'() �
�����
�
��	�� � �� ����!����� �$� �
��
���� ������$ �$�$ &() �� ������$ �$�$ &',)
������	� �
�����  ��� ξ(t, r, ϕ)�

/
����� �� ����
���$ ����� ���  ��� ������$ �$�$ ����$��  �
 ���$0

ξ̃N,M (t, r, ϕ) =
N∑

k=−N

O(t, ω)Wk,M (r, ϕ). &12)

"���� �� ���	 &12)� �3��$�!-� �� �
�� ����
��
��  ����!����� ����	�
��*	%  �$��	����
� ���	��
� �� ���� �� ���	��
� 	�����
� �� ������
�

��	��
�
 �� ���
�	 �
�����
� ��	� � ������
� �� ���� t ��������

��	�
��

&') /
�
��-�� �	���	�� � ����	��4 �����	 ε > 0� ���$�����	 �
��� N
�� M ��� ����	 &12) �� ��� ! ��	-4 � ����$��
� ���	�����%0

1
Mπ

(
1
2
rμ̃1 + r2μ̃2

)
+

γ2(t)
N2

1

(1− �ω
ω )

2 B̃M (0, r) < ε,

1
Mπ

(
1
2
rμ̃1 + r2μ̃2

)
+

L2
0(t)ω2

(ω − γ)2N2
B̃M (0, r) < ε,

1
Mπ

(
1
2
rμ̃1 + r2μ̃2

)
+

4
π2(2N − 1)

B̃M (0, r) < ε.

&+) 5���!-� �������� ���	������%  �$��	����
� �
�����
� ��*��	� &��

3	������$ r) ςm,i

(
kπ
ω , r

)
� m = 0, 1, . . . , M � k = −N, . . . , N � i = 1, 2� �

��������!�� $����0

E ςm,i

(
kπ

ω
, r

)
= 0, E ςm,i

(
kπ

ω
, r

)
ςn,j

(
lπ

ω
, r

)
= δj

i δ
m
n b̃m

(
(k − l)π

ω
, r

)
,

m, n = 0, 1, . . . , M, k, l = −N, . . . , N, i, j = 1, 2.

&1) "��
��!-� �
��� &12) � �����	% ��*	 (t, r, ϕ) ∈ [−T, T ] × A2� [−T, T ] ⊂
R� A2 ⊂ R2� �	�������!�
 � ��  ��
����	 �� �������	�
 �$�����
 '
�� + ���
�
�
 N �� M 	 �������� ���	������%  �$��	����
� �
�����
�
��*��	��

&,) 6����	��-� � �������$ �� �� 1 ����	��*	! �
�����  ��� ξ(t, r, ϕ) ��
��������	��� ���
� *�  �
�����  ��� #���� ��	������ �	���	��
�
����
��
��
� ��������
��
��
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�� �������� �	 �	
������� ��
���	��� �	���������� ���	
����� �����

�
����
��� �	 �	��� �	 �
����
��� ���������� �	 �������� �������

� �������� L2 (G) , G ⊂ R×R2

�� ��� ���	
	� �	 ��	 �	������� ��	���� Rd � ������	�	� 
�����	�� �	 
����

���� �������� ����������

�� �! G " ��
���� 
�	����#
{
Rd, A, ν

}
" ��
����! ��	����� �� A " $	���������

σ%����$��� ν " ����&���� 
���# X =
{
X(
−→
t ),
−→
t ∈ G

}
" �����	���� ������	�� �	��

������'

X
(−→

t
)

=
N∑

r=1

∫
Rd

fr(
−→
t ,
−→
λ ) dZr(

−→
λ ), ()*+

�� Zr (S)� S ∈ A " ���	����	���� ������	�� 
��� ����	���	���� 
��� ν� � fr(
−→
t ,
−→
λ ) "

���� ,�����-� �	 fr(
−→
t ,
−→
λ ) ∈ L2(Rd, ν) ��� �	��	
�

−→
t ∈ G� � ,����� fr(

−→
t ,
−→
λ )

���������� �	
−→
t ��� �	��	
�

−→
λ ∈ Rd� .	���&�
	 &���� Lp(G) " ��	���� ,�����!

ϕ(·)� �� �� ���	��/��� �
	��'
∫

G
gl|ϕ(

−→
t )
∣∣pd−→t < ∞� p ≥ 1 (����������� �	 
���

0�$���+�
�� �! A " 	��	��1��� � ����	�	%�����	� 
���� 	$����� � Rd� Dn " �	�$���

	$����� A �� n 	��	��1��� 	$�����! �1,�2, . . . ,�n � ����	�	%������
� 
���
�#−→
λi � i = 1, 2, . . . , n " ,���	���� �	&�� � Rd� ����� �	

−→
λi ∈ �i�

2�����	�� �	��

Xn

(−→
t , A

)
=

N∑
r=1

n∑
i=1

fr(
−→
t ,
−→
λ i) Zr (�i) , ()3+

�� Zr (�i) " ��
���	 ����������� ������	�� ,�����-� �	 EZr (�i) = 0� E (Zr (�i))
2 =

ν (�i)� ������/��� ���	���
���!�	� 
	����� �	� X
(−→

t
)
(A%
	�����+� ������ �	�%

�������� ����������� ������	�� �	��

������� � (��� �� *456*47�+� ����� X =
{
X(
−→
t ),
−→
t ∈ G

}
� ���		
�	�� ��������

����� �������� ���� Xn

(−→
t , A

)
� ()3+ � A��������� �� �������� ���� X � L2(G)�

� ���
��
	�� 1− α� �� 0 < α < 1� 
 �� �
	�� δ > 0� !�� ����	�� A �� "" #������

�! Dn ���������!��� �����$

B (Dn, A) < δ2, ())+

√
e

δ√
B (Dn, A)

exp
{
− δ2

2B (Dn, A)

}
< α, ()8+

B (Dn, A) =
∫

T

B
(−→

t , Dn, A
)
d
−→
t , ()�+

B(
−→
t , Dn, A) =

N∑
r=1

(
n∑

i=1

∫
�i

∣∣∣fr

(−→
t ,
−→
λ
)
− fr

(−→
t ,
−→
λ i

)∣∣∣2 dν
(−→

λ
)

+
∫
Rd/A

∣∣∣fr

(−→
t ,
−→
λ
)∣∣∣2 dν

(−→
λ
))

.

()4+

9���� �	�����
	 ��	����' R × R2� .	���&�
	 &����' Φ(u, λ) = ν(Au,λ)� u ∈ R�

λ ∈ R2� λ > 0� Au,λ =
{
(v1, v2, v3) : |v1| = |u| < ω̃, (v2

2 + v2
3)

1
2 < λ

}
�

:&�����	� �	 Φ(u, λ) " 	$
����� �������� ,������ �	 / ����������	� ,�����%

/� �� ���	�	���/ �
	��'
∫ +∞
−∞

∫ +∞
0 dΦ(u, λ) = ν

(
R×R2

)
< +∞�

�� �! X =
{
X(
−→
t ),
−→
t ∈ G

}
� G ⊂ R×R2 " �����	���� ������	�� �	��� ;	���%

��!�� ,������ ���	�	 ������	�	�	 �	� 
	��� �	���� � ������ (3+�



����������� �	
������� �� ���
�		�	 �	�� ��

��������	� �
�������� ���
����� ���� X(
−→
t )� �������� �
 �
��	� �������� ���

������ �
 ����������� �	���� �
 	����� ��������

G =
{−→

t = (t1, t2, t3) : |t1| ≤ K, (t22 + t23)
1
2 ≤ L

}
, K, L ≥ 0.

��� ����� ��� �������
�� A�	����� �
���� ����� �������	� ���
��� A �
   ������
��� Dn! "�#
$ A�������%���
 � ����������
���� 	���� ���
��� � R×R2 ��������

A =
{−→

λ = (λ1, λ2, λ3) : |λ1| < U, (λ2
2 + λ2

3)
1
2 < Λ

}
, U, Λ ≥ 0.

��������	� � �����	��$ ��	����� ���
�� A ������ �������
��� (λ2, λ3) =
(ρ, ϕ)! & �
��# �������
�
# ���
��� A 	���
 ���
�� �
�� A = {|λ1| < U, ρ < Λ}!

��� ������� m1, m2 > 0 ����
��	�� kr1 = Ur1/m1� r1 ' �
�� (�� ������ ��
−m1 ≤ r1 ≤ m1 − 1) krϕ = 2πrϕ/m2� rϕ = 0, 1, 2 . . . , m2 − 1� krρ = rρΛ/m2� rρ =
0, 1, 2 . . . , m2 − 1!

�������� Dn ���
�� A ����
�
����� $��� ���	���
	�

Δ (r1, rρ, rϕ) =
{
kr1 ≤ u < kr1+1, krρ ≤ ρ < krρ+1, krϕ ≤ ϕ < krϕ

}
.

*�� (��	� �
�
���
 ������� ��	��
($ n ���� ���
 n = 2m1m2
2! *���
��	�

�����
−→
λ (r1, rρ, rϕ) ����� � �������
�
	� (kr1 , krϕ , krρ)! +�� A ' 	����� ���� X 	
�

�������

Xn

(−→
t , A

)
=
∑(

cos(
−→
t ,
−→
λ (r1, rρ, rϕ))Z1 (Δ(r1, rρ, rϕ))

+ sin(
−→
t ,
−→
λ (r1, rρ, rϕ))Z2 (Δ(r1, rρ, rϕ))

)
,

,-./

�� ��	
 �������
����� �� 	����� ������� −m1 ≤ r1 ≤ m1 − 1� 0 ≤ rρ ≤ m2 − 1�
0 ≤ rϕ ≤ m2 − 1!

�
�� ��� (���� �������� �(��	� �������� B
(−→

t , Dn, A
)
� B (Dn, A)� 
 ���	 ����

����
�	��� �����	�� 0! 1
��
��	�� �� �	%� ���
�����# ����

{Zi(Δ (r1, rρ, rϕ)) , i = 1, 2}
' (� �	2� ���
�����# �
��������# ���
�����# ���� �
��#� ��

E Z2
1 (Δ (r1, rρ, rϕ)) = EZ2

2 (Δ (r1, rρ, rϕ)) = ν (Δ(r1, rρ, rϕ)) . ,-3/

4 (��	� ���
��� ����� �������
����� �� 	
� 	�(� �������

B
(−→

t , Dn, A
)

=
∑[∫

Δ(r1,rρ,rϕ)

(cos(
−→
t ,
−→
λ )− cos(

−→
t ,
−→
λ (r1, rρ, rϕ))2 dν(

−→
λ )

+
∫

Δ(r1,rρ,rϕ)

(sin(
−→
t ,
−→
λ ) + sin(

−→
t ,
−→
λ (r1, rρ, rϕ))2dν

(−→
λ
)]

+
∫
R3\A

dν
(−→

λ
)

=
∑∫

Δ(r1,rρ,rϕ)

4 sin2 (
−→
t ,
−→
λ −−→λ (r1, rρ, rϕ))

2
dν
(−→

λ
)

+ ν
(
R3 \A

)
.

,-5/
4 6��	�� ,-5/ ��	
 ������� �� ��	 �� �����
	� ��  � ,-./� 
 ν

(
R3 \A

)
=

Φ (+∞, +∞)− Φ (U, Λ)! �
� ����	
�	� ���������

B
(−→

t , Dn, A
) ≤ Zm1,m2Φ (U, Λ)

3∑
i=1

t2i + (Φ (+∞, +∞)− Φ (U, Λ)), ,78/



�� �� �� ����	 
 �� �� �������

��

Zm1,m2 = max
−m1≤r1≤m1−1

0≤rρ≤m2−1
0≤rϕ≤m2−1

max−→
λ∈Δ(r1,rρ,rϕ)

3∑
i=1

(λi − λi(r1, rρ, rϕ))2.

����� ������	
���� �� ���
−→
λ ∈ Δ(r1, rρ, rϕ) �
� ���� 	
���	
 	����	����

3∑
i=1

(λi − λi(r1, rρ, rϕ))2 ≤ (u− kr1)
2 + (ρ− krρ)2 + 4ρkrρ sin2

(
ϕ− krϕ

2

)

≤
(

U

m1

)2

+
(

Λ
m2

)2

+ krρ+1krρ

(
2π

m2

)2

≤
(

U

m1

)2

+
(

Λ
m2

)2 (
1 + 4π2

)
.

����

���� � ���� �
 ���� ��� ��
�� ���

B
(−→

t , Dn, A
) ≤ (( U

m1

)2

+
(

Λ
m2

)2 (
1 + 4π2

))
Φ (U, Λ)

3∑
i=1

t2i

+ (Φ (+∞, +∞)− Φ (U, Λ)).

��!�

" �������	��# 	����	��� �����
��� 	
���	� ���	���

B (Dn, A) ≤
((

U

m1

)2

+
(

Λ
m2

)2 (
1 + 4π2

))
Φ (U, Λ)α(K, L)

+ β(K, L)(Φ (+∞, +∞)− Φ (U, Λ)),

��$�

�� α(K, L) =
∫

G

∑3
i=1 t2i d

−→
t = π

(
2K3L2

3 + L4

2

)
� β(K, L) =

∫K

−∞
∫ L

0
d
−→
t = 2πKL2%

"
 �����
	�& ���	��& ��$� ��'	
 ���	
(��� ��(	��� �$$� �
 	
��)	��� �$��
���� &�
		� �
������* ���
�����* �� �� � �+��'�	�� �������� ��	����	�* �

(
�� �
 ��	����	�* �������	�* �
 ���		��� � ���	� � ������� L2 (G)� G ⊂ R×R2%

��% ��������

,�'�� � �
��� � � ��)	��	
(	�* ��	����	�* �
 (
��� ��	����	�* �������	�* �

����������� ���		��� 	
 R×R2 ���
�����* �� �� ξ(t, r, ϕ) � �+��'�	�� �������
��
	�� �	� 
	
 �� ������� -��� �	����
./�		�	
% 0��� ��
���� ���+ ��
 
���1
���
��# ��	����	�* �
 (
��� ��	����	�* �������	�* �
 ����������� ���		���
���
�����* �� �� 	
 R ×R2 ���
������� �� ��� � �+��'�	�� �������% 2�+���1
�
	� ���� � � � �
����(	��� ���� &�
		� ��
 ��
��) ��)	��	
(	�* ��	����	�*
�
 (
��� ��	����	�* �������	�* �
 ����������� ���		��� 	
 R × R2 ���
���1
��* �� �� ξ(t, r, ϕ) � �+��'�	�� �������% ,����
	� ���	�� ����	����
��
��(	���
	
+ �'�		� ��	����	��� �
 (
�� �
 �������	��� �
 ����������� ���		��� ���
�1
������ �� � � �+��'�	�� ������� ξ(t, r, ϕ) 	
 R × R2 (
������� ��
�� ������
��� � ���� ��� �
���� �� �% 0����+ �	� 
 ������� �
����(	��� ���� &�
		� ��1

 ��
��) ���
�����* �� ��� �� ���� ��
&��� � �
���� ��� �
�
	� #* �
����(	���
*
�
��������
��% ,����
	� ���	�� � � ���	
(�		� ��(	��� �
 	
��)	��� ���� &1
�
		� �
������* ���
�����* �� �� � �+��'�	�� �������� ��	����	�* �
 (
��
�
 ��	����	�* �������	�* �
 ����������� ���		��� � ���	� � ������� L2 (G)�
G ⊂ R×R2%
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