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Abstract. Stability of time-inhomogeneous Markov chain, under classical minorization condition is
consider. The key tool for research is a modified coupling method, for the pair of different, possilby
time-inhomogeneous, Markov chains.

�������
�	 (/33</189?/713- A31)4;9?)312 67).6)8).6
: E) ?87<769 =7E74 $/85)?/� ? .)EAF7B
699 5,/339;735)+) A3,)?9- <96)89*/=99� "36)?6G< <71).)< 933,7.)?/69- -?,-713- <).9D9=9B
8)?/6G4 <71). 35,79?/69- .,- E/8G 8/*,9;6G:� ?)*<)C6) 67).6)8).6G:� =7E74 $/85)?/�

�� �����

� ����� 	
�
�� 	
���������� ��������� 
��
	���
�
 ������� ��	�
�� ��	��
�

��
��
	����� ���
�� ��� ���������� � ��
�� 	
����� 	
�������� ���������  �	�!�"
���! ��
��	�
���� � n �	
��� � �
	��  
��
# ��	����#�

$�
�� � ���! 
�	����
 
����� �����
���� �� % ��
�� �����
���  �	�!����! ��
"
��	�
���� � 
��� �	
�� �������� ��
�� ���
	����#� �� �
����� ��
��� �	�� �
�

	
���������� �
����
�� ��
�� ��
!������
�
 ��&
	������  	
���� ����
������
��� �
����� �����������

'�� �
����&���� ���
	�����
 �
��(��
����� ���
� ����������� )���
�������
��
�
 ���
�� ��� 
��
	����! � ���
� �������� ��	�
�� �
&�� ����� � 	
�
�� *+,-�
$ 	
�
�� *+.- 
�	����
 ��
�� ��� ��������� �
����� ���������� ��� 
��
	����!
�������� ��	�
���

+� ����	�
� ��������

/
�������
 ����	���  	
���	 (E, E)� 0�!�� μ % ����� ��	� �� (E, E)� �������

## �
	��  
��
# ��	����# ����� ��� ���
�1

‖μ‖TV = |μ|(E) = μ+(E) + μ−(E), 2�3

�� μ+� μ− ��	� 
�	�����  	
����� 4����
�  
����5
��� ��6
 �� �����
 ��5
�
 �����
 ���&��� 6
 ���
	���
�������

�
	��  
��
# ��	����#�
�������
 ���
& f "�
	��� 0�!�� f : E → [1,∞)� ����� (������� 7
��1

‖μ‖f = sup
|g|≤f

∫
E

g(x)μ(dx).
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����� X � ��	�
��	�� �	��� ��
���� � ��
����	�� �����
	���� P � X ′ � 	���
�	�
��	�� �	��� � ��
����	��� �����
	������ 	� t����� �
��� Pt� �� ���� �����
	�	� ���
���		��

P (x, A) = (1− ε)Q(x, A) + εR(x, A),

Pt(x, A) = (1− ε)Q(x, A) + εRt(x, A),

�� Q  ���!	� "����	�# ���� ��
����	�� �����
	������ R� Rt 	���
 ������ ���������
"	�� ���
$

����� ������ �	���� X �� X ′ �
������! �	�"�		� � %������� �
����
� (E, E)$
����� P � Q � ��� ��
����	�� ��
�� ���	�"��� &� ������� 	�����	�� "�	���

PQ(x, dy) =
∫

E

P (x, dz)Q(z, dy).

'��	�"����

P t,n =
t+n−1∏

i=t

Pi, n ≥ 1,

P t,0 = I,

�� I � ���	�"	� ��
����	� ��
�� μI = μ� If = f � �� ����!	�& ��
� μ �� ����
	�&
%�	���& f $

(����	��� 	�����	� ������

)*+, -���� ��	�
�����& )���$ .+� 
���� /0,�
1�	�2 �	���	� C ∈ E� �����
	��	� ��
� ν� �� ��	���	�� α > 0� 3� ∀x ∈ C
����	�2�!�� 	�
��	���!�

min{P (x, ·), Pt(x, ·} ≥ αν(·). )4,

���������� 4$+	 5��������� 3� ����� )*+, ���	� ��
������ �� ����&�

inf
x∈C

Q(x, ·) ≥ α′ν(·),

�� �����& ��	���	�� α′� � �!��� 
���� α′ �� α ���6���	� 	�����	�� �������	�7�		���
α′ = α/(1 − ε)$

8���	�� P (x, ·) ≥ (1− ε)Q(x, ·) ≥ α′(1 − ε)ν(·)$
9��	�"��� ��������"	� ��
��

Pα(x, dy) =
P (x, dy)− αν(dy)

1− α
, Pt,α(x, dy) =

Pt(x, dy)− αν(dy)
1− α

. ):,

Tt(x, x′; dy, dy′) = (1 − α)�C×C(x, x′)Pα(x, dy)Pt,α(x′, dy′)

+ �(C×C)c(x, x′)P (x, dy)Pt(x′, dy′).
);,

T t,k =
t+k−1∏

i=t

Ti.

5� �
���3�		�� 3� �	��� X �������2 2��	� �	��
��	�	� ��
� π ���	�"����

λt(dy, dy′) =
∫

E

π(dx)R(x, dy) ×Rt(x, dy′), )/,

m(x, x′; t) =
∑
k≥0

T t,k(x, x′; E, E). )<,

9��	�"��� 	���	�
��	� �������	���!�

s(t)
n (x) = α

∫
E×E

R(x, dy)Rt(x, dy′)T t+1,n−1(y, y′; C, C), n ≥ 1. )=,
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�������� s
(t)
n (x) �	
�� ������������ �� ��	������� 	�	� �	 �	���������� ��

���� x ������ ��	��	� ���� n �� �����������

��������� �	
	 �	��	 �� (ĝn) ������!��� �	"�����	� ��
	���	� #�$	 ��
	%

����	� �	��� 	�����& ���'� �	��	 ���� (g(t)
n ) ���	� ��� �	
��" t� n ���	���� ���%

����(
∑

k>n g
(t)
k ≤∑

k>n ĝk�

���������� )�)	 *����
��	� �	 �� ��	�� ����	����	� �����	��	��  �� �	��� 	�%

�	�� s
(t)
n (x)(

sup
t>0

∑
k>n

s
(t)
k (x) → 0, n →∞, #+&

�	
�� �������� �	"������ ��
	����(

ŝn(x) = sup
t>0

∑
k≥n

s
(t)
k (x) − sup

t>0

∑
k>n

s
(t)
k (x),

�  �� �	
��" t� n( ∑
k>n

ŝk(x) ≥
∑
k>n

s
(t)
k (x).

�	�������	 ������� ��	��(
#,& ���� ����������(

-�"�� ��� �	
�	�� x �	��� 	����� s
(t)
n (x) ����	����� �����	��� �� n �� �	��	

��"���	� ����� 	$	 ��! ����� �$�
���� #+&� �  ��  ���	� ��
	����	� �	��� 	�%
�	�� ŝn(x) �  �� �	
�	�	 x ∈ E(

m̂(x) =
∑
k≥0

kŝk(x) < ∞. #.&

#,)& -�"�� ������ ��� �	��� 	����� (s̄n, n ≥ 0)� (s̄n(x), n ≥ 0) �� ����������
���� ���� m̄ =

∑
n≥0 ns̄n� m̄x =

∑
n≥0 ns̄n(x)� � s̄ =

∑
n≥0 s̄n� s̄(x) =

∑
n≥0 s̄n(x)�

/	 �  �� �	
�	�	 k > 1 � n ≥ 0 ���� ����� ������� ���������(∫ ∫
ν(dx)Qk−1(x, dy)ŝn(y) ≤ s̄n,

∫
Qk−1(x, dy)ŝn(y) ≤ s̄n(x),

#01&

� ŝn 2 ��
	����� �	��� 	����� � ��	�� #,&�

���������� )�3	 4��	�  �� ����"� �	� ��	����	�� Q ����! ! ��� ���������� ��%
�� π� � ������� �������� ��������(∫ (∑

k≥1

|νQk − π|
)

(dx)m̂(x) < ∞,

∑
k≥0

k

∫
π(dx)ŝk(x) < ∞,

	 � ��	�� s̄n �	
�� ��$��� �	��� 	�����(

s̄n =
∫ (∑

k≥1

|νQk − π|
)

(dx)ŝn(x) + π(dx)ŝn(x).

5���� �	� �	

νQk−1ŝn =
∫ (

νQk−1 − π
)
(dx)ŝn(x) +

∫
π(dx)ŝn(x)

≤
∫ ∑

k≥1

(∣∣νQk−1 − π
∣∣) (dx)ŝn(x) +

∫
π(dx)ŝn(x) = s̄n,



������ ���	����� 
�� ��
����
��� �������� ������� ��

� ���� �����

s̄ =
∑
k≥1

‖νQk − π‖+ 1 < ∞,

m̄ =
∑
k≥0

ks̄k =
∑
k≥1

‖νQk − π‖m̂ +
∫

π(dx)m̂(x) <∞.

���������� 	
�	 ����������� s̄n ������� ������ ����������� ���������� �� ��
����

∑
n≥0 s̄n < ∞


������� ��	� 
���� ������� ���� ����� ���� ����	 ���� ��� ������� ε < 1/4m̄
��� ����� �� �����!"#

sup
n>0,A∈E

|Pn(x, A)− P t,n(x, A)| ≤ εM(x, ε), �  !

��

M(x, ε) = m̄x + m̄(1− 4εm̄)−1/2,

!�! m̄� m̄x �$��%��� � ����� ����	

"
 �������� ��	
�	�����

������� 
�	� &�$������� ���!�'�� ����(�	

P = Q = R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 α1 α2 α3 . . .
β1 1− β1 0 0 . . .
β2 0 1− β2 0 . . .
β3 0 0 1− β3 . . .
· · ·

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Rt =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 a
(t)
1 a

(t)
2 a

(t)
3 . . .

b
(t)
1 1− b

(t)
1 0 0 . . .

b
(t)
2 0 1− b

(t)
2 0 . . .

b
(t)
3 0 0 1− b

(t)
3 . . .

· · ·

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Pt =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 α
(t)
1 α

(t)
2 α

(t)
3 . . .

β
(t)
1 1− β

(t)
1 0 0 . . .

β
(t)
2 0 1− β

(t)
2 0 . . .

β
(t)
3 0 0 1− β

(t)
3 . . .

· · ·

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

�� β
(t)
k = (1− ε)βk + εb

(t)
k � 0 ≤ b

(t)
k ≤ 1	

) '��!�� �������� ���!�'�� ����#

 ! ����� !��� 0 < δ < 1� *� βk > δ� ��� ����� t� i# b
(t)
i > δ ������ +������,

 ����	

	! ����� !��� k > 0� *� ��� inft{α(t)
k , αk} > 0	

����� ����� !��� ε0� *� ��� ������� x� !� ��� ε < ε0#

‖Pn(x, A)− P t,n(x, A)‖ ≤ εM(x),

�� M(x) = supεM(x, ε)� � M(x, ε) - �$��%��� � !�� ��� �	�	

#�������$ ��������� ��������$ � �������




�� �� �� ������	
�

�� ��������	
� ���������

������	
��

D = {0, 1, 2}. ���

��������
� ������� Z = (E × E × D) �� ������ ������� (Zn, n ≥ 0) �� ���
 �

Zn =
(
Z

(1)
n , Z

(2)
n , dn

)
! �	�����"
� ���� ��	
 �	��
� d0 ∈ {0, 1}! Z(1)

0 = X0! Z
(2)
0 = X ′

0�
#�$��� % $�
� ��	� ����	! &� d0 = 0! X0 = X ′

0 = x $�� $������ x ∈ E! �%� X0 =
X0 ∼ ν(·)�

#�'�( �	������� Zn! ��$� �	����	
� Zn+1�
)�&� dn = 0 �� (Xn, X ′

n) ∈ C × C ��$� ��%	
� ������*�� �	���% �����! &�
�	$�"  � (
��������� α �� + ����,�� )�&� �	����  ��$� ���������"
� dn+1 = 1 ��

Z
(1)
n+1 = Z

(2)
n+1 = X ! $� X ∼ ν(·)! ��&� + ��$� ���������"
� dn+1 = 0 ��

(
Z

(1)
n+1, Z

(2)
n+1

) ∼
T
(
Z

(1)
n , Z

(2)
n , (·, ·))�

)�&� dn = 0 �� (Xn, X ′
n) /∈ C × C ��$� ���������"
� dn+1 = 0 ��

(
Z

(1)
n+1, Z

(2)
n+1

) ∼
P × Pn+1(·, ·)�

)�&� dn ∈ {1, 2}! ��$� ��%	
� ������*�� �	���% ����� &� �	$�"  � (
���������

ε �� +� )�&� �	��$�" ! �� Zn+1 = (X, X ′, 0)! $� X ∼ R
(
Z

(1)
n , ·)! X ′ ∼ Rn+1

(
Z

(2)
n , ·)!

��&� �	��$�" + Zn+1 = (X, X, 2)! $� X ∼ Q
(
Z

(1)
n

)
�

-���� P̄
(t)! �� Ē

(t) ������	
� (
��������� �� 
���
��	��� ���$������! ����$*���
�������
 (Zt+n, n ≥ 0)�

.��	,�
� ����'�$� (
��������� P̄t $�� ������� Zt+n!

P̄t(x, x′, 0; A×A′ × {0}) = Tt(x, x′; A×A′),

P̄t(x, x′, 0; A×A′ × {1}) = �C×C(x, x′)αν(A ∩A′),

P̄t(x, x′, 0; E × E × {2}) = 0,

P̄t(x, x′, 1; A×A′ × {0}) = εδx(x′)R(x, A)Rt(x′, A′),

P̄t(x, x′, 1; A×A′ × {1}) = 0,

P̄t(x, x′, 1; A×A′ × {2}) = (1− ε)δx(x′)Q(x, A ∩A′),

P̄t(x, x′, 2; A×A′ ×D) = P̄t(x, x′, 1; A×A′ ×D).

���������� ��	 .� ��*	
�! &� ������	�	 � {dn = 1} 
�*�� �	,� �� ���� 
(Xn−1, X

′
n−1, dn−1) ∈ C × C × {0}! � �������	 � ���
 ���� ����'�$�� (
��������� ��

����*	�� ��$ x, x′ �� 
�" 
���� ���� ��� /��
 �� $�� $�������0 
��	 μ �� E⊗ E! ��
$��������� d ∈ D�

P̄
(t)
μ,1{dn = 1, dn+k = d} = P̄

(t)
μ,1{dn = 1}P̄(t+n)

ν,1 {dk = d}.

���� ���� 
�� ������� t > 0� d ∈ D ����������� �������� ��������

P (x, A) = P̄t(x, x′, d; A× E ×D).

Pt(x′, A′) = P̄t(x, x′, d; E ×A′ ×D).



������ ���	����� 
�� ��
����
��� �������� ������� ��

���������� ������ ���	��� ��	
��	�� �� d ∈ {0, 1}� �������� �	
	����� �����
���

��� �� d = 2� ����������� � �����
������ �� d = 1�

P̄ (x, x′, 0; A× E ×D) = P̄ (x, x′, 0; A× E × {0}) + P̄ (x, x′, 0; A× E × {1})
= Tt(x, x′; A× E) + αν(A ∩ E)

= (1− α)�C×C(x, x′)Pα(x, dy)Pt,α(x′, dy′)

+ �(C×C)c(x, x′)P (x, dy)Pt(x′, dy′) + αν(A)

= (1− α)
P (x, A) − αν(A)

1− α
+ αν(A) = P (x, A).

P̄t(x, x, 1; A× E ×D) = P̄t(x, x, 1; A× E × {0}) + P̄t(x, x, 1; A× E × {2})
= αR(x, A)Rt(x, E) + (1− α)Q(x, A)

= αR(x, A) + (1 − α)Q(x, A) = P (x, A).

�������� �� Pt ��
������� ����������� �

���� ���� �	� ���
	����� t > 0 n ≥ 1 d ∈ D x′ ∈ E 
 �	� ���
	���� φ ∈ E+

P t,nφ(x) =
∫

E×E×D

P̄ t,n(x, x′, d; dxn−1 × dx′n−1 × di)φ(xn−1).

���������� ���	�	�� �
��	�	�� �� ������� �� !	��� n = 1� φ ∈ fE+� d ∈ D� x′ ∈ E�

"��� �
	#� ���	��� $�%

Ptφ(x) =
∫

E×E×D

P̄t(x, x′, d; dx1 × dx′1 × di)φ(x1).

������ �	
	������� � 
������� �� φ(x) = IA(x)� �	 A ∈ E�∫
E×E×D

P̄t(x, x′, d; dx1× dx′1× di)IA(x1) = P̄t(x, x′, 1; A×E×D) = Pt(x, A) = Ptφ(x).

!	��� ��	
��	�� ��
�	 �� n� �	
	��
��� ���� �� n + 1�∫
E×E×D

P̄ t,n+1(x, x′, d; dxn × dx′n × din)φ(xn)

=
∫

E×E×D

P̄ t,n(x, x′, d; dxn−1 × dx′n−1 × din−1)

×
∫

E×E×D

P̄t+n(xn−1, x
′
n−1, in−1; dxn × dx′n × din)φ(xn)

=
∫

E×E×D

P̄ t,n(x, x′, d; dxn−1 × dx′n−1 × din−1)Pt+nφ(xn−1).

&������ �� �
���$	�� �������' �� (�����' Pt+nφ(x)� "���%∫
E×E×D

P̄ t,n+1(x, x′, d; dxn × dx′n × din)φ(xn)

=
∫

E×E×D

P̄ t,n(x, x′, d; dxn−1 × dx′n−1 × din−1)Pt+nφ(xn−1)

= P t,nPt+nφ(x) = P t,n+1φ(x). �

���� ���� �	� ������� t > 0 ��� �
��� �������� ���
��
����

sup
n≥0

‖Pn(x, ·)− P t,n(x, ·)‖TV ≤ P̄ t,n(x, x, 1; E × E × {0}).



�� �� �� ������	
�

����������

|Pn(x, A) − P t,n(x, A)| = |P̄ t,n(x, x, 1; A× E ×D − P̄ t,n(x, x, 1; E ×A×D|;∣∣P̄ t,n(x, x, 1; A× E × {1} − P̄ t,n(x, x, 1; E ×A× {1}∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫

A×E×{1}
P̄t(x, x, 1; dx1 × dx2 × di) · · ·

∫
E

αν(A ∩ E)

−
∫

E×A×{1}
P̄t(x, x, 1; dx1 × dx2 × di) · · ·

∫
E

αν(E ∩A)

∣∣∣∣∣
= 0.

∣∣P̄ t,n(x, x, 1; A× E × {2} − P̄ t,n(x, x, 1; E ×A× {2}∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫

A×E×{2}
P̄t(x, x, 1; dx1 × dx2 × di) · · ·

∫
E

(1− ε)Q(xn−1, A ∩E)

−
∫

E×A×{2}
P̄t(x, x, 1; dx1 × dx2 × di) · · ·

∫
E

(1− ε)Q(xn−1, E ∩A)

∣∣∣∣∣
= 0.

����

|Pn(x, A) − P t,n(x, A)| = |P̄ t,n(x, x, 1; A × E × {0})− P̄ t,n(x, x, 1; E ×A× {0})|
≤ max(P̄ t,n(x, x, 1; A× E × {0}), P̄ t,n(x, x, 1; E ×A× {0})
≤ P̄ t,n(x, x, 1; E × E × {0}). �

����	
��� �	����� ������� ������ �������� σ�	������ ��������� �������
Zn� � �
	������ ��	��� (x, x, 1) ������ �	����� ��	������ ��������� � ��
�� x !

τ0 ≡ 0, ν0 ≡ 0,

τn = inf(t > νk−1 : dt = 0), k ≥ 1,

νk = inf(t > τk : dt = 1), k ≥ 1.

�"# 

�	��� 
����� τk �� ������ k����� ��������	��$� νk ������ k����� ����$ ���$ 
������	��$%

������� �	��� �	����� ����
���� &� '	�	���������� ������	�� ��� ������	��
�$�� �	 ��������	��$��!

ξ0 = ζ0 ≡ 0,

ξk = τk − νk−1, k ≥ 1,

ζk = νk − τk, k ≥ 1.

�"( 

�	��� 
����� ξk �� ������	� ��� (k−1)��� ������	��$� �	 k���� ��������	��$��
	 ζk ) ������	� ��� k���� ��������	��$� �	 k���� ������	��$�%

*	��	���� �	���� &� �	��� ����� �
������ +������!

τk =
k∑

j=0

ξk +
k−1∑
j=0

ζk,

νk =
k∑

j=0

ξk +
k∑

j=0

ζk.



������ ���	����� 
�� ��
����
��� �������� ������� ��

�� ����� ������		
 ������ ���

�������	
 ��
�� �
���
��
���� s
(t)
n (x)� ŝn(x)� s̄n�

S(t)
n (x) =

∑
k>n

s(t)
n (x), n ≥ −1,

Ŝn(x) =
∑
k>n

ŝn(x), n ≥ −1,

S̄n(x) =
∑
k>n

s̄n(x), n ≥ −1,

����

�
�����	
� ����� pn = ε(1 − ε)n−1� n ≥ 1� p0 = 0� � �
��
��� ��
	������
�
�������� � ����	���
	 ε� (p�k

n , n ≥ 0)� k��� ��
�� � !"
�
 �
��
���#� $
������%
��
����	
 �� ���#��
& ��	
&�

'�#��(�	
� )
 �� ��	
& *�+

sup
n≥0

‖Pn(x, ·)− P t,n(x, ·)‖TV ≤ P̄ t,n(x, x, 1; E × E × {0}) = P
(t)
x,x,1{dn = 0}.

�� �
 �(�	
� )
 ���	� ,���

P
(t)
x,x,1{dn = 0} = P

(t)
x,x,1{τ1 ≤ n, ν1 > n}+

n∑
k=1

P
(t)
x,x,1{ν1 = k}P(t+k)

ν,1 {dn−k = 0}. ��,�

$��� �
 �(�	
� )
 P
(t)
x,x,1{τ1 < n, ν1 > n} �� supt,n P

(t)
ν,1{dn = 0} 	�&�" �
�%�
 ε�

-�(� �� ������&�� �����"�
�� 	
(�� ���(���� )
 ���!&� (Zn, n ≥ 0) �
����.�"%
� �
��
���# (ν, 1) ���	� ,����

/� $
����	
� )
 ξk �� ����(��" ��� τi� νi� ξi� ζi� i = 0, . . . , k−1� � �� 
( �
 �(�	
�

)
 �
��
��� ξk �������. � (pn, n ≥ 0)� � �
��
���
∑k

i=1 ξi �������. � (p�k
n , n ≥ 0)�

)
 . ���������	 0��
	���"��	 �
��
���
	 ���	� ,�,��
+� '���1�	
�

P
(t)
ν,1{dn = 0} =

[n/2]∑
k=1

P
(t)
ν,1{τk ≤ n < νk} =

[n/2]∑
k=1

n∑
j=k

P
(t)
ν,1{ζk > n− j, τk = j}. ��2�

*� $
����	
� )
 ��% �
���"�
� ��	���
� �����3.	�
� 4#� !�� f : E → R� 	�. 	�!�
4
�	#�� ���	� ,�/��

E
(t)
ν,1[f(Xτk−1), τk = j] = E

(t)
ν,1[νQξk−1f, τk = j]. ��5�

�� �
 �(�	
� )
 ���	� ,�+��

P
(t)
ν,1{ζk > n− j, τk = j} ≤ E

(t)
ν,1[Ŝn−j(Xτj−1), τk = j]. ��6�

,� $
����	
� )
 ���	� ,�*��

E
(t)
ν,1[Ŝn−j(Xτj−1), τk = j] =

j∑
l=0

P
(t)
ν,1[νk−1 = l]E(t+l)

ν,1 [νQξk−1Ŝn−j , ξk = j − l]. �/7�

2� $
����	
 
!�� � ���	� ,����

P
(t)
ν,1[νk−1 = l] ≤ (p�k−1 � S̄�k−1)l, �/��

P
(t)
ν,1[ξk = j − l, νQξk−1Ŝn−j ] ≤ ε(1− ε)j−l−1S̄n−j . �//�

5� ' �� , �� 2 �������. �������. ���#��� 
!�� ��

P
(t)
ν,1[ζk > n− j, τk = j] ≤ (p�k � S̄�k−1)jS̄n−j . �/+�



�� �� �� ������	
�

�� � � �� �� � ��	
� ��
�
 ������ ��� (p�k
n , n ≥ 0) �������

P
(t)
ν,1{dn = 0} ≤

[n/2]∑
k=1

(p�k � S̄�k−1 � S̄)n ≤ ε

[n/2]∑
k=1

εk−1

(
2k − 2
k − 1

)
(1 � S̄�k)n. ����

��� �	
������ � !"#��$���� �
�"!"���% ���	��� 
�!�����
� &
�

sup
n≥0

‖Pn(x, ·)− P t,n(x, ·)‖TV ≤ P
(t)
x,x,1{dn = 0}

= P
(t)
x,x,1{τ1 < n, ν1 > n}+

n∑
k=1

P
(t)
x,x,1{ν1 = k}P(t+k)

ν,1 {dn−k = 0}

≤ ε

⎛
⎝m̄x + m̄

∑
k≥0

εkm̄k

(
2k

k

)⎞
⎠ = ε(m̄x + m̄(1 − 4εm̄)−1/2).

'( ��������� �	�


���� ����

P
(t)
x,x,1{τ1 ≤ n, ν1 > n} ≤ εm̄, ��)�

n∑
k=1

P
(t)
x,x,1{ν1 = k}P(t+k)

ν,1 {dn−k = 0} ≤ sup
n,t

P
(t){dn = 0}. ��'�

���������� *
"�"�
 �"!���+�$ ��)��

P
(t)
x,x,1{τ1 < n, ν1 > n} =

n∑
k=1

P
(t)
x,x,1{τ1 = k, ν1 > n− k} =

n−1∑
k=1

ε(1− ε)k−1δxQk−1St+k
n−k

≤ ε

n−1∑
k=1

δxQk−1Ŝn−k ≤ ε

n−1∑
k=1

S̄n−k ≤ εm̄.

,"!���+�$ ��'� 
-"�����
n∑

k=1

P
(t)
x,x,1{ν1 = k}P(t+k)

ν,1 {dn−k = 0} ≤ sup
n,t

P
(t){dn = 0}

n∑
k=1

P
(t)
x,x,1{ν1 = k}

= sup
n,t

P
(t){dn = 0}P(t)

x,x,1{ν1 ≤ n} ≤ sup
n,t

P
(t){dn = 0}. �

�
���� ���� �	� ���
	���� ��
���� ���
������� �����
� f : E → R� ��� �
��� ����

��	��

E
(t)
ν,1[f(Xτk−1), τk = j] = E

(t)
ν,1[νQξk−1f, τk = j]. ��.�

����������

E
(t)
ν,1[f(Xτk−1), τk = j] =

j−1∑
i=1

E
(t)
ν,1[f(Xτk−1), νk−1 + ξk = j, νk−1 = i]

=
j−1∑
i=1

P
(t)
ν,1{νk−1 = i}ε(1− ε)j−i−1Qj−i−1f

=
j−1∑
i=1

P
(t)
ν,1{νk−1 = i}P(t)

ν,1{ξk = j − i}νQj−i−1f

= E
(t)
ν,1[νQξk−1f, τk = j]. �



������ ���	����� 
�� ��
����
��� �������� ������� ��

���� ����

P
(t)
ν,1{τk = j, ζk > n− j} ≤ E

(t)
ν,1[Ŝn−j(Xτk−1), τk = j].

���������� ��������� 	
������ ��

E
(t)
ν,1[ζk > v, ξk = u|νk−1] = ε(1− ε)u−1νQu−1St+νk−1+u−1

v . ����

�������	�� ��������� ���� ��� ���������� i > 0�

E
(t)
ν,1[ξk = u, ζk > v, νk−1 = i] = ε(1− ε)u−1νQu−1St+i+u−1

v E
(t)
ν,1[νk−1 = i].

��������� �� � 	�� ���� ����

νQu−1St+νk−1+u−1
v ≤ νQu−1Ŝv. �� �

!�
�"���� ��
�� ������	���#�� ����� �� � �� ��$������	�� ξk�

P
(t)
ν,1{τk = j, ζ > n− j} =

j−1∑
l=1

E
(t)
ν,1[νk−1 = l, ξk = j − l, ζk > n− j]

=
j−1∑
l=1

E
(t)
ν,1[E[ξk = j − l, ζk > n− j|νk−1], νk−1 = l]

≤
j−1∑
l=1

E
(t)
ν,1[ε(1− ε)j−lνQj−l−1Ŝn−j , νk−1 = l]

=
j−1∑
l=1

E
(t)
ν,1[νQj−l−1Ŝn−j, νk−1 = l, ξk = j − l]

=
j−1∑
l=1

E
(t)
ν,1[Ŝn−j(Xτk−1), νk−1 = l, ξk = j − l]

= E
(t)
ν,1[Ŝn−j(Xτk−1), τk = j]. �

���� ����

E
(t)
ν,1[Ŝn−j(Xτk−1), τk = j] =

j∑
l=0

P
(t)
ν,1[νk−1 = l]E(t+l)

ν,1 [νQξk−1Ŝn−j , ξk = j − l].

���������� !� ����# %&��

E
(t)
ν,1[Ŝn−j(Xτj−1), τk = j] = E

(t)
ν,1[νQξk−1Ŝn−j , τk = j]

=
j∑

l=0

E
(t)
ν,1[νQξk−1Ŝn−j , νk−1 = l, ξk = j − l]

=
j∑

l=0

P
(t)
ν,1{νk−1 = l}E(t+l)

ν,1 [νQξk−1Ŝn−j , ξk = j − l]. �

���� ��	�

P
(t)
ν,1[νk = l] ≤ (p�k � S̄�k)l, �'(�

P
(t)
ν,1[ξk = j − l, νQξk−1Ŝn−j ] ≤ ε(1− ε)j−l−1S̄n−j . �')�



�� �� �� ������	
�

���������� �������� ����	
	 ��� �� ���	������ ��� k = 1�

P
(t)
ν,1[ν1 = l] =

l−1∑
j=1

ε(1− ε)j−1νQj−1s
(t+j)
l−j ≤

l−1∑
j=1

ε(1− ε)j−1νQj−1S
(t+j)
l−j

≤
l−1∑
j=1

ε(1− ε)j−1νQj−1Ŝl−j ≤
l−1∑
j=1

ε(1− ε)j−1S̄l−j = (p � S̄)l.

����� ��������� ����� �
! k �������� "" �
! k + 1�

P
(t)
ν,1[νk+1 = l] =

l−1∑
j=1

P
(t)
ν,1[νk = j]P(t+k)

ν,1 {νk+1 − νk = l − j}

≤
l−1∑
j=1

(p�k � S̄)j

l−j−1∑
i=1

ε(1− ε)i−1νQi−1s
(t+k+i)
l−j−i

≤
l−1∑
j=1

(p�k � S̄)j

l−j−1∑
i=1

piS̄l−j−i = (p�k+1 � S�k+1)l.

�������� ����	
	 ��#��

P
(t)
ν,1[ξk = j − l, νQξk−1Ŝn−j ] = E

(t)
ν,1[ε(1− ε)j−l−1νQj−l−1S

(t+νk−1+j−l)
n−j ]

≤ ε(1− ε)j−l−1νQj−l−1Ŝn−j ≤ ε(1− ε)j−l−1S̄n−j . �
���� ���� 	
������ ���
�
�
 ξk �� �������� ��� τi� νi� ξi� ζi� i = 0, . . . , k − 1�
�������� ξk ��������� � (pn, n ≥ 0)� � ��������

∑k
i=1 ξi ��������� � (p�k

n , n ≥ 0)�

���������� ξk ����������	� $�� ��� (k − 1)%&� ��
������! �� k%��&� ����
������!�
'� ������	����� ���������� (������	 �� ����	 di ∈ {1, 2} � ���� di+1 = 2 � 1 − ε �
�� ��
�)�� ��� i* ��� ���� ���������� (������	 �� ����	 di ∈ {1, 2} � ���� di+1 = 0
�������� ε� +���� $���� ��(������ ��
�$��� ξk �� ��
�)�� ��� (�������� (�����	
(Zn, n ≥ 0) �� ������	 νk−1* � "� ���(���
�� � &�������$��� ���(���
 (pk, k ≥ 0)�

'���	��
�* ,� ����
 �� ��� ��
�$��� ξk ����
�)�� �� �������� ���(���
��� ��
���(���
�� "� �	�� -	�� k%�� �&����� ���(���
	 ����&� �
������� �

.� �������

���	��� 
��� ����� X� X ′ ��� ��������
� ����������
� �
�����
� ������

 ������ α > 0 ���� ��������� C = {0}� ����� ���� ξ ! ��������� ��� X�
X ′ ���"���
��� ����������� �
������ ���
�
�� � ����"����" α� P{ξ = j} =
(1− α)j−1α� j > 0 �� P{ξ = 0} = 0� #�����
"�� τ0 = 0�

τk = inf{t ≥ τk−1, (Xt, X
′
t) ∈ C × C}.

����� Ŝn ! "�������� ��� τ1� ��$��� ��� ������ t%

P
(t)
ij {τ1 > n} ≤ Ŝn(ij),

��
��"&

μ =
∑
n≥0

Ŝn(00) <∞.

'��� ��� "�"���& τξ� �� ��� �������
� i, j ∈ E ���� ���&� �&"����� "���(

����� Ŝ′n� ��
��"&%
P

(t)
ij {τξ > n} ≤ Ŝ′n(ij),∑

n≥0

Ŝ′n(ij) ≤ μ/α < ∞.



������ ���	����� 
�� ��
����
��� �������� ������� ��

���������� ��������� Yn = (Xn, X ′
n) 	 �
��������� ������ �������� � Fn =

σ[Yk, k ≤ n] 	 ���� �������� ���������

P (t)
xy {τξ > n} =

∑
k≥1

Pxy{τk−1 ≤ n < τk, ξ > k − 1}

=
∑
k≥1

k∑
j=1

E(t)
xy [τk−1 = j, E[τk − τk−1 > n− j|Fτk−1]](1− α)k−1

=
∑
k≥1

k∑
j=1

E(t)
xy [τk−1 = j]E(t+j)

00 [τ1 > n− j](1− α)k−1

≤
∑
k≥1

k∑
j=1

E(t)
xy [τk−1 = j]Ŝn−j(00)(1− α)k−1

=
n∑

j=1

Ŝn−j(00)
∑
k≥1

(1− α)k−1P (t)
xy {τj = k} = Ŝ′n(xy).

�����
��� �� Ŝ′n(xy) � ������!

∑
n≥0

Ŝ′n(xy) =
∑
n≥0

n∑
j=1

S̄n−j(00)
∑
k≥1

(1− α)k−1P (t)
xy {τj = k}

= μ
∑
j≥0

∑
k≥1

(1 − α)k−1P (t)
xy {τj = k} = μ

∑
k≥1

(1− α)k−1
∑
j≥0

P (t)
xy {τj = k}

= μ
∑
k≥1

(1− α)k−1P (t)
xy {Yk ∈ C × C} ≤ μ/α. �

��������� 	��
��� ��� "���� ��������# $%&' ��
����� �������� � ���  ���� &'

� �����
���� α = inft{α(t)
k , αk}� (� ������� ��  ���� ��������# ��������# �

����� ������ �
 ��������� )��
 ��� ����� ��* ������ ���� �
��
� +�& ������
�������� �� ����� ���������� ,�� ����� ��������-���� �
��
��� .�&� �� �����
��
�� ����� ��������� ��� ��� ���
�� �
�/��� ��������� � (0, 0)�

���������� �
�
� τk 	 ���
�� k0���� ��������� � 0 �
�/��� �������� νk 	 ���0
���� �������� � {0} �
�/��� ������� �� ��� n� T 	 ���
�� �
�/��� � ������
��������� � {0}� 1��!

P
(t)
ij {T > n} = P

(t)
ij {X ′

τ1
= 0, . . . , X ′

τνn
= 0}. $2+'

�����
��� �� �� - ���
 γ� �� ��� ��������� ��*�� (i1, . . . , in)� �� ik+1−ik > 1�
��- ���
 �
������!

P
(t)
ij {X ′

i1 = 0, · · · , X ′
in
= 0} ≤ (1− γ)n.

,�� ����� ���
�
��� ��!

inf
n≥2,t

u(t)
n ≥ γ0,

inf
n≥2,t

P t,n(i, 0) ≥ γ1,

�


u(t)
n = P t,n(0, 0).

,��
�
��� �
�/�# �
������ ����
�
�� �� �� ��-�� ,�� n = 2�

u
(t)
2 =

∑
j≥1

α
(t)
j β

(t)
j ≥ δ.



�� �� �� �������	


����� ��� 	
�� t �� ��� k ≤ n 	������� u
(t)
k ≥ γn� �����

u
(t)
n+1 =

n+1∑
k=0

g
(t)
k u

(t+k)
n+1−k ≥ γn

(n−1∑
k=0

g
(t)
k + γ

(t)
n+1

)
= γn

(
1−G

(t)
n+1 − g(t)

n

)
.

��������� ����� G̃n = G
(t)
n+1 + g

(t)
n � �����

u
(t)
n+1 ≥ γn(1 − G̃n) ≥ δ

∏
k≥3

(1− G̃k).

��������� �� ��
����	��
�� G̃n 
������ �� 	��	�� � �� �� �� ��
����	��
�� g
(t)
n


������

g(t)
n =

∑
j≥1

α
(t)
j

n−2∏
i=1

(
1− βt+i

j

)
βt+n−1

j ≥
∑
j≥1

α
(t)
j

n−1∏
i=1

(
1− βt+i

j

)
βt+n

j = g
(t)
n+1.

!���

0 ≤ G̃n ≤ G̃3 = g
(t)
3 +

∑
k>4

g
(t)
k =

∑
k>2

g
(t)
k − g

(t)
3 = 1− g

(t)
2 − g

(t)
3 ,

∑
k≥3

G̃k =
∑
k≥3

g
(t)
k +

∑
k≥3

G
(t)
k =

∑
k≥2

G
(t)
k = m(t) −G

(t)
0 −G

(t)
1 = m(t) − 2.

���� �����

u
(t)
n+1 ≥ δ

(
g
(t)
2 + g

(t)
3

) m(t)−2

1−g
(t)
1 −g

(t)
2 ≥ δ

(
inf
t

{
g
(t)
2 + g

(t)
3

}) supt m(t)−2

1−inft{g
(t)
1 +g

(t)
2 } = γ0.

"�	����� ������ ���

inf
n≥2,t

P t,n(i, 0) ≥ γ1.

"��
���

inf
n≥2,t

P t,n(i, 0) =
n∑

k=0

P t,k
0 (i, 0)ut+k

n−k ≥ γ0

n∑
k=0

k−1∏
j=0

(
1− β

(t+j)
i

)
βt+k

i ≥ γ0δ = γ1.

!����

P (t)
xy {T > n} ≤

n∑
k=1

n∑
j=0

(1− γ)kPy{τk = j}P0{τk+1 − τk > n− j} = Exy[(1− γ)νn ].

�������� ������ �� ∑
n≥0

Exy[(1 − γ)νn ] <∞.

"��
���

∑
n≥0

Exy[(1− γ)νn ] =
∑
n≥0

n∑
k=0

(1− γ)kPy{νn = k} =
∑
k≥0

(1− γ)k
∑
n≥k

Py{νn = k}

=
∑
k≥0

(1− γ)k
∑
n≥k

n∑
j=0

Py{τk = j}P0{τk+1 − τk > n− j} ≤ μ/γ. �
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