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0
a(t)ζ(t) dt
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Abstract. The problem of optimal linear estimation of the functional

Aζ =

� ∞

0
a(t)ζ(t) dt

depending on the unknown values of periodically correlated stochastic process ζ(t) from observations
of the process ζ(t) + θ(t) for t < 0, where θ(t) is uncorrelated with ζ(t) periodically correlated process,
is considered. Formulas for calculating the spectral characteristic and the mean square error of the
optimal linear estimation of the functional are proposed in the case of spectral certainty where spectral
densities are exactly known. Formulas that determine the least favorable spectral densities and the
minimax (robust) spectral characteristics of optimal estimates of functionals are proposed in the case
of spectral uncertainty where spectral densities are not exactly known but sets of admissible spectral
densities are given.
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ζ : R → H = L2(Ω,F , P), �ζ(t) = 0,
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K(t + u, u) = �ζ(t + u + T )ζ(u + T ) = K(t + u + T, u + T ).
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{ζj(u) = ζ(u + jT ), u ∈ [0, T ), j ∈ Z}, ���

{θj(u) = θ(u + jT ), u ∈ [0, T ), j ∈ Z}. �:�
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Bζ(l, j) = 〈ζl, ζj〉H =
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�[ζ(u + lT )ζ(u + jT )] du
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ζkj ẽk,
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0
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[
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]}
v
/

T

}
dv,
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θkj ẽk,

θkj = 〈θj , ẽk〉 =
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θj(v) exp
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[
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]}
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/
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dv.
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�|θkj |2 = Pθ < ∞, �θklθnj = 〈Rθ(l − j)ek, en〉,
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〈Rθek, ek〉 = ‖θj‖2H = Pθ.

1��
�����
 ���	
������
 {ζj , j ∈ Z}� {θj, j ∈ Z}  ��� ������	��
 (
	����

f(λ) = {fkn(λ)}∞k,n=1� g(λ) = {gkn(λ)}∞k,n=1 2 �����
 ��������������
 !����
# � �2



��������	
��
 ��������� ����	������� �������� ��

������� λ ∈ [−π, π)� �	
� �� 	��������� ���	��� Rζ(j) �� Rθ(j) ����� �������� �
�������

〈Rζ(j)ek, en〉 =
1
2π
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eijλ〈f(λ)ek, en〉 dλ,

〈Rθ(j)ek, en〉 =
1
2π
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eijλ〈g(λ)ek, en〉 dλ, k, n ≥ 1.
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〈Rζek, ek〉 = ‖ζj‖2H = Pζ ,
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〈Rθek, ek〉 = ‖θj‖2H = Pθ.
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Aζ =
∫ ∞

0

a(t)ζ(t) dt

��� �������� ���#�� ������	�������#�� ��������� ������#�� 	�����������
��������#���� ������ ζ(t) �� ����������� ��������� ������ ζ(t) + θ(t) ���
t < 0� � θ(t) % �	���������� �� ζ(t) ������	�������#�� �������� ������#��
	���������� �����! &��	��� a(t)� t ∈ R+� ����������� �����
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|a(t)| dt < ∞!
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Aζ =
∫ ∞

0

a(t)ζ(t) dt =
∞∑

j=0

∫ T

0

aj(u)ζj(u) du,

a(u + jT ) = aj(u), ζ(u + jT ) = ζj(u), u ∈ [0, T ).
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(−1)k

[
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2

]
+ (−1)n

[n
2

]
= 0

���� ������� (k, n)� �	�� ��������� ������ (1, 1) �� (2l + 1, 2l)� (2l, 2l + 1) ��� l =
2, 3, . . . � ���	������ Aζ ����� ������ ��������� #����

Aζ =
∞∑

j=0

∫ T

0

aj(u)ζj(u) du

=
∞∑
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1
T

∫ T

0

( ∞∑
k=1

akj exp
{

2πi

{
(−1)k

[
k

2

]}
u
/

T
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×
( ∞∑
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ζnj exp
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2πi
{
(−1)n

[n
2

]}
u
/

T
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du

=
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∞∑
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∞∑
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akjζnj
1
T
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exp
{

2πi

{
(−1)k

[
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2

]
+ (−1)n

[n
2

]}
u
/

T

}
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=
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∞∑
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akjζkj =
∞∑
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�a�
j

�ζj ,
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�aj = (akj , k = 1, 2, . . . )� = (a1j , a3j , a2j , . . . , a2k+1,j , a2k,j , . . . )�,

akj = 〈aj , ẽk〉 =
1√
T

∫ T

0

aj(v) exp
{
−2πi

{
(−1)k

[
k

2

]}
v
/

T

}
dv.
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∞∑
j=0

‖�aj‖ < ∞,
∞∑

j=0

(j + 1)‖�aj‖2 < ∞, ‖�aj‖2 =
∞∑

k=1

|akj |2. ���

�� ����� �
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'�(�" ����	������ ������	� f(λ)� g(λ) �����������	�" {ζj , j ∈ Z}� {θj, j ∈ Z}�
����������� �����������	� �
��� 
���
������	�∫ π

−π

Tr
[
(f(λ) + g(λ))−1

]
dλ <∞. �)�

*
��� �)� � ���&(����� 	� ���	�	���� ��� ��
�+�����	� &����
������ ���	����,
���� ������
�( ���!��� �����������	� {ζj + θj , j ∈ Z} -.�� ./0$

�����!�
� !���� L2(f) #���&��	�� ����	�� ���	����( ��
����������!��( ������"
b(λ) = {bk(λ)}∞k=1� ��� ��	�#������ � ������	� �� 
���� �� ������	� f(λ)1∫ π

−π

b�(λ)f(λ)b(λ) dλ =
∫ π

−π

∞∑
k,n=1

bk(λ)bn(λ)fkn(λ) dλ < ∞.

2���� L−
2 (f) �����!�
� �������	�� � L2(f)� �����+���" �������
� eijλδk� δk =

{δkn}∞n=1� k = 1, 2, . . . � j < 0� �� δkk = 1� δkn = 0 ��� k 
= n$

3�+�� ����"�� ������ Âζ ����������� Aζ ��� ����	���+��� �����������	� {ζj+θj}
��� j < 0 
�� ��#���

Âζ =
∫ π

−π

h� (eiλ
) (

Zζ(dλ) + Zθ(dλ)
)

=
∫ π

−π

∞∑
k=1

hk

(
eiλ
) (

Zζ
k(dλ) + Zθ

k(dλ)
)

, �4�

�� Zζ(Δ) = {Zζ
k(Δ)}∞k=1 	� Zθ(Δ) = {Zθ

k(Δ)}∞k=1 5 ��	�#������� ��������� 
���

�����������	�" {ζj} 	� {θj}� ����������� h(eiλ) = {hk(eiλ)}∞k=1 5 ����	������ (���,

�	����	��� ������ Âζ$ 6������ h(eiλ) ∈ L−
2 (f + g)$

7�������������	�!�� ��(�&�� Δ(h; f, g) ������ Âζ �&!�����	��� �� ���
����

Δ(h; f, g) = E |Aζ − Âζ|2

=
1
2π

∫ π

−π

([
A
(
eiλ
)− h

(
eiλ
)]�

f(λ)[A (eiλ)− h (eiλ)]

+ h� (eiλ
)
g(λ)h (eiλ)

)
dλ,

�8�

A(eiλ) =
∞∑

j=0

�aje
ijλ.

7���	������ (����	����	��� h(f, g) ��	�
����� ����"�� ������ Âζ 
���
���� ���,
!���� ��������������	�!�� ��(�&��

Δ(f, g) = Δ(h(f, g); f, g) = min
h∈L−2 (f+g)

Δ(h; f, g) = min
Âζ

�|Aζ − Âζ|2. �9�



��������	
��
 ��������� ����	������� �������� ��

��������	� �
	
�	� �
	�� Âζ � ���������� �����
��
�	�� �����
 ���� ������������
������	�� ����� �����
� ��  � !����"����� #$%� &���'��� ��
 (����) ��
 ���	���*

+�� Âζ �� �����
+ 	� �
������
� H−(ζ + θ) �������( H ) �����,�	�� ������	���
ζj + θj ) j < 0-

.� Âζ ∈ H−(ζ + θ),
/� (Aζ − Âζ) ⊥ H−(ζ + θ).

0���� /� ����	(�����) ��1�

�(Aζ − Âζ)(ζj + θj) =
1
2π

∫ π

−π

[(
A
(
eiλ
)− h

(
eiλ
))�

f(λ)− h� (eiλ
)
g(λ)
]
e−ijλ dλ

=
1
2π

∫ π

−π

[
A� (eiλ

)
f(λ)− h� (eiλ

)
(f(λ) + g(λ))

]
e−ijλ dλ = 0,

j = −1,−2, . . . .

& ����		��� �
�	���
 ��������) 1�

A� (eiλ
)
f(λ)− h� (eiλ

)
(f(λ) + g(λ)) =

∞∑
j=0

�c�j eijλ = C� (eiλ
)
,

�� �cj ) j = 0, 1, . . . 2 	��
���
 ���3

�	��� ��,� ���������	� 4������������� h(f, g)
��������	�� �
	�� 3(	�
�	��� Aζ ��� ��"���

h�(f, g) =
(
A� (eiλ

)
f(λ)− C� (eiλ

))
[f(λ) + g(λ)]−1

= A� (eiλ
)− (A� (eiλ

)
g(λ) + C� (eiλ

))
[f(λ) + g(λ)]−1 ,

�.5�

0���� .� ���
����	�	� �
�	�����∫ π

−π

h(f, g)e−ilλ dλ = 0, l = 0, 1, . . . ,

��6��

∞∑
j=0

1
2π

∫ π

−π

[
f(λ)(f(λ) + g(λ))−1

]�
ei(j−l)λ dλ�aj

=
∞∑

j=0

1
2π

∫ π

−π

[
(f(λ) + g(λ))−1

]�
ei(j−l)λ dλ�cj , l = 0, 1, . . . .

�..�

���	����'� �����
 B = {B(l, j)}∞l,j=0 �� D = {D(l, j)}∞l,j=0) ��
 ����+���� �����	*
����

B(l, j) =
1
2π

∫ π

−π

[
(f(λ) + g(λ))−1

]�
ei(j−l)λ dλ,

D(l, j) =
1
2π

∫ π

−π

[
f(λ)(f(λ) + g(λ))−1

]�
ei(j−l)λ dλ,

�� ������� a = {�aj}∞j=0) c = {�cj}∞j=0 , ������( �
�	�	� �..� ��,	� �������� ( �����*
�	��( ��"���


Da = Bc,

��
��� ��������) 1� 	��
���
 ���3

�	�� �cj ) j = 0, 1, . . . ) ���	���+���� � �
�	�		�

c = B−1Da.



�� �� �� �����	
�� � �� �� ��������

���������	
��
���
 ������
 �����
����� ������ Âζ �
 ��� �
� 	�����

Δ(f, g) = Δ(h(f, g); f, g)

=
1
2π

∫ π

−π

[
A� (eiλ

)
g(λ) + C� (eiλ

)]
[f(λ) + g(λ)]−1

× f(λ)[f(λ) + g(λ)]−1
[
A� (eiλ

)
g(λ) + C� (eiλ

)]∗
dλ

+
1
2π

∫ π

−π

[
A� (eiλ

)
f(λ)− C� (eiλ

)]
[f(λ) + g(λ)]−1

× g(λ)[f(λ) + g(λ)]−1
[
A� (eiλ

)
f(λ)− C� (eiλ

)]∗
dλ,

��
��	��� 	�
 ��	� ��  �����
����� !����� ��"

f(λ) = f∗(λ), g(λ) = g∗(λ), f(λ)[f(λ)+g(λ)]−1g(λ) = g(λ)[f(λ)+g(λ)]−1f(λ),

#������ ��� ��� ����� 	������  ��������	
�
����� ������� Δ(f, g) ��$�
 �
%
�� 
�� �
 ������ ����

Δ(f, g) =
∞∑

j=0

�a�
j

∞∑
l=0

1
2π

∫ π

−π

[f(λ)(f(λ) + g(λ))−1g(λ)]� ei(l−j)λ dλ�al

+
∞∑

j=0

�c�j
∞∑

l=0

1
2π

∫ π

−π

[(f(λ) + g(λ))−1]� ei(l−j)λ dλ�cl

= 〈a,Ra〉+ 〈c,Bc〉,

�&'�

�� 〈a, b〉 (  �
�����" ������� 	 �2) �
����� R = {R(j, l)}∞j,l=0 �
�
��� � �������
��*

R(j, l) =
1
2π

∫ π

−π

[
f(λ)(f(λ) + g(λ))−1g(λ)

]�
ei(l−j)λ dλ, l, j = 0, 1, . . . .

+����
�� �������
�� ��$�
 ��,���
�� � �
 ����� �������-

������� ��	� ����� {ζ(t), t ∈ R} �� {θ(t), t ∈ R} � ��	
���
���� ��� �
�
�

����
����
 	
���
���� ��
�������� ��
���� ��	�� �
 �����
����� �
����
��
���

{ζj , j ∈ Z} �� {θj, j ∈ Z}� �
���
���� �� ��������
������� �&�� �'�� ����
����
�

���� ���	������ ����
��� f(λ) �� g(λ)� �	� ���
�
����� ��
�� ������� 

�
��� �.�! ����� 	
�"���#��� {�aj , j = 0, 1, . . . }� �	� ��������� "��	��
��� Aζ�
���
�
����� ��
�� �/�! $
�� ���	������ ����	�������	� h(f, g) � ������
	�� 

�������� �
���	� Δ(f, g) ������
% 
�������
% 
���	� "��	��
���� Aζ �� ��
��� 

��������� ��
���� ζ(t)+θ(t) ��� t < 0� 
���������� �� "
������� �&0� �� �&'�!

&�������� 
���	� Âζ "��	��
���� Aζ 
������#��� �� "
����
� �1�!

2 	��
��� �� ��
������� #�������
�
 Aζ �
  �� ����$������ ��� 3���  ��
	�%
���	�" �
 �����" �
 �����) ���" ����� ������� 	����	
� �� 4������ 5-&-


������ ��	� ����� {ζ(t), t ∈ R} � ����
����
 	
���
����� ��
��������� ��
 

��� ��	��� �
 �����
����� �
����
����� {ζj , j ∈ Z}� �	� �
���
���� �� ��������
 

������ �&�� ��# ���	������ ������� f(λ)� �
 ���
�
���# ��
�� ��������
 

��� ∫ π

−π

Tr
[
(f(λ))−1

]
dλ < ∞. �&5�

����� 	
�"���#��� {�aj, j = 0, 1, . . . }, �	� ��������� "��	��
��� Aζ� ���
�
��� 

�� ��
�� �/�! '
�� ���	������ ����	�������	� h(f) �� ������
	����������



��������	
��
 ��������� ����	������� �������� ��

������� Δ(f) ����	�
��� 
������ ������ ���������
� Aζ �� ������������	�

������� ζ(t) ��� t < 0 �����
������ �� ���	�
�	�

h�(f) = A� (eiλ
)− C� (eiλ

)
[f(λ)]−1

, ����

Δ(f) = 〈c, a〉, ����

�� c = {�cj}∞j=0 = B−1a� 	������ B = {B(l, j)}∞l,j=0 ��������� �
�	����	��

B(l, j) =
1
2π

∫ π

−π

[
(f(λ))−1

]�
ei(j−l)λ dλ, l, j = 0, 1, . . . .

����	�
��� ������ Âζ ���������
� Aζ �����
������ �� ���	�
��

Âζ =
∫ π

−π

h� (eiλ
)

Zζ(dλ) =
∫ π

−π

∞∑
k=1

hk

(
eiλ
)

Zζ
k(dλ). ����

 ��!������ ���" 	
��
���� �� �� �� ���������� ��� �
��������
� �� �! ����"#$
�
��# �
!
%& &� �����#'&( ) 
'&��
���( ��)�&!����) & � �* � ��
+�!���# )��, �
�-$
��( +
�
, ���) �,�  
 ����%��� )���!�-�,�
!�
 �%��( ��+�*,� �� ��
�-��( �&�&.$
��( �'&�,� ����������� )��) ������# ��)�&!����) &�� �� ��,���) ���/ ,��0&'&$
/� � 1��"/ 0��,'&( 1/f � 2�����
 ��� ��,
��/� �� ,��0&'&/� � 1��"/ 0��,'&. �&!
)��, �
�-��+ �&�-��) �. ���
 ��,���) 
 � !�# ��
+�!���# )��, �
�-��( +
�
$
, ���) �,�  
 ����%��� )���!�-�,�
!�
 �%��( ��+�*,� �� ��
�-��( �&�&.��( �'&�,�
0��,'&��
�&� �&! ) 
'&��
���( ��)�&!����) & !�# �
!
% �,) �
���#'&(  
 &� �����#$
'&( #, �
 )��) ������#�� *�� 3����  
, & �
 )��) ������#�� � 3����� 4,
�
��.
����#! )��, �
�-��( +
�
, ���) �,�  
 ����%��� )���!�-�,�
!�
 �%��( ��+�*,�
�� ��
�-��( �'&�,� ���%��. !�# ��
+�!���# �
.���3 )���# ����+ )��, �
�-��+
�&�-��) �.  
 �&�&�
,)��+ )��, �
�-��+ +
�
, ���) �, �� ��
�-��+ �'&��, 0��$
,'&��
�&� !�# �
!
% �,) �
���#'&(  
 &� �����#'&( #, �
 )��) ������#�� *�� 3����
 
, & �
 )��) ������#�� � 3�����

5�# ����"#�
��# �
!
%& �,) �
���#'&( ) 
'&��
���+ ��)�&!����) �. �� �� �����$
����� ��� �!���  
,� ���� ��� �6� ���� �
��������
� �� �!� �� *
��/ -)# �
 0
, ���$
�
'&( )��, �
�-��( �&�-��) &� 2
,�. �� �! ���%��. !�# ����"#�
��# �
!
% �,) �
��$
�#'&( �
 )��) ������#�� *�� 3����  �!& #, 2�����
 ��� �,
��/ �� �! ����"#�
��#
�
!
%& �,) �
���#'&( �
 )��) ������#�� � 3�����

	
) �)�/�� �� �!� �� *
��/ -)# �
 0
, ����
'&( )��, �
�-��+ �&�-��) �. !� �
$
!
%& �'&�,� 0��,'&��
�� �
 )��) ������#�� *�� 3����

��������� �	
	 7���
%��� %���� Hζ(n) �
�,�� �. �&�&.��. �&!���) &� �&�-*�� �$
���� ���) ��� H � ����!���. ���
!,����� ����%��
�� ζkj � k ≥ 1� j ≤ n� 7�)�&!��$
�&) - {ζj , j ∈ Z} �
���
/ -)# �����#���8� #,��

⋂
n Hζ(n) = ∅�

9����#��
 ) 
'&��
��
 ��)�&!���&) - {ζj , j ∈ Z} !���),
/ ,
���&%�� ��*�
���#
��+����� )���!�-��� )��(+ ,������� ���

ζkj =
j∑

u=−∞

M∑
m=1

dkm(j − u)εm(u), ��6�

!� εm(u)� m = 1, . . . , M � u ∈ Z : ��
/��� �� ����
�-�& � H ��)�&!����) & � �� �$

���
�-���� ��
%���#��; E εm(u)εp(v) = δmpδuv< M : ,�
 �&) - ) 
'&��
���( ��)�&$
!����) & {ζj}< ��)�&!����) & dkm(u)� k = 1, 2, . . . � m = 1, . . . , M � u = 0, 1, . . . �  
,&� ��∑∞

u=0

∑∞
k=1

∑M
m=1 |dkm(u)|2 = Pζ � =� ��
�-�
 �&�&.�
 �'&�,
 ,������� �����#���(

) 
'&��
���( ��)�&!����) & {ζj , j ∈ Z} �
 !
���� )��) �����- '&/( ��)�&!����) &



�� �� �� ����	
��� � �� �� ������

��� j < 0 ���� �	
� ������� 	 �������

ζ̂kj =
−1∑

u=−∞

M∑
m=1

dkm(j − u)εm(u). ����

������� �������� �������� ��������
 ���	������ 
���������� ���������
� ����
�  
�� ������������! 
� ����� ��������
� �����	 ��
��������� ����"���� ����
� ����� 
����� ��� ���	�����# 
���������# ���������
�"$
%���
������ &�����
� f(λ) ���	������ 
���������� ���������
� {ζj , j ∈ Z}

���	��' ��������	 (��
������� 

f(λ) = P (λ)P ∗(λ), P (λ) =
∞∑

u=0

d(u)e−iuλ, ��)�

��
���� d(u) = {dkm(u)}m=1,...,M
k=1,...,∞ �������'
�� ���(���'�
��� ����������� ��������

��� ��*�$
+��#��	 �� �������� ��*�! ���� ��������
 ���	������ 
���������� ���������
�

{ζj , j ∈ Z}! ����,��� �������������
���	 ��#���	 ��
�������� ������ Âζ ������
���������

Δ(h(f); f) = �

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

∞∑
j=0

akj

j∑
u=0

M∑
m=1

dkm(j − u)εm(u)

∣∣∣∣∣∣
2

=
∞∑

l=0

M∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

∞∑
j=l

akjdkm(j − l)

∣∣∣∣∣∣
2

=
∞∑

l=0

‖(Ad)l‖2 = ‖Ad‖2,

�� (Ad)l =
∑∞

j=l �a
�
j d(j − l)! l ≥ 0$ -�&� �������� ��	�� 	���� �.�! 
� �����
�� A /

������
��"$
������� ���
������ #����
���
��� h(f) �������	' �������� ��������������


����� ��#����

Δ(f) = Δ(h(f); f) = min
h∈L−2 (f)

Δ(h; f) = ‖Ad‖2 �01�

� ������ ���	! � � ��,��� / � (���	�� ��� ��'��

Δ(h; f) =
1
2π

∫ π

−π

[
A
(
eiλ
)− h(eiλ)

]�
f(λ)[A (eiλ)− h (eiλ)] dλ,


� �������� ����	
�
�! &�

h(f) = A
(
eiλ
)−X(λ).

X(λ) / ���
���
������! ���" �������'
�� � �����
�"

∞∑
l=0

‖(Ad)l‖2 =
1
2π

∫ π

−π

( ∞∑
l=0

(Ad)le
ilλ

)( ∞∑
p=0

(Ad)pe
ipλ

)∗
dλ

=
1
2π

∫ π

−π

( ∞∑
l=0

(Ad)le
ilλ

)
Q(λ)P (λ)P ∗(λ)︸ ︷︷ ︸

f(λ)

Q∗(λ)

( ∞∑
p=0

(Ad)pe
ipλ

)∗
dλ

=
1
2π

∫ π

−π

X�(λ)f(λ)X(λ) dλ.

2��� X(λ) = S(eiλ)Q(λ)! S(eiλ) =
∑∞

l=0(Ad)le
ilλ! Q(λ) = {qmk(λ)}k=1,...,∞

m=1,...,M / ��
���

��� (	�����! &� ����������' �������� Q(λ)P (λ) = IM ! ���
������ #����
���
��



��������	
��
 ��������� ����	������� �������� ��

h(f) ��������	
�� � ��������

h�(f) = A� (eiλ
)− S

(
eiλ
)
Q(λ). ����

�	����� ���� �����
		� ����������� �� ��	���� 	�������

������� ��	� ����� {ζ(t), t ∈ R} � ���	
���
 �
����
����� ��
�������� ��
�

��� ������ �
 ����	
����� �
��	�
��	��� {ζj, j ∈ Z}� ��� �
���
���� �� ��	��	��

�
������ ���� ��� ����������� �	���	��� f(λ)� �
 ���
�
����� ��
�� �	�	�����

�
��	 ���� ����� �
�!	�	���� {�aj , j = 0, 1, . . .}� ��	 ������"�� !����	
��� Aζ�

���
�
����"�� ��
�� � � #
�	 ����������� �������������� h(f) �� �������
����

������� �
����� Δ(f) 
��������
$ �	�	��
$ 
�	��� !����	
���� Aζ �� ��
�����

%������ ��
���� ζ(t) ��� t < 0 
����""���� �� !
������� ���� �� ��!� &����

������ 
�	��� Âζ !����	
���� Aζ 
����"����� �� !
����
" ��"� 

#���$���� %� ��	���& ��������� ��'� ��	����	� %�� �(������� ����(��)
��

ANζ =
∫ (N+1)T

0

a(t)ζ(t) dt =
N∑

j=0

�a�
j

�ζj

	 ��	����	� ����������	
 ��	����$� ����%��* ���+ �����%��� ����� �������
�� ,������ ����


������ ��	� ����� {ζ(t), t ∈ R} � ���	
���
 �
����
����� ��
�������� ��
�

��� ������ �
 ����	
����� �
��	�
��	��� {ζj, j ∈ Z}� ��� �
���
���� �� ��	��	��

�
������ ���� ��� ����������� �	���	��� f(λ)� �
 ���
�
����� ��
�� �	�	�����

�
��	 ���� '���������� �������������� hN(f) �� �������
���������� �
�����

ΔN (f) 
��������
$ 
�	��� !����	
���� ANζ �� ��
����%������ ��
���� ζ(t) ���

t < 0 
����""���� �� !
�������

h�
N(f) = A�

N

(
eiλ
)− SN

(
eiλ
)
Q(λ), ����

ΔN (f) =
N∑

l=0

‖(ANd)l‖2 = ‖ANd‖2, ����

AN

(
eiλ
)

=
N∑

j=0

�aje
ijλ, SN

(
eiλ
)

=
N∑

l=0

(ANd)le
ilλ, (ANd)l =

N∑
j=l

�a�
j d(j − l).

-� ���������� �	
������ ����	��
�����

.������� ��!�* ����* ��-�* �� �* ��!�/���� ��'� �����	��	��
 %�� ����������
����	��
��0 &��	����	��� 	 ����%�
���%�	����0 ��&���� ��	���
��0 �(����
����(���� Aζ ��1� 	�%�* ���� ����	��
�� ���
���	� f(λ) 	 g(λ) �	(������&
�����%�����	�+ {ζj , j ∈ Z} 	 {θj , j ∈ Z}* ��� ����%���� � ������%��1������ ���*
���* ��%����%��* ��%���� 2��� ' ����	��
�� ���
���	� 	���� �� ��%���* �� �%�
���'�� D = Df ×Dg %����	���& ����	��
��& ���
���	�+* ��	������	
�� ����)
�����+ ��%&�% %� �%� �(������� ����(������ ��% ����%���& �����
 ���(����
3� 1����� �(����* �� %� �+���1� ��&���� �%������ %�� ���& ����	��
��&
���
���	�+ �� �%��$� ���� D�

��������� ���� 4�� �%��0 ���'��� �� ����	��
��& ���
���	�+ D = Df ×Dg

����	��
�� ���
���	� f0(λ) ∈ Df * g0(λ) ∈ Dg �����	
�� �+���1 �����	������
� D %�� ��	���
��0 �(���� ����(���� Aζ* ����

Δ(f0, g0) = Δ
(
h(f0, g0); f0, g0

)
= max

(f,g)∈D
Δ(h(f, g); f, g).



�� �� �� ����	
��� � �� �� ������

��������� �	
	 ��� ������	 
������ �� ����������� ���������� D = Df ×Dg

���������� �������������� h0(λ) ���
�����	 ������ ����������� Aζ �����������

���
������ ���������� ! ����

h0(λ) ∈ HD =
⋂

(f,g)∈D

L−
2 (f + g), min

h∈HD

max
(f,g)∈D

Δ(h; f, g) = max
(f,g)∈D

Δ(h0; f, g).

"�������#� ������� ����#���� �� ��������$��� �%& ! �%' ! �%( ! �%) ! �'& *�'+ !
��������
��� � �������������� �������� ��
,

���� �		 ��������	
� ���	
��� f0(λ) ∈ Df � g0(λ) ∈ Dg� ��� �����	
���	

���� �- � 
����
� ���������� � ����� D ��� ������	
� ��
�� ��
���
���

Aζ� ��� �������
�� ����� ��
����(
f0(λ) + g0(λ)

)−1
, f0(λ)

(
f0(λ) + g0(λ)

)−1
, f0(λ)

(
f0(λ) + g0(λ)

)−1
g0(λ)

������	 ������� B0� D0� R0� ��� ���
� ���	 ������� ���������	
� ���� �

max
(f,g)∈D

(〈a,Ra〉+
〈
(B)−1Da,Da

〉)
=
〈
a,R0a

〉
+
〈
(B0)−1D0a,D0a

〉
. �'( 

!�
�����
� ��������	
� "������������� h0 = h(f0, g0) ������	
� ��
�� ��
#

���
��� Aζ $ ������	�� �� ������ �%& �� ����� � h(f0, g0) ∈ HD%

���� �	
	 ��������	
� ���	
���	 f0(λ) ∈ Df � ��� �����	
�� ���� �%+ � 
��#
��
� ���������� � ����� Df ��� ������	
� ��
�� ��
���
��� Aζ �� ������#

&�

��� ������ ζ(t) ��� t < 0� ��� �������
�� ����� ��
���� (f0(λ))−1 ����#

��	 ������� B0� ��� ���
� �� ������� ���������	
� ���� �

max
f∈Df

〈
(B)−1a, a

〉
=
〈
(B0)−1a, a

〉
. �') 

!�
�����
� ��������	
� "������������� h0 = h(f0) ������	
� ��
�� ��
���#


��� Aζ $ ������	�� �� ������ �%( �� ����� � h(f0) ∈ HD%

���� �	�	 ��������	
� ���	
���	 f0(λ) ∈ Df � ��� �����	
�� ���� �%+ � 
��#
��
� ���������� � ����� Df ��� ������	
� ��
�� ��
���
��� Aζ �� ������#

&�

��� ������ ζ(t) ��� t < 0� ��� �
� ������� ��

� 
� �����������

f0(λ) =

( ∞∑
u=0

d0(u)e−iuλ

)( ∞∑
u=0

d0(u)e−iuλ

)∗
, �'- 

�� d0 = {d0(u), u = 0, 1, . . .} ' ������� ���� � 
� ���
�� ���������

‖Ad‖2 → max, f(λ) =

( ∞∑
u=0

d(u)e−iuλ

)( ∞∑
u=0

d(u)e−iuλ

)∗
∈ D. �'. 

!�
�����
� ��������	
� "������������� h0 = h(f0) ������	
� ��
�� ��
���#


��� Aζ $ ������	�� �� ������ �'% �� ����� � h(f0) ∈ HD%

���� �	�	 ��������	
� ���	
���	 f0(λ) ∈ Df � ��� �����	
�� ���� �%+ � 
��#
��
� ���������� � ����� Df ��� ������	
� ��
�� ��
���
��� ANζ �� ��#

����&�

��� ������ ζ(t) ��� t < 0� ��� �
� ������� ��

� 
� �����������

f0(λ) =

(
N∑

u=0

d0(u)e−iuλ

)(
N∑

u=0

d0(u)e−iuλ

)∗

, �'/ 

�� d0 = {d0(u), u = 0, 1, . . . , N} ' ������� ���� � 
� ���
�� ���������

‖ANd‖2 → max, f(λ) =

(
N∑

u=0

d(u)e−iuλ

)(
N∑

u=0

d(u)e−iuλ

)∗

∈ D. �'0 



��������	
��
 ��������� ����	������� �������� ��

���������� ��	�
����� �����
	���
��� h0
N = hN (f0) ��
������� ������ ����

�������� Aζ ��������
�� �� �������� ���� �� ������ �� hN (f0) ∈ HD�

������		
 ��� ���������	�� �������� �� ���������		
 ��	���	� 	����	� �����

������ ���������	�� ����	����� �� ��	�����	� ���������	� �������������� ��
!����� "#$% "#� �� 	�������� �� 	��#

&����	� ����
����� ���������	� ����	���� f0(λ) ∈ Df % g0(λ) ∈ Dg �� ��	����
��	� ���������	� �������������� h0 = h(f0, g0) �����''�� ������� ����� (�	�)� 
Δ(h; f, g) 	� �	�*�	� HD ×D# &����	���� ������� �����

Δ
(
h0; f, g

) ≤ Δ
(
h0; f0, g0

) ≤ Δ
(
h; f0, g0

)
, ∀h ∈ HD, ∀f ∈ Df , ∀g ∈ Dg

����	�'���
% 
��� h0 = h(f0, g0)% h(f0, g0) ∈ HD �� (f0, g0) � ����+
���� ������ 	�
����	�� ���������

Δ
(
h(f0, g0); f, g

)→ sup, (f, g) ∈ D, �",�

Δ
(
h(f0, g0); f, g

)
=

1
2π

∫ π

−π

[
A� (eiλ

)
g0(λ) +

(
C0(eiλ)

)�] (
f0(λ) + g0(λ)

)−1

× f(λ)
(
f0(λ) + g0(λ)

)−1
[
g0(λ)A (eiλ) + C0 (eiλ)

]
dλ

+
1
2π

∫ π

−π

[
A� (eiλ

)
f0(λ) − (C0(eiλ)

)�] (
f0(λ) + g0(λ)

)−1

× g(λ)
(
f0(λ) + g0(λ)

)−1
[
f0(λ)A (eiλ)− C0 (eiλ)

]
dλ.

-����� 	� ����	�� ��������� �",� ��������	�	� 	�����	�� ������ 	� ������	��
���������

ΔD(f, g) = −Δ
(
h(f0, g0); f, g

)
+ δ((f, g)|D) → inf,

�� δ((f, g)|D) . �	�������	� (�	�)�
 �	�*�	� D# /���+
��� (f0, g0) ����		�� ������
���	�������
 �����' 0 ∈ ∂ΔD(f0, g0) 0$12% 
�� � 	�����	�' �� ������	��' ��
 ���
3�% �� ����� (f0, g0) 	���*��� �	�*�	� ��	������ ������ (�	�)� # ∂ΔD(f0, g0) .
����(���	)��� ������3� (�	�)��	��� ΔD(f, g) � ���)� (f, g) = (f0, g0)# 4��������
����
 �����	��� ������� � �	������ 	����	� ����
����� ���������	� ����	���� �
��
��� ������ ���������� ����	�����#

5# ������� �	
������ �	��
����� �������� � ����� D0 ×Dε

/��3�
	��� ������ ��	�����	�3� �)�	'��		
 (�	�)��	��� Aζ �� ��������*�		
��
���)��� ζ(t) + θ(t) ��� t < 0% �� �����% �� ���������	� ����	���� f(λ) �� g(λ)
���)��	��	�� ��������	����� {ζj , j ∈ Z} �� {θj , j ∈ Z}% ��������	�% 
�� �������	� ��
�������	���		
�� �$�% ���% 	���*��� �	�*�	��

D0 =
{

f(λ)
∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π

Tr f(λ) dλ = Pζ

}
,

Dε =
{

g(λ)
∣∣∣ Tr g(λ) = (1− ε)ω(λ) + εu(λ),

1
2π

∫ π

−π

Tr g(λ) dλ = Pθ

}
,

�� ω(λ) . ������ 	����+��	� (�	�)�
% � u(λ) . 	������� 	����+��	� (�	�)�
# 6	�*��
	� D0 ������������ ���*�		
 	� ����	� ���������	� ����	���� f(λ)# 6	�*�	� Dε

������ ������ 7ε������	�		
7 ���������	� ��������	���� {θj, j ∈ Z}#



�� �� �� ����	
��� � �� �� ������

��� �����	
��� ���� ���
�� ����������� ��������
 (f0(λ), g0(λ)) � ������
������� ���
�� ������������ �
����� �
�����	
��� ��������� ��������� �����
�
��  ���!�" �������� ��� ����	� #$%& �� ������ 
����
���

L(f, g) = −Δ(h(f0, g0); f, g) + α2

(
1
2π

∫ π

−π

Tr f(λ) dλ− Pζ

)
+ β2

(
1
2π

∫ π

−π

Tr g(λ) dλ − Pθ

)
+ γ2
(
Tr g(λ)− (1− ε)ω(λ)− εu(λ)

)
,

�� α2� β2� γ2 � �����	
	 �������� �� ��	��	��� ������� ������	��� �� �������
��
 (f0(λ), g0(λ)) ������ ���� ������ !��" ��������(

g0(λ)A (eiλ) + C0 (eiλ)
)(

A� (eiλ
)
g0(λ) +

(
C0
(
eiλ
))�)

= α2
(
f0(λ) + g0(λ)

)2
, ��#�(

f0(λ)A (eiλ)− C0 (eiλ)
)(

A� (eiλ
)
f0(λ) − (C0

(
eiλ
))�)

=
(
β2 + ϕ(λ)

) (
f0(λ) + g0(λ)

)2
,

��$�

�� %&�
��� ϕ(λ) ≥ 0 '� ϕ(λ) = 0� 
� 	 Tr g0(λ) ≥ (1− ε)ω(λ)�
(
����� �������� �	�����)'! ��*���+ ,��	�' 	�� ,��
'�� !�� �� !��,'� � 
 �,�

D0 ×Dε�
-'�	���� ���& !'�'	 ����� �.�"���'	 & ��,'&��& '�����&�

������� ��	� ����� ����	
���� ������	� f(λ) ∈ D0� g(λ) ∈ Dε ����������	�

����� �/�� ���� ��	
��� ����	
����� ������	�� f0(λ)� g0(λ) � ����� ��
��

�	������ � ����� D0 × Dε ��� ��	������ ����� !�������� Aζ� ���� ���

����������	� ����������� ��#�� ��$� � ����"��	� 
���#���� ���	
������ 

����"� �$0�� $������� ����	
���� ��
��	�
��	��� h(f0, g0) ��	������ ����

�� !�������� Aζ �%"�����	��� �� !�
����� �#���

1 �	���
& ����)����� %&�
����� � Aζ �� ,��,'���������	 .�� +&�& �� 2�����
�	 3�# .����,�����!� �	� 	��)'! ��,'&��� ��, ��
	 � � ����	� D0 '� Dε ���&,'	�
�	� �� !��,'�*�


������ ��	� ����� ����	
���� ������	� f0(λ) ∈ D0 ���������� ����� �#���
���� ��	
��� ����	
���� ������	� f0(λ) � ����� ��
��	����� � ����� D0

��� ��	������ ����� !�������� Aζ �� ����	�
�&���� �
����� ζ(t) �
�

t < 0� ���� ��� ���������� �����������

C0(eiλ)
(
C0
(
eiλ
))�

= α2
(
f0(λ)

)2
� ����"�� 
���#���� ���	
������ ����"� �$3�� $������� ����	
���� ��
��	��


��	��� h(f0) ��	������ ����� !�������� Aζ �%"�����	��� �� !�
�����

�#0��


������ ���� ����� ����	
���� ������	� f0(λ) ∈ Dε ���������� ����� �#���
���� ��	
��� ����	
���� ������	� f0(λ) � ����� ��
��	����� � ����� Dε

��� ��	������ ����� !�������� Aζ �� ����	�
�&���� �
����� ζ(t) �
�

t < 0� ���� ��� ���������� �����������

C0(eiλ)
(
C0
(
eiλ
))�

=
(
β2 + ϕ(λ)

) (
f0(λ)

)2
� ����"�� 
���#���� ���	
������ ����"� �$3�� $������� ����	
���� ��
��	��


��	��� h(f0) ��	������ ����� !�������� Aζ �%"�����	��� �� !�
�����

�#0��



��������	
��
 ��������� ����	������� �������� ��

�� ������� �	
������ �	��
����� �������� � ����� D0

������	
�� ����� ��	�����	��� ���	���		� ��	����	���� Aζ �� ANζ �� �����
�
�
�
		��� ����
�� ζ(t) ��� t < 0 �� �	���	� D0 ��
������	�� ����	���
 f(λ)
������	��	�! �������	���� {ζj , j ∈ Z}" ��� ��#����	� �� ������	�$
		�� %&'" ���
���" �� ��������� ��	�	��	� ������������ %&('�

)�� ���	��
		� 	� �
	$ ����������! ����	���� f0(λ) �������*�� �
�� 	
���
�	��
	�� �	��	���� +����	��� ,���$
�� ��	���� +����	�� �� ����� %-.' 	�
����	� 
����
���

L(f) = − 1
2π

∫ π

−π

( ∞∑
l=0

(Ad)le
ilλ

)
Q(λ)f(λ)Q∗(λ)

( ∞∑
l=0

(Ad)le
ilλ

)∗
dλ

+ α2

(
1
2π

∫ π

−π

Tr f(λ) dλ − Pζ

)
,


 α2 / �	��	�� +����	��� ,� ���	����� +����	�� �	������" �� ����0���� f0(λ)
����� %-.' �������	�* ������	�$
		�

Q�(λ)

( ∞∑
l=0

(Ad)le
ilλ

)�( ∞∑
l=0

(Ad)leilλ

)
Q(λ) = α2I∞,

��
 
������
	�	
( ∞∑
l=0

(Ad)le
ilλ

)�( ∞∑
l=0

(Ad)leilλ

)
= α2P�(λ)P (λ). %11'

2���� ��������� ���� � %11' ������	�*�� ��
����*	�� ��� eilλ" l ≥ 0"
∞∑

t=0

d�(t)
∞∑

p=0

∞∑
s=0

�at+l+p�a
∗
s+pd(s) = α2

∞∑
t=0

d�(t)d(t + l).

)�� ���	��� �������	��� t = 0, 1, . . . " ����� ����	� t + l = r �� ���	���	���		�
����		� ���	���� ����$
���� � ������

∞∑
p=0

∞∑
s=0

�ar+p�a
�
s+p d(s) = α2d(r), r = 0, 1, . . . . %13'

4��� �� ���	��� r = 0, 1, . . . ����	������ ���	���� %13'" �� ����	�*���� ����
	���� %11'�

, ����� f(λ) ∈ D0 �������* �#�
�
		�

1
2π

∫ π

−π

Tr

( ∞∑
u=0

d(u)e−iuλ

)( ∞∑
u=0

d(u)e−iuλ

)∗
dλ =

∞∑
u=0

∞∑
k=1

M∑
m=1

|dkm(u)|2

=
∞∑

u=0

‖d(u)‖2 = ‖d‖2 = Pζ .
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N∑
l=0

(ANd)le
ilλ

)�( N∑
l=0

(ANd)leilλ

)

= α2

(
N∑

u=0

d0(u)e−iuλ

)�( N∑
u=0

d0(u)e−iuλ

)
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‖dN‖2 =
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u=0

‖d(u)‖2 =
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∞∑
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m=1
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ζkj =
j∑

u=j−N

M∑
m=1

gkm(j − u)εm(u),
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