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Abstract. In the paper the limit theorems for maximal residuals in linear regression models with
observation errors having heavy tails are obtained.
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yj =
q∑

i=1

θixji + εj, j = 1, . . . , n, $/%

�� εj 3 ����	���� �������� �������	��� �"�"
(����

X =

⎛
⎜⎜⎝

x11 x12 . . . x1q

x21 x22 . . . x2q

. . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnq

⎞
⎟⎟⎠

3 n× q�������
 �	��� ������������ ������������ det(XT X) �= 0" 4��� ������ ����
���)�� ��������� $�"�"�"% ��������� ���������� θT = (θ1, . . . , θq) ∈ Rq �� ���������

����
�� $/% ����� ���������� ������ θ̂T
n = (θ̂1n, . . . , θ̂qn) &� �������� ���������	

Q(θ) = (Y −Xθ)T (Y −Xθ),
Y T = (y1, . . . , yn) �������
 �����	�!

θ̂n =
(
XT X

)−1
XT Y. $5%
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ŷj =
q∑

i=1

θ̂inxji, ε̂j = yj − ŷj , j = 1, . . . , n,

Zn = max
1≤j≤n

εj , Ẑn = max
1≤j≤n

ε̂j ,

d2
in =

n∑
j=1

x2
ji, dn = diag(din, i = 1, . . . , q).

	
�

��� ������ ������������� ���������� ����� ������������ �������� ���� �����
����������� ������������ ��� ��������� ������� n�

(i) d−1
in max

1≤j≤n
|xji| ≤ kin

−1/2, i = 1, . . . , q. 	��

����� ���

Jn = d−1
n XT Xd−1

n =

⎛
⎝d−1

kn d−1
ln

n∑
j=1

xjkxjl

⎞
⎠

q

k,l=1

, 	!�

λmin(A) " ������#� ������  ���� ������� ����� ���$ �����% A�

(ii) λmin(Jn) ≥ λ0 > 0. 	&�

'�� ���� %������ ��������� �� �������� ������������� ����#�� Ẑn � ����"
� 	(�� )��� ���� � �����*������� �������� � ����� +(,- ��� %���� ��� ���� �����"
 ��� �������. E εj = 0- E ε2

j = σ2 < ∞� / ���� ����� ���������� ������� ��*���

������- ����� ���� σ2 = ∞� 0���  �������� �� ��������� ���� εj �� ���1- ��

������ θ̂n ���� �1 ��� � �������� � ����������� ����� 2�������� ������������
2������ 	3� � ������� 	
� ���������- �� �� ���� ���- �� ��������� �����������

'���� ���� (εj) ��4�� 2���%4 ��������	2���� F (x)� ����������- �� ��� ������
�������� bn > 0- an ��� n →∞

bn(Zn − an) D−→ ζ, 	5�

 ζ ��1 �������*��� 2��� G(x) = P(ζ < x) 	 ���� D−→ ����� �1�� ������ ��*����
������

0��� �������#���� 	5� ������1����- �� ��*���- �� 2��� F ����*��� ������
�������� ����������� ������ G  ��#��� F ∈ D(G)�

6���� +3,7+�,- �� ��� �������� �������#���� 	5� G ��*� ���� ��#� ���� �
��������� ����� ���� ��������.

)�� 8 . Φα(x) =

{
0, ��� x ≤ 0,

exp(−x−α), ��� α > 0, x > 0 ;

)�� 88 . Ψα(x) =

{
exp(−(−x)α), ��� α > 0, x ≤ 0,

1, ��� x > 0;

)�� 888 . Λ(x) = exp(−e−x), ��� −∞ < x <∞.

	9�

����� ��� xF = sup{x : F (x) < 1}� 0��� F ∈ D(Ψα)- �� 	+�- ��39,-� xF < ∞- �
��*�

E(εj)m
+ < ∞, m > 0. 	:�

;��� 2��� F ����*��� ������ �������� ����������� ������ Λ- �� ����* ������1"
���� �������� 	:� 	+
- ��9:,��

)����  ����- ��� ������� ��*��� ������ ��� ������ ����#�1���� ��#� ��� 8�
��� ����- ��� F ∈ D(Φα) ��������  ���������- ��� ������������ �����

xF = ∞ i lim
t→∞

1− F (tx)
1− F (t)

= x−α, x > 0, α > 0, 	(<�
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an = 0, bn = (γn)−1, γn = F−1

(
1− 1

n

)
. �""�

������� �� ����� ���� εj � �	
��� �"� ��������	 �	��	
������ �� ���� F (x) ��
	�
�	����� ��	�� �"�� 
�� 
���	�	 α ∈ (0, 2]� ����� ���	� ���	�� ��� ��	�� !�"�
!��"� #	
�

lim
n→∞P

{
Ẑn

γn
< x

}
= Φα(x), x ∈ R1. �"��

#�� ������

� ������� " 
� ���� ������
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	��� �� ����� 0 < β <∞� ξj � j ≥ 1� $ ��������� ��������� ����� E |ξj |β < +∞�
#	
� ���� �	������ Cβ < +∞ ����� %	

E

∣∣∣∣
n∑

j=1

ξj

∣∣∣∣
β

≤ Cβ E

( n∑
j=1

|ξj |2
)β/2

. �"��

&	��
���� ���� '� $%& β ≥ 1 
����
���� �"�� ' �� (��	���) �����	 
����
����
*���
����(+,�-��
� ��.� ���� �� /	0� χj � j ≥ 1� ' 
�1%��
� �������(
� ����
2��
�%%� (P(χj = ±1) = 1

2 )� cj � j ≥ 1� ' ��)�
� (��% � ξj = χjcj � �� �"�� ' �� �����

����
���� 3�
(�
 �4 �

5�	�%�	� �������(
� ���� ξj ���
 ���������� � ��-%&��

ξj
d= χjξ

′
j ,

�� ξj
d= ξ

′
j � χj � ξ′j ' 
�1%��
� ����� �� 1-%�
�) �����	 
����
���� �"�� ������6��

�1 
����
���� 3�
(�
 �����
��	�7 ξ
′
j 1����� cj � �

&	��
���� ��	���� '� ,�1� ���1
(���� 0� ��� �� �	�����6���� ��&	��� ���	�8
�

&�� �1 ������ �" �

, ����� (6) ���%��6 ��
��

& ������ J−1
n = Ln = (Lkl

n )q
k,l=1 � 
����
����

detJn = λ1 . . . λq ≥ λq
min ≥ λq

0 > 0,

detLn ≤ λ−q
0 , n > n0,

�� λ1, . . . , λq ' �%�
� (��% ������ Jn�
9 ������ %-���:(
�; �����
�
� �� �%���
��� ������ Jn 	��
�) �%���
� �	%8

�6���& 1 �����	�� �%���
��� ������ Jn� <��
�) �%���
� Jn 1 
����
���7 <���+
2�
&	����	�-� ���
76���& ���
���7� = ��������
��� ��
��� ����-� (q−1)! ���
	���
>	�� (�
��� 1 ����� (ii) 	��
�) �%���
� ������ Ln ���
76���& ��%�(�
�7

|Lkl
n | ≤ λ−q

0 (q − 1)!, k, l = 1, . . . , q. �"��

9������� 0 < β < α� ?��� F (x)� &	 1����%�
&6 ����� �"��� �6 ��-%&� F (x) =
1 − x−αL(x)� x > 1� �� L(x) ' ����%�
� 1��

 
 
��	�
(�

���� @�
	��& ���1�@���
>	�� (�
��� E |εj |β < +∞ ������ 
���	%�� ��� ��"A� ��

B1 
����
���� ∣∣∣∣ max
1≤j≤n

cj − max
1≤j≤n

dj

∣∣∣∣ ≤ max
1≤j≤n

|cj − dj |
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E |Ẑn − Zn|β ≤ E max
1≤j≤n

|ε̂j − εj |β

≤ E

(
q∑

i=1

|θ̂in − θi| max
1≤j≤n

|xji|
)β

≤ k(β)
q∑

i=1

E |θ̂in − θi|β max
1≤j≤n

|xji|β ,

	
��

�� k(β) = 1 ���� 0 < β < α ≤ 1 � k(β) = qβ−1 ���� 1 ≤ β < α ≤ 2�
�� ������� 	�� � ���������� 	
�� ��������� ��� i = 1, . . . , q

E |θ̂i − θi|β = E

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(
d−1

in

q∑
l=1

Lil
nd−1

ln xjl

)
εj

∣∣∣∣∣∣
β

≤ E

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(
d−1

in

q∑
l=1

Lil
nd−1

ln xjl

)2

ε2
j

∣∣∣∣∣∣
β/2

≤ E max
1≤j≤n

|εj |βd−β
in

⎛
⎝ n∑

j=1

( q∑
l=1

Lil
nd−1

ln xjl

)2
⎞
⎠

β/2

.

	
��

����������� !� �"���� 	
#� �$���

n∑
j=1

(
q∑

l=1

Lil
nd−1

ln xjl

)2

≤ q

n∑
j=1

q∑
l=1

(Lil
n)2d−2

ln x2
jl ≤ (q!)2λ−2q

0 ,

� �� ������ %��������� ���������& 	
��'

E |θ̂i − θi|β ≤ (q!)βλ−βq
0 d−β

in E max
1≤j≤n

|εj |β . 	
(�

)$��� � 	
�� �$ ����� 	#� "� �$� �"����

E |Ẑn − Zn|β ≤ k(β)(q!)βλ−βq
0

( q∑
i=1

kβ
i

)(
E max

1≤j≤n
|εj|β

)
n−β/2. 	
*�

+���$����

Z∗n = max
1≤j≤n

|εj |, Wn = min
1≤j≤n

εj .

,��� ��� x > 0
P{Z∗n > x} = P{Zn > x, Wn < −x} ≤ P{Zn > x}+ P{Wn < −x}.

-$����� �������. ���� εj  P{Wn < −x} = P{Zn > x}�
,$��� !����

E(Z∗n)β = β

∫ ∞

0

xβ−1 P{Z∗n > x} dx ≤ 2β

∫ ∞

0

xβ−1 P{Zn > x} dx = 2β E(Zn)β
+, 	
/�

��� � �$�� ��� 0��&1���2� x ∈ R1 0����� %���$!$��

x+ = max(x, 0), x− = max(−x, 0).
3��� F ∈ D(Φα) � β < α �� 4*5

lim
n→∞E

(
Zn

γn

)β

+

=
∫ ∞

0

xβ dΦα(x) < +∞. 	�6�

7���!� �� ��$2� 	
/� � 	�6� ��������� �� 	
*�

E

∣∣∣∣∣ Ẑn − Zn

γn

∣∣∣∣∣
β

= O
(
n−β/2

)
. 	�
�
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�������� � 	
��� �����
� � ���� Zn ����������� �������� ����� �� � ��� Ẑn ����
�������� �	�� �����	������� �

��� �������������� 	
��� �� � ����!�� ���"�� ���
������	 ���
	#��$ �������%
�� γn� &�"���� �������� 1 − F (x) = x−αL(x)� x > 1� �� L(x) ' �������� �
���� ��
�������������� (	��)�� �����(��� �� �� ���� �������� γn � ����*����
 ��������

γ−α
n L(γn) =

1
n

, ��� γα
nL1(γn) = n,

�� L1(x) = L(x)−1� +��,����
� (	��)�# U1(x) = xαL1(x)� -���
� ����� ./� ���0�
�����!���� 12�� 3� ���	� ����(� L2(x) ����� 3�

U1(U2(x)) ∼ U2(U1(x)) ∼ x, x→∞,

�� U2(x) = x1/αL2(x)� 4��� ��� n →∞
n1/αL2(n) = U2(n) = U2(U1(γn)) ∼ γn. ����

������� � �.5� 6� 789712� .8� 6� 582�	 :��" (εj) 
�#�� �������� ;�<�� ����� F (x) =
1
2 + 1

π arctanx� :���!�� ����������� 3�

lim
t→∞

1− F (tx)
1− F (t)

= x−1,

� ��!� ��� Ẑn/γn ,�������
 � �������� Φ1� ������" �������# �=�� ����
	�
� ����

1− F (γn) =
1
n

, γn = tan
(π

2
− π

n

)
= nL2(n),

L2(x) =
1

x tan
(

π
x

) ∼ 1
π

.

4���
 ����
� 
�!�
� ����� γn = n/π�

�������
� Ẑ∗n = max1≤j≤n |ε̂j|� 4��� �����

����� �	 � ������ �	�
	�� �

lim
n→∞P

{
Ẑ∗n
γn

< x

}
= Φ2

α(x), x ∈ R1, ��5�

��	�	��� �	�
	�� �� �������
� un = γnx� 4���

nF (−un) = n(1− F (un)) =
1− F (un)
1 − F (γn)

→ x−α, n →∞.

4	� ���������
��� �����
�# ��=�� �.8� 6�8 2�> ��� n →∞
P{Z∗n < un} = P{Zn < un, Wn > −un} → Φ2

α(x).
&�� ����
���� ��5� ����<������ �������� ����������

|Z∗n − Ẑ∗n| ≤ max
1≤j≤n

|εj − ε̂j |
� ��������� 
���	����� �� ��������� �����
� �� �

������	��� �� ��������� �����
� � � � ����<�#���� �����
�� ��3� ��
���� 	
�%
�� �8� �����	����� ������<� 	
���

(iii) lim
n→∞ d−1

in max
1≤j≤n

|xji| = 0, i = 1, . . . , q. ��8�

������ 	
��� (i) ����� 
�!������� �)����� <�������� ���!����� �������

E

(
|Ẑn − Zn|

γn

)β

, E

(
|Ẑ∗n − Z∗n|

γn

)β

�� �	���

+��,����
� 
����� ������$ ����"��$ ��,����$

yj = θ1 + θ2xj + εj, j = 1, . . . , n, ��1�



�������� �	
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�� εj � ��������	 
����
�
 
��
�	���	 ����
���	���� �
���� ���� � ��������� �����
� �
���	 ���� �
 ��� �
��
 �!��	 

�	�	 ��
��� �� �� ��"
 ���
�#$���� ��������	 ��� ���� #�
�� (ii) ��� ����	�
�
(iii)� %�� �
���	 ����

d2
1n = n, d2

2n =
n∑

j=1

x2
j , vn = n−1/2d−1

2n

n∑
j=1

xj ,

Jn =
(

1 vn

vn 1

)
,

	 �
�# (ii) ���
�#������ ��"
 |vn| ≤ 1 − δ ��� ����
!
 δ > 0� & ��
$ ��!#� (iii)
�����
$����� �� #�
�# limn→∞ d−1

2n max1≤j≤n |xj | = 0�
' 	�(
!
 )
�#� �
��� ���� ���� �
������� ��
�� �� � ��� �
���	 ����� *� +�
,

�# �������� "� �
-� �
���)��� �������	 ��"� #�
��� ������ ���	�
��- ������	�
(θ1, θ2) ����$���� .
�#����

θ̂2n =

∑n
j=1(xj − x̄)(yj − ȳ)∑n

j=1(xj − x̄)2
, θ̂1n = ȳ − θ̂2nx̄,

x̄ =
1
n

n∑
j=1

xj , ȳ =
1
n

n∑
j=1

yj .

'��� ŷj = θ̂1n + θ̂2nxj � '�	�� 	�(�- �
������� �� ��	�$������

������� �� ����� ���� εj � �	
��� ���� ��������	 �	��	
������ �� ���� F ∈ D(Φα)

�� 
���	�	 α ∈ (0, 2] �

max1≤j≤n |xj |√∑n
j=1(xj − x̄)2

→ 0, n→∞. ��/�

�	
� ���	������ �����
�	����� ���� � ��0��

 	��
���� ��	���� !� ���	����

ε̂j = yj − ŷj = (θ1 − θ̂1n) + (θ2 − θ̂2n)xj + εj ,

�

|Zn − Ẑn| ≤ max

1≤j≤n
|εj − ε̂j | ≤ |θ1 − θ̂1n|+ |θ2 − θ̂2n| max

1≤j≤n
|xj |.

�+	���
 �������# |θ2− θ̂2n|� 1��
� "
 yj− ȳ = θ2(xj− x̄)+εj− ε̄� �� ε̄ = n−1
∑n

j=1 εj �
2
�#

θ̂2n =

∑n
j=1(xj − x̄)(θ2(xj − x̄) + εj − ε̄)∑n

j=1(xj − x̄)2
= θ2 +

∑n
j=1(xj − x̄)εj∑n
j=1(xj − x̄)2

. ��3�

4�-�� 0 < β < α� '� ���
$ � �� 	��	��$ ��3� ����


E |θ2 − θ̂2n|β ≤ E

( ∑n
j=1(xj − x̄)2ε2

j

(
∑n

j=1(xj − x̄)2)2

)β/2

≤ E max1≤j≤n |εj |β
(
∑n

j=1(xj − x̄)2)β/2
. ��5�

&�-
�#$�� ��	��	��
(���� ��6�� ��7�� ��/� �� ��5�� 
���#��


E

∣∣∣∣∣θ2 − θ̂2n

γn

∣∣∣∣∣
β

max
1≤j≤n

|xj |β ≤ C

⎛
⎝ max1≤j≤n |(xj |√∑n

j=1(xj − x̄)2

⎞
⎠

β

→ 0, n →∞. ��6�

'���(������ 
+	���� |θ1 − θ̂1n| 8

|θ1 − θ̂1n| = |θ1 − (ȳ − θ̂2nx̄)| ≤ |θ2 − θ̂2n| · |x̄|+ |ε̄|.
���	���� |x̄| ≤ max1≤j≤n |xj |� �
 	� ��6� �������� �)	��	��� �
 �#�� ��������

E

∣∣∣∣∣ (θ2 − θ̂2n)x̄
γn

∣∣∣∣∣
β

, n →∞.



�� �� �� ������ � �� 	� 
����

� ������ ���	
 ���� 0 < β < α ≤ 1
 � �� ����

E

( |ε̄|
γn

)β

≤ n1−β E |ε1|β
γβ

n

=
E |ε1|β
Lβ

2 (n)

1
nβ/α+β−1

.

�������� β/α + β − 1 > 0
 ���� β > α/(1 + α)
 � ��� ���� β

E (|ε̄|/γn)β → 0
��� n →∞�

� ������	 1 ≤ β < α ≤ 2 � n → ∞ �� ������� ������� �� �� ε̄ → 0 ����
 �!�
 ������������� �"�� ��������� #�������� ��$� �!� �� �������% �	������� �

���������� �	 &���' �����	%( � 	���� (iii) � v2
n ≥ 1− δ
 δ > 0� )���

n∑
j=1

(xj − x̄)2 =
n∑

j=1

x2
j −

1
n

( n∑
j=1

xj

)2

= d2
2n(1− v2

n) ≥ δd2
2n,

max1≤j≤n |(xj |√∑n
j=1(xj − x̄)2

≤ δ−1/2d−1
2n max

1≤j≤n
|(xj | → 0, n →∞.

)���� �����
 �� ������
 �� 	���� ��*�  ������� �� 	���� (ii)
 (iii)�

+��������� ������� �� ���������� ��������	 �������  �� ���!��( (εj)� ���,
�	����
 �� 	 ������( � �������� ����� 	���� �� ����' ���  ��������	 ���� (εj)�

������� �� 
���� �	�	 εj � ����� �"� ���� �	�	 F (x)� ��� ����������� ���� �"-�
��� ������� α ∈ [1, 2]� E εj = 0� E ε2

j = ∞	 
���� ����� ����������� ���� ����

����	  ��� �!��������� �������� �"��� ��"� 1 ≤ α < 2 �#� ��"� α = 2 � ��� �������
β > 1

E(εj)
β
− <∞. �$-�

$�������� ������ %	 .����� �������� �/���� �"0� ������ " �����	%
 ��  ���,
����� ( ���� εj ������ ��	���� ( ���� ��� �� � 	����� ���� "� .�� ��� 	����
E εj = 0 � β ≥ 1 ���� " ������%( � �����1 � � �� ���������	 ������	 ������,
�� ( 2��/��/�����,����	����� )���� �����
 �/���� �"0�  ���������� � � 	�����
������ 3 ��� β ≥ 1�

4���	 ���
 �� 1 ≤ α < 2 � �������� β = 1� )��� ������� ( �"0� ������( �
��5

E |Ẑn − Zn| ≤ (q!)λ−q
0

( q∑
i=1

ki

)(
E max

1≤j≤n
|εj |

)
n−1/2. �$"�

������	1�� ����
 ��%��

E max1≤j≤n |εj |
γn

≤ n E |ε1|
γn

=
E |ε1|

L2(n)n1/α−1
.

���� � � �/���� �$"� ����	%�� ��� n →∞
E |Ẑn − Zn|

γn
≤ C

E |ε1|
L2(n)n1/α+1/2−1

→ 0.

6� � ���(���  ������������� ��  ���
 �� � � ������ "
 �������% ����� ( �"���
������%( � �������	� ������� α = 2� �������� 1 < β < 2 ���
 ��� �����	��,

�� ( 	���� �$-�� )��� �� �"0� ����!	%��

E |Ẑn − Zn|β
γβ

n

≤ C
Emax1≤j≤n |εj|β

γβ
n

n−β/2

≤ C
Emax1≤j≤n(εj)

β
− + Emax1≤j≤n(εj)

β
+

γβ
n

n−β/2.

�$��



�������� �	
�	�� �� 	����	������ ������� ��

������ � ��	��
�� ��� ��� n →∞
E max1≤j≤n(εj)

β
+

γβ
n

n−β/2 → 0. ���

� ����
E max1≤j≤n(εj)

β
−

γβ
n

n−β/2 ≤ n E(ε1)
β
−

nβLβ
2 (n)

→ 0. ���

����� 
��		��������� ������� � ��	������� ��	������ ������� � �
���������� ���!��� ��
��
�	���� ��	�����" ����������	 #����
����$ %� 	 ���&

	�" ������ ���
��' ����(��' �����
�' �)� �� "�*��� ����	����� ��������+

H0 = {F , �������� -���}
��� ����������	�"+

H+
1 = {F ∈ D(Φα), α > 1}, H−

1 = {F ∈ D(Φα), α < 1}.
.!%� (xi) ����	�������� ���	� ������� �$ �� ���"����� �� ��
������� !������� 

/�0���,�� 	 �!�
�� 
����
��!� Tn = πẐ∗n/n #�� �������� ��	�� ���*�%�
�� δ
	����	���� !����*�� �0��
�� �������
� ��!+

K+ = {x : 0 < x < Uδ/2}, K− = {x : U1−δ/2 < x}, K = K+ ∪K−,

�� Up 1 !	������ ��	�� p ��������� Φ2
1(x) 2����!���$ ��� δ = 0.05

K+ = (0,
2

ln(2/δ)
) ≈ (0, 0.54), K− =

(
2

ln(1/(1− δ/2)
,∞

)
≈ (79.0,∞)

�� �����( ������ ����
���� �0��
�� R1 \K ���,��
� ������� 	���!��$ ��� ���0�
	��"�	��� �� �0
��	���$ %� �������� Φ2

1(x) ��, 	�3!�( "	�
� 
���	�� 
4���$ �!%� Tn ∈ R1 \K$ �� �������� H0 ���(��,��
�$

�!%� Tn ∈ K+, �� ���(��,��
� H+
1 ,

�!%� Tn ∈ K−, �� ���(��,��
� H−
1 .

����������
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��:
 �	����
 �� .�
.� �� ;�<4�����
 2� ;��<=���
 >� ?	����
 -���	���, ������,� *
�	�
���	��
��	� �
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�
 6���:
 �	����
 �� ��
0� !� !� @���	�
 /���, �	�������,� ������,� �	����
 67�8��:
 �	����
 ��A��
�� 2� @�5���
 B� 7� C�����
 0	���	����� 1������ � ����������
	 ������	��	 �2	�, ��

�	������
 D�7 �� ����0�
 E /
 /����
A� �� F�33��
 3�	�	��	 � �	
��4 �	�
���
��	� � 		 *��
5	���
 �� �
 6���:
 �	����
 ���A�
 � G� H�I'+$&J
 6#%&$! 7#$8&�9&$7& #:  �%;�& &'!�&%& 
 )$$� *+,-� K,+,�J,� �� ���� �
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