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ДВОКОМПОНЕНТНI БIНАРНI СТАТИСТИЧНI ЕКСПЕРИМЕНТИ
З НАПОЛЕГЛИВОЮ ЛIНIЙНОЮ РЕГРЕСIЄЮ

УДК 519.21

Д. В. КОРОЛЮК

Анотацiя. Вивчається послiдовнiсть бiнарних статистичних експериментiв, що задається вибiр-
кою випадкових величин з наполегливою лiнiйною регресiєю. Будується стохастична апроксима-
цiя послiдовностi статистичних експериментiв
процесом авторегресiї з нормальними збуреннями, а також стохастична апроксимацiя послiдов-
ностi експоненцiйних статистичних експериментiв процесом, який задається експоненцiйною нор-
мальною авторегресiєю.

Abstract. The object of consideration is a sequence of binary statistical experiments, given by a sam-
ple of random variables with persistent linear regression. Its stochastic approximation is constructed
as a aprocess autoregression with normal perturbations. For exponential statistical experiments, the
stochastic approximation sequence is constructed by mean of a process of exponential normal autore-
gression.

Аннотация. Изучается последовательность бинарных статистических экспериментов, задава-
емых выборкой случайных величин с настойчивой линейной регрессией. Строится стохастиче-
ская аппроксимация последовательности статистических экспериментов процессом авторегрес-
сии с нормальными возмущениями, а также стохастическая аппроксимация последовательности
экспоненциальных статистических экспериментов процессом, заданным экспоненциальной нор-
мальной авторегрессией.

1. Вступ

Бiнарнi статистичнi експерименти задаються вибiркою випадкових величин, що
приймають два значення. У практичних застосуваннях, значення бiнарних випад-
кових величин фiксують наявнiсть або вiдсутнiсть певної ознаки. Базовою характе-
ристикою є вiдноснi частоти наявностi або вiдсутностi ознаки.

Динамiка бiнарних статистичних експериментiв задається наполегливою регресi-
єю, яка передбачає залежнiсть (в середньому) вiдносних частот наступного експе-
рименту (у момент часу k + 1) вiд середнього значення частот статистичного екс-
перименту в даний момент часу k. При цьому функцiя регресiї приростiв вiдносних
частот задається напрямною лiнiйною дiєю, що забезпечує динамiку частот в на-
прямку рiвноважного стану. Представлення бiнарних статистичних експериментiв з
використанням вiдносних частот наявностi ознаки забезпечує симетрiю в аналiзi та
можливiсть визначення рiвноважного значення.

2. Постановка задачi

Розглядаються статистичнi експерименти, якi породжуються вибiркою (δr(k), 1 ≤
r ≤ N) незалежних у сукупностi при кожному k ≥ 0 i однаково розподiлених випад-
кових величин, що приймають два бiнарних вибiркових значення ±1.
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Бiнарнi статистичнi експерименти (СЕ) задаються сумами вибiркових значень

SN (k) :=
1
N

N∑
r=1

δr(k), k ≥ 0. (1)

Позначимо умовнi ймовiрностi елементарних подiй як

P{δr(k + 1) = ±1 | SN (k) = s} = P±(s), |s| ≤ 1, k ≥ 0. (2)

Ймовiрнiсть повної подiї дорiвнює 1, тобто

P+(s) + P−(s) = 1, ∀s ∈ [−1, +1].

Таким чином досить вивчати одну з частот: S+
N (k) або S−

N (k). А результати для
однiєї частоти легко переформулювати для iншої частоти.

Має мiсце частотне представлення СЕ (1)

SN (k) = S+
N (k) − S−

N (k). (3)

Основним об’єктом вивчення є двокомпонентнi СЕ

SN (k) := (S+
N (k), S−

N (k)), k ≥ 0, (4)

Нам знадобиться позначення

p̄ := (p+, p−), 0 ≤ p± ≤ 1, p+ + p− = 1,

вектора числових значень вiдносних частот S+
N та S−

N у поточному експериментi.
Важливим завданням аналiзу СЕ служить вивчення їх приростiв

ΔS±
N (k) := S±

N (k + 1) − S±
N (k), k ≥ 0.

Початковою основною умовою аналiзу СЕ служить наступне

Припущення. Прирости СЕ мають властивiсть наполегливiй регресiї, яка зада-
ється функцiєю лiнiйної регресiї, що визначається напрямною лiнiйною дiєю:

E
[
ΔS±

N (k) | SN (k) = p̄
]

=: C±
0 (p̄) = ∓[V+p+ − V−p−], 0 < V± < 1. (5)

При цьому функцiя регресiї двокомпонентного СЕ

C±(p) := E
[
S±

N (k + 1) | SN (k) = p
]
, k ≥ 0, (6)

задається спiввiдношенням

C±(p) = p± + C±
0 (p). (7)

Визначення напрямної дiї (5) передбачає виконання наступної умови балансу

C+
0 (p) + C−

0 (p) = 0. (8)

Має мiсце також очевидне спiввiдношення

C+(p) + C−(p) = 1. (9)

Зокрема, наполеглива лiнiйна регресiя для частот СЕ задається спiввiдношення-
ми

E
[
S+

N (k + 1) | SN (k) = p̄
]

= p+ − V+p+ + V−p−,

E
[
S−

N(k + 1) | SN (k) = p̄
]

= p− − V−p− + V+p+.
(10)

Зауваження 2.1. Формули (10) iлюструють роль напрямних параметрiв V+, V− у
встановленнi рiвноважного режиму. З них видно, що частота даної ознаки (±) змен-
шується пропорцiйно його частотi з напрямним коефiцiєнтом V±, i збiльшується
пропорцiйно частотi протилежного знака з напрямним коефiцiєнтом V∓.



ДВОКОМПОНЕНТНI БIНАРНI СЕ З НЛР 93

Функцiя регресiї визначального СЕ SN (k) (див. (1))

C(s) := E[SN (k + 1) | SN (k) = s]

виражається через функцiю регресiї приростiв СЕ i також має властивiсть наполе-
гливої лiнiйної регресiї:

C(s) = s + C0(s), C0(s) := C+
0 (p̄) − C−

0 (p̄) = −V+(1 + s) + V−(1 − s), (11)

де p± := 1
2 (1 ± s), |s| ≤ 1.

Лема 2.1. СЕ(1), що задаються функцiєю регресiї (5)–(7), характеризуються
умовною дисперсiєю, що має наступний явний вираз

D
[
S±

N (k + 1) | SN (k) = p
]

=
1
N

C±(p)[1 − C±(p)], k ≥ 0. (12)

Доведення леми 2.1. З урахуванням формули (6) маємо

D[S±
N (k + 1) | SN (k) = p] = E

[(
S±

N (k + 1)
)2 ∣∣ SN (k) = p

]
− [

C±(p)
]2

.

Позначимо
a±

r := I{δr(k + 1) = ±1}.
Застосуємо формулу (2) для обчислення

(S±
N (k + 1))2 =

1
N2

⎡⎣ N∑
r=1

[a±
r ]2 +

N,r �=r′∑
r,r′=1

[a±
r ][a±

r′ ]

⎤⎦ .

Враховуючи, що [a±
r ]2 = a±

r , а також факт, що наведена вище подвiйна сума мiстить
N(N − 1) доданкiв, одержуємо

E
[
(S±

N (k + 1))2 | SN (k) = p
]

=
1
N

[
C±(p) − (C±)2(p)

]
+ (C±)2(p),

звiдки випливає формула (12). Лема 2.1 доведена. �

3. Рiвноважний стан (еквiлiбрiум)

Рiвноважний стан (еквiлiбрiум) iмовiрносних частот ρ+, ρ− i ρ характеризується
iнварiантними значеннями вiдповiдних функцiй регресiї

C+(ρ+) = ρ+, C−(ρ−) = ρ−, C(ρ) = ρ.

Для функцiй регресiї (5) i (11) це означає, що напрямнi дiї в точках рiвноважного
стану обертаються в нуль:

C±
0 (ρ̄) = 0, тобто V+ρ+ = V−ρ−, (13)

де ρ̄ := (ρ+, ρ−), ρ+ + ρ− = 1.
Вiдповiдно до припущень (див. формулу (5)), середнє значення СЕ в наступний

момент часу збiгається в точцi рiвноважного стану зi значенням СЕ в даний момент
часу:

E
[
S±

N (k + 1) | SN (k) = ρ
]

= ρ±, для всiх k ≥ 0,

а також
E

[
SN (k + 1) | SN (k) = ρ

]
= ρ := ρ+ − ρ− для всiх k ≥ 0.

Значення рiвноважного стану ρ̄ визначається розв’язком рiвняння (13):{
ρ+V+ = ρ−V− = C = const,
ρ+ + ρ− = 1.

(14)
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Чи iнакше {
ρ± = C/V±,

C = [1/V+ + 1/V−]−1.
(15)

Зокрема

ρ± = V∓/V, V = V+ + V−. (16)

Зауваження 3.1. Введення рiвноважного стану ρ̄ виявляє наступнi властивостi на-
прямної дiї:

C±
0 (p̄) = −V (p+ − ρ+) = −V (p− − ρ−), (17)

C0(s) = C+
0 (p̄) − C−

0 (p̄) = −V (s − ρ), (18)

де використанi такi позначення:

s = p+ − p−, ρ := ρ+ − ρ−.

Зауваження 3.2. Як видно з формул (17)–(18), напрямна дiя є функцiя флуктуацiй,
тобто залежить вiд вiдхилення поточного значення СЕ вiд рiвноважного значення.
При цьому напрямна дiя для кожної частоти визначається тiльки флуктуацiями
вiдповiдної частоти.

Введемо процеси флуктуацiй частот СЕ

Ŝ±
N(k) := S±

N(k) − ρ±, k ≥ 0,

p̂± := p± − ρ±
(19)

та їх вiдповiднi функцiї регресiї:

Ĉ±(p̂±) = E
[
Ŝ±

N(k + 1)
∣∣ Ŝ±

N(k) = p̂±
]

= (1 − V )p̂±, k ≥ 0. (20)

Флуктуацiї визначального СЕ (1)

ŜN (k) := SN (k) − ρ, ρ := ρ+ − ρ−, k ≥ 0, (21)

мають наступну функцiю регресiї:

Ĉ(ŝ) := E
[
ŜN(k + 1) | ŜN (k) = ŝ

]
= (1 − V )ŝ, k ≥ 0, ŝ := s − ρ. (22)

Зауваження 3.3. Таким чином, у нас є двi можливостi аналiзу СЕ (1)–(2):

а) безпосередньо з урахуванням (17)–(18);
б) спочатку здiйснюється аналiз двокомпонентних СЕ (2), що задаються часто-

тами S±
N (k), k ≥ 0. А потiм формулюються результати аналiзу для СЕ (1) з

урахуванням формули (3).

Зауваження 3.4. В нашiй попереднiй роботi [1] бiнарнi статистичнi експерименти
SN (k), k ≥ 0, приймаючi два вибiркових значення ±1, вивчалися безпосередньо iз
застосуванням функцiї лiнiйної регресiї C(s) = (1 − a)s + aρ або, що те ж саме,
Ĉ(ŝ) = (1 − a)ŝ.

У розглянутiй нами проблемi параметр керування a = V , а завдання рiвноважно-
го стану ρ = ρ̂ := ρ+ − ρ− очевидно.
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4. Збiжнiсть СЕ до рiвноважного стану

Напрямнi дiї (10) i (11) забезпечують наявнiсть рiвноважних станiв СЕ (1)–(2).

Теорема 4.1. При збiжностi з iмовiрнiстю 1 початкових умов:

S±
N (0) P 1−−→ ρ±, N → ∞, (23)

мають мiсце збiжностi з iмовiрнiстю 1:

S±
N (k) P 1−−→ ρ±, N → ∞ ∀k > 0. (24)

SN (k) P 1−−→ ρ, N → ∞ ∀k > 0. (25)

Доведення теореми 4.1. Досить довести збiжнiсть (24) для позитивних частот, тоб-
то з iмовiрнiстю 1:

S+
N (k) P 1−−→ ρ+, N → ∞ ∀k > 0. (26)

Тодi в силу спiввiдношення (3) має мiсце збiжнiсть (24) для негативних частот, а
також збiжнiсть (25) в силу частотного представлення (3).

Введемо мартингал у виглядi суми

M̂+
N (n) :=

n−1∑
k=0

μ̂+
N (k + 1) (27)

мартингал-рiзниць

μ̂+
N (k + 1) := Ŝ+

N (k + 1) − (1 − V )Ŝ+
N (k). (28)

Очевидно, що
μ̂+

N (k + 1) = μ+
N (k + 1),

де
μ+

N (k + 1) := S+
N(k + 1) − C+(S+

N (k)). (29)

Так що квадратичнi характеристики мартингал-рiзниць (29) збiгаються i мають,
згiдно формули (12), наступний вигляд:

〈μ̂+
N 〉k = 〈μ+

N 〉k = C+(S+
N (k))

(
1 − C+(S+

N (k))
)
/N. (30)

Отже, при кожному фiксованому n ≥ 0 має мiсце збiжнiсть

〈M+
N 〉n −→ 0, N → ∞. (31)

Звiдси [5] випливає збiжнiсть з iмовiрнiстю 1 мартингалiв (27)

M+
N (n) P 1−−→ 0 приN → ∞, n ≥ 0. (32)

Зокрема при n = 1 маємо

M+
N (0) = Ŝ+

N (1) − (1 − V )Ŝ+
N (0).

З урахуванням збiжностi до нуля M+
N (0) i Ŝ+

N (0) при N → ∞, маємо також

Ŝ+
N (1) P 1−−→ 0 приN → ∞.

За iндукцiєю виводимо, що при кожному k ≥ 1 має мiсце збiжнiсть

Ŝ+
N(k) P 1−−→ 0 приN → ∞.

Теорема 4.1 доведена. �
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5. Апроксимацiя СЕ процесом нормальної авторегресiї

Наявнiсть рiвноважного стану СЕ (1)–(2), сформульованого в Теоремi 1, є ва-
жливою, але найпростiшою властивiстю СЕ. Основна проблема спрощеного опису
поведiнки СЕ (1)–(2) при зростаючому обсязi вибiрки N полягає в асимптотичному
аналiзi непередбаченої (хаотичної) частини СЕ, що задається мартингал-рiзницями
(28).

Асимптотичну властивiсть мартингал-рiзницi (28) встановлює наступна

Теорема 5.1. В умовах теореми 1 мають мiсце збiжностi за розподiлом:
√

N
[
S±

N (k + 1) − C±(S±
N (k))

] d−→ σ̆W±(k + 1), N → ∞, (33)
√

N [SN(k + 1) − C(SN (k))] d−→ σW (k + 1), N → ∞, (34)

де
σ2 = 1 − ρ2, σ̆2 = ρ+ρ−,

причому σ2 = 4σ̆2, W (k)±, W (k) — нормально розподiленi стандартнi випадковi
величини.

Граничнi спiввiдношення (33), (34) теореми 5.1 дають пiдстави використовувати
стохастичну апроксимацiю для трьох процесiв СЕ в такiй формi:

Пропозицiя 5.1. Процеси нормальної авторегресiї, апроксимуючi послiдовнiсть
визначальних СЕ (1)–(2), (5)–(7) (див. також (10)) задаються спiввiдношеннями:

S̃±
N(k + 1) = C±(S̃±

N (k)) +
σ̆√
N

W±(k + 1), (35)

S̃N(k + 1) = C(S̃N (k)) +
σ√
N

W (k + 1). (36)

Тут функцiї регресiї C±(p) i C(s) задаються спiввiдношеннями (5) i (11) вiдпо-
вiдно.

Доведення теореми 5.1. Як у доведеннi теореми 4.1, достатньо довести збiжнiсть
(33) для позитивних частот:

√
N

[
S+

N (k + 1) − C±(S+
N (k))

] d−→ σ̆W+(k + 1) при N → ∞, (37)

звiдки випливають iншi збiжностi (33)–(34) Теореми 5.1.
Згiдно з позначеннями (19), введемо нормованi флуктуацiї позитивних частот

ζ+
N (k) :=

√
NŜ+

N(k).

Зазначимо, що їх умовнi математичнi сподiвання, згiдно (20), мають вигляд:

E
[
ζ+
N (k + 1) | ζ+

N (k)
]

= (1 − V )ζ+
N (k). (38)

А їх умовнi дисперсiї, згiдно (12):

D
[
ζ+
N (k + 1) | ζ+

N (k)
]

= C+(S+
N (k))

[
1 − C+(S+

N (k))
]
. (39)

Тепер введемо мартингал у виглядi суми мартингал-рiзниць

M+
N (n) :=

n−1∑
k=0

{
ζ+
N (k + 1) − E

[
ζ+
N (k + 1) | ζ+

N (k)
]}

=
n−1∑
k=0

[
ζ+
N (k + 1) − (1 − V )ζ+

N (k)
]
.

(40)
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Квадратична характеристика мартингалу (40) (див. формулу (39)) має наступний
вигляд:

〈M+
N 〉n =

n−1∑
k=0

C+(S+
N (k))

[
1 − C+(S+

N (k))
]
, n ≥ 0. (41)

Згiдно з теоремою 4.1, має мiсце збiжнiсть з iмовiрнiстю 1 квадратичної характери-
стики

〈M+
N 〉n P 1−−→ nρ+ρ− = nσ̆ приN → ∞, n ≥ 0. (42)

Згiдно з центральною граничною теоремою для послiдовностей, що утворюють мар-
тингал-рiзницi (напр. [5], VII: 8, T.4), мартингал (40) збiгається за розподiлом при
N → ∞ до суми нормально розподiлених випадкових величин

n−1∑
k=0

[ζ+
N (k + 1) − (1 − V )ζ+

N (k)] d−→ σ̆

n−1∑
k=0

W (k + 1), N → ∞, n ≥ 1. (43)

Граничнi нормально розподiленi випадковi величини W (k), k ≥ 1, незалежнi в су-
купностi з

EW (k) = 0, EW 2(k) = 1, k ≥ 1,

оскiльки, згiдно з формулою (42), гранична дисперсiя мартингалу (40) дорiвнює
сумi дисперсiй мартингал-рiзниць.

Збiжнiсть мартингалу (40) означає, що має мiсце збiжнiсть за розподiлом (37)
при кожному скiнченному k ≥ 0. Теорема 5.1 доведена. �

Пропозицiя 5.2. Для нормованих флуктуацiй СЕ процес нормальної авторегресiї
задається розв’язком рiзницевого стохастичного рiвняння:

ΔζN (k) = −V ζN (k) + σΔW (k), (44)

де
ΔW (k) := W (k + 1) − W (k), σ2 = 1 − ρ2.

Зауваження 5.1. Процеси нормальної авторегресiї можуть бути використанi в ста-
тистичному аналiзi реальних СЕ. Характеризацiя визначальних процесiв СЕ проце-
сами нормальної авторегресiї (35), (36) та (44) задається напрямними параметрами
V±, а також рiвноважними значеннями ρ±, ρ i дисперсiями σ̆, σ нормально розпо-
дiлених випадкових величин W± i W . Рiзницеве стохастичне рiвняння (44) також є
об’єктом статистичного аналiзу (напр., [3, 10]).

Статистичнi оцiнки числових параметрiв процесiв нормальної авторегресiї буду-
ються за траєкторiями визначальних СЕ.

6. Експоненцiйнi статистичнi експерименти

Граничнi теореми 4.1 i 5.1 для СЄ (1)–(2) можуть бути використанi в асимптоти-
чному аналiзi експоненцiйних статистичних експериментiв (ЕСЕ), якi задаються
симетричною експоненцiйною статистикою

ΠN (λ, k) :=
N∏

r=1

[1 + λδr(k)], k ≥ 0. (45)

Параметр λ (0 < λ < 1) вiдiграє важливу роль регулювання в практичних моделях,
наприклад застосовується в економiцi в якостi дисконтного параметра (напр. [6],
[7]).

У представленнi ЕСЕ (45) вибiрковi значення (δr(k), 1 ≤ r ≤ N), k ≥ 0 розгляда-
ються в трьох окремих варiантах:

δr(k) = ±1, δ±r (k) := I(δr(k) = ±1). (46)
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Так що ЕСЕ породжуються одним з трьох СЕ, заданих формулами (1) або (2).
Асимптотична поведiнка ЕСЕ, при N → ∞, дослiджується з використанням Те-

орем 4.1 i 5.1, так що досить сформулювати результати для однiєї з ЕСЕ (45).
Будемо розглядати ЕСЕ (45), породженi СЕ (1). Аналогiчнi результати можуть

бути отриманi для частотних ЕСЕ.

7. Сталий режим ЕСЕ

У схемi осереднення ЕСЕ (45) розглядається в нормуваннi λN = λ/N .
Введемо експоненцiйний мартингал

μe
N (λ/N, k + 1) = ΠN (λ/N, k + 1)/ΠN (λ/N, k), k ≥ 0, (47)

в якому за визначенням

ΠN (λ, k) := E [ΠN (λ, k + 1) | SN (k)] = [1 + λC(SN (k))]N . (48)

Очевидна його мартингальна властивiсть:

E [μe
N (λ/N, k + 1) | SN (k)] = 1, k ≥ 0. (49)

Сталий режим ЕСЕ встановлює наступна

Теорема 7.1. За умови збiжностi з iмовiрнiстю 1 початкових значень СЕ

SN (0) P 1−−→ ρ, N → ∞, (50)

має мiсце збiжнiсть за ймовiрнiстю ЕСЕ (47)

ΠN (λ/N, k) P−→ exp(λρ), N → ∞, k ≥ 0, (51)

i збiжнiсть за ймовiрнiстю його середнього значення (48)

ΠN (λ/N, k) P−→ exp(λρ), N → ∞, k ≥ 0. (52)

Наслiдок 7.1. За умовою (50)

μe
N (λ/N, k + 1) P−→ 1, N → ∞. (53)

Доведення теореми 7.1. Скористаємося формулою апроксимацiї типу Ле Кама в
такiй формi:

Лема 7.1 (ср. [4, Lemma 6.3.1]). Нехай виконується збiжнiсть за ймовiрнiстю

max
1≤r≤N

|δr(k + 1)/N | P−→ 0, N → ∞, ∀k ≥ 0. (54)

Тодi має мiсце збiжнiсть за ймовiрнiстю{ N∑
r=1

ln[1 + λδr(k + 1)/N ] − λSN (k + 1)
}

P−→ 0, N → ∞. (55)

Тут

SN (k + 1) :=
1
N

N∑
r=1

δr(k + 1).

У нашому випадку умова (54) леми 7.1 виконана, згiдно теореми 4.1

SN (k) P 1−−→ ρ, N → ∞. (56)

Перепишемо збiжнiсть (55) з урахуванням очевидної тотожностi Π = exp ln Π:

exp
{ N∑

r=1

ln[1 + λδr(k + 1)/N ] − λSN (k + 1)
}

P−→ 1, N → ∞.
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Або iнакше з урахуванням збiжностi за ймовiрнiстю (56)

P · lim
N→∞

ΠN (λ/N, k + 1) = P · lim
N→∞

exp
N∑

r=1

ln[1 + λδr(k + 1)/N ] = exp(λρ).

Останнiй результат збiгається з твердженням (51) теореми 7.1. Аналогiчним чином
доводиться збiжнiсть (52) для середнього значення (48). Збiжнiсть (53) випливає з
(51) i (52). Теорема 7.1 доведена. �

8. Апроксимацiя ЕСЕ процесом нормальної авторегресiї

Тепер ЕСЕ розглядаються в схемi серiй з параметром серiї λN = λ/
√

N . Так що

ΠN (λ/
√

N, k + 1) =
N∏

r=1

[1 + λδr(k + 1)/
√

N ], k ≥ 0. (57)

Крiм того, середнє значення ЕСЕ (57) (пор. з (48))

ΠN (λ/
√

N, k) = [1 + λC(SN (k))/
√

N ]N , k ≥ 0. (58)

Введемо експоненцiйний мартингал

μe
N (λN , k + 1) := ΠN (λ/

√
N, k + 1)/ΠN (λ/

√
N, k), k ≥ 0. (59)

Очевидна мартiнгальна властивiсть:

E [μe
N (λN , k + 1)|SN (k)] = 1, k ≥ 0.

Теорема 8.1. (Апроксимацiя ЕСЕ) В умовах теореми 7.1 має мiсце збiжнiсть за
розподiлом (σ2 = 1 − ρ2):

μe
N (λ/

√
N, k + 1) d−→ exp[λσW (k + 1) − λ2σ2/2], N → ∞, k ≥ 0. (60)

Зауваження 8.1. Граничний результат (60) є аналогом експоненцiйного мартингалу
(59).

При цьому очевидно, що

E exp
[
λσW (k + 1) − λ2σ2/2

]
= 1, k ≥ 0. (61)

Доведення теореми 8.1. Так само, як i при доведеннi теореми 7.1, скористаємося
тотожнiстю Π = exp ln Π, а також лемою апроксимацiї Ле Кама.

Лема 8.1 (Апроксимацiя Ле Кама [4, Lemma 6.3.1]). Нехай виконується збiжнiсть
за ймовiрнiстю

max
1≤r≤N

|δr(k + 1)/
√

N | P−→ 0, N → ∞,

а також суми

VN (k + 1) :=
1
N

N∑
r=1

(δr(k + 1))2,

обмеженi за ймовiрностю. Тодi має мiсце збiжнiсть за ймовiрнiстю{ N∑
r=1

ln[1 + λδr(k + 1)/
√

N ] − λ
√

NSN(k + 1) + λ2VN (k + 1)/2
}

P−→ 0, N → ∞.

Отже має мiсце збiжнiсть за ймовiрнiстю (при N → ∞) з додатковим множником:

ΠN (λ/
√

N, k + 1) exp
[
−λ

√
NSN (k + 1) + λ2VN (k + 1)/2

]
P−→ 1,

N → ∞, k ≥ 0.
(62)
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Зауважимо, що в даному випадку

VN (k + 1) =
1
N

N∑
r=1

(δr(k + 1))2 = 1.

Так що збiжнiсть (62) еквiвалентна збiжностi{
ΠN

(
λ/

√
N, k + 1

)
exp

[
−λ

√
NSN (k + 1)

]}
P−→ exp[−λ2/2],

N → ∞, k ≥ 0.
(63)

Аналогiчно умови леми 8.1 дозволяють отримати збiжнiсть за ймовiрнiстю (при
N → ∞) для середнього значення (58):{

ΠN

(
λ/

√
N, k

)
exp

[
−λ

√
NC(SN (k))

]}
P−→ exp[−λ2ρ2/2], N → ∞, k ≥ 0. (64)

Тут ми скористалися збiжнiстю, встановленою в теоремi 4.1 :

C(SN (k)) P 1−−→ C(ρ) = ρ, N → ∞, k ≥ 0.

Так що

C2(SN (k)) P 1−−→ ρ2, N → ∞, k ≥ 0.

Визначальний експоненцiйний мартингал (59) може бути поданий наступним чином:

μe
N (λ/

√
N, k + 1) =

[
Π0

N

(
λ/

√
N, k + 1

)
Π0

N

(
λ/

√
N, k

)]
× exp

{
λ
√

N [SN (k + 1) − C(SN (k))]
}

, k ≥ 0.
(65)

Тут, за визначенням,

Π0
N

(
λ/

√
N, k + 1

)
:= ΠN

(
λ/

√
N, k + 1

)
exp

[
−λ

√
NSN(k + 1)

]
, k ≥ 0,

Π0
N

(
λ/

√
N, k

)
:= ΠN

(
λ/

√
N, k

)
exp

[
−λ

√
NC(SN (k))

]
, k ≥ 0.

(66)

За теоремою 5.1 має мiсце збiжнiсть (за розподiлом):
√

N [SN (k + 1) − C(SN (k))] d−→ σW (k + 1), N → ∞, k ≥ 0. (67)

Так що збiжностi (63), (64) та (67) забезпечують збiжнiсть експоненцiйного мартин-
галу (65), а значить i (60).

Теорема 8.1 доведена. �

Гранична теорема 8.1, а також вираз (59) для експоненцiйного мартингалу дають
можливiсть виразити ЕСЕ (57) у схемi серiй в наступному виглядi:

ΠN

(
λ/

√
N, k + 1

)
= ΠN

(
λ/

√
N, k

)
μe

N

(
λ/

√
N, k + 1

)
. (68)

Згiдно (66), представлення ЕСЕ (68) перетвориться до виду

ΠN

(
λ/

√
N, k + 1

)
= Π0

N

(
λ/

√
N, k

)
exp [λC(SN (k))] μe

N

(
λ/

√
N, k + 1

)
. (69)

З врахуванням (64), маємо:

Π0
N

(
λ/

√
N, k

)
= exp

[−λ2ρ2/2
]
eRN . (70)

Тут i далi залишковий член RN прямує до нуля за ймовiрнiстю при N → ∞.
Представлення ЕСЕ (69) з урахуванням теореми 8.1, а також асимптотичної фор-

мули (70) дають пiдставу апроксимацiї ЕСЕ (47) нормальним процесом авторегресiї.
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Пропозицiя 8.1. Експонентнi статистичнi експерименти (47) апроксимуються
нормальним процесом авторегресiї

Π̃N

(
λ/

√
N, k + 1

)
:=

N∏
r=1

[
1 + λδ̃r(k + 1)/

√
N

]
= exp

[
λ
√

NC
(
S̃N (k)

)
− λ2ρ2/2

]
· exp

[
λσW (k + 1) − λ2σ2/2

]
,

(71)

або, еквiвалентно,

Π̃N

(
λ/

√
N, k + 1

)
= exp

[[√
NλC

(
S̃N (k)

)
+ σW (k + 1)

]
− λ2/2

]
. (72)

Зауваження 8.2. Важливою пiдставою для застосування апроксимацiї нормальним
процесом авторегресiї (71) або (72) служить той факт, що умовне математичне спо-
дiвання нормального процесу авторегресiї (71) (або (72)) асимптотично збiгається з
функцiєю регресiї (умовним математичним сподiванням) визначальних ЕСЕ (45), а
саме (див. (64)–(66))

E
[
Π̃N (λ/

√
N, k + 1)

]
= exp

[√
NλC(S̃N (k)) − λ2ρ2/2

]
= ΠN

(
λ/

√
N, k

)
eRN . (73)

9. Висновки

Апроксимацiя нормальним процесом авторегресiї (71) (або (72)) експоненцiйних
статистичних експериментiв створює рiзноманiтнi перспективи для практичних мо-
делей статистичних експериментiв, що мають властивiсть наполегливої лiнiйної ре-
гресiї (5) - (7), в економiцi (напр. [6, 7]) та бiологiї (напр. [8, 9]). Перш за все вини-
кають проблеми статистичної оцiнки основних параметрiв СЕ, а саме V , ρ i σ.
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