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ПРО ОДНОЛIНIЙНУ СИСТЕМУ МАСОВОГО ОБСЛУГОВУВАННЯ
З ВТРАТАМИ

УДК 519.21

I. K. MАЦАК

Анотацiя. Розглядається однолiнiйна СМО з втратами загального типу. Знаходяться стацiо-
нарнi ймовiрностi станiв i установлюється центральна гранична теорема для часу перебування в
станах.

Abstract. A one-line queueing system is considered with refuses of general type. Stationary proba-
bilities are found and the central limit theorem for time of sojourn in states is established.

Аннотация. Рассматривается однолинейная СМО с потерями общего типа. Находятся стацио-
нарные вероятности состояний и устанавливается центральная граничная теорема для времени
нахождения в состояниях.

Розглянемо систему масового обслуговування (СМО) з втратами на iнтервалi 0 ≤
t < ∞. Нехай t1, t1, . . . , tn, . . . — випадковi моменти надходження заявок в СМО.
Припустимо, що τn = tn − tn−1, n ≥ 1, — незалежнi однаково розподiленi випадковi
величини (н.о.р.в.в.) з функцiєю розподiлу F (x) = P(τn < x), F (0+) = 0. I нехай час
обслуговування заявок ηn, n ≥ 1, — також н.о.р.в.в., G(x) = P(ηn < x), G(0+) = 0.

Для пуассонiвського потоку заявок вiдомi класичнi формули Ерланга для ста-
цiонарних ймовiрностей станiв m — лiнiйної СМО з втратами ([1]–[3]). У випадку
довiльного рекурентного потоку заявок i експоненцiйного розподiлу часу обслуго-
вування також знайденi точнi формули (Полячек, Такач, див. [3]–[6]).

Для однолiнiйної СМО з втратами загального типу (рекурентний потiк заявок,
довiльний розподiл часу обслуговування) важливий асимптотичний результат нале-
жить Такачу [6]. Результати такого сорту представляють iнтерес також i для теорiї
лiчильникiв Гейгера–Мюллера [6], [12].

Рiзноманiтнi загальнi методи аналiзу систем масового обслуговування та теорiї
надiйностi розглядалися Боровковим[4], Коваленком[7], Королюком та Турбiним[8]
(див. також роботу Анiсiмова [9]).

Iз останнiх робiт вiдзначимо [10], [11], якi присвяченi системам обслуговування з
пороговими стратегiями функцiонування.

В данiй замiтцi для однолiнiйної СМО з втратами знаходяться стацiонарнi ймовiр-
ностi станiв i установлюється центральна гранична теорема для часу перебування в
станах. Основна вiдмiннiсть вiд традицiйного пiдходу полягає в тому, щоб видiлити
моменти регенерацiї i використати елементи теорiї вiдновлення.

Вiдзначимо також, що ми вивчаємо збiжнiсть майже напевне (м.н.) до стацiонар-
них ймовiрностей.

Автор вдячний академiку I. М. Коваленку за зауваження до першого варiанту
цiєї замiтки i вказiвку на роботу [6].
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Далi вважаємо, що СМО має одну лiнiю обслуговування. Якщо в момент надхо-
дження заявки лiнiя вiльна, то негайно починається її обслуговування. А коли лiнiя
зайнята, то заявка губиться.

Будемо казати, що в момент часу t СМО перебуває в станi 0, якщо в цей момент
лiнiя обслуговування вiльна, i, вiдповiдно, в станi 1, в противному випадку.

Позначимо через νi(t) число заявок, що надiйшли на iнтервалi часу (0, t) в мо-
менти, коли СМО перебувала в станi i, i = 0, 1; N(t) = ν0(t) + ν1(t), E N(t) = H(t)
(ясно, що N(t) = max(n : tn < t) — це лiчильний процес вiдновлення, а H(t)- його
функцiя вiдновлення). Нехай α0(t) та α1(t) — час перебування СМО в станах 0 та 1
на iнтервалi (0, t), вiдповiдно.

Стацiонарнi ймовiрностi станiв СМО можна ввести рiзними способами. Ми задамо
їх такими рiвностями:

pk = lim
t→∞

νk(t)
N(t)

м.н., (1)

p∗k = lim
t→∞

αk(t)
t

м.н., (2)

де k = 0, 1.
Зрозумiло, що цi характеристики представляють основний iнтерес для нашої

СМО.

Теорема 1. Якщо E η1 = b < ∞, то
ρ(H) =

∫ ∞

0

H(s) dG(s) < ∞, (3)

iснують границi (1) i

p0 =
1

ρ(H) + 1
, p1 =

ρ(H)
ρ(H) + 1

, (4)

Вiдзначимо, що нерiвнiсть (3) i рiвностi (1) та (4) залишаються вiрними i у ви-
падку E τ1 = ∞.

Зауваження 1. Результат, близький до теореми 1, мiститься на с.293, книги [4]. А
саме, там установлена рiвнiсть

lim
t→∞

ν0(tn)
n

=
1

ρ(H) + 1
м.н.

Доведення теореми 1. Покладемо S1 = τ1 — момент надходження першої заявки
в систему, S2 — момент надходження першої заявки, пiсля закiнчення першого об-
слуговування, тобто пiсля моменту S1 + η1, . . . , Sk — момент надходження першої
заявки, пiсля закiнчення (k−1)-го обслуговування, тобто пiсля моменту Sk−1+ηk−1.
Нехай ζk — число заявок, що надiйшли в iнтервалi часу (Sk, Sk + ηk).

Iз означення зрозумiло, що розподiл в.в. ζk визначається довжиною випадкового
iнтервалу ηk i не залежить вiд S1, . . . , Sk, а отже не залежить i вiд ζ1, . . . , ζk−1.
Таким чином, ζk, k ≥ 1, — це послiдовнiсть н.о.р.в.в. (фактично послiдовнiсть Sk,
k ≥ 1, — це послiдовнiсть моментiв регенерацiї деякого випадкового процесу, який
описує проходження заявок через СМО).

В наших умовах в.в. ζ1 має обмежене середнє значення. Дiйсно

E ζ1 = EN(η1) =
∫ ∞

0

E(N(η1)/η1 = s) dG(s) =
∫ ∞

0

H(s) dG(s) = ρ(H).

Обмеженiсть останнього iнтегралу просто випливає iз обмеженостi величини E η1,
бо за елементарною теоремою вiдновлення [12]

lim
s→∞

H(s)
s

=
1
a
, (5)
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де a = E τ1 (при a = ∞ права частина в рiвностi (5) = 0.)
За законом великих чисел Колмогорова

lim
n→∞

1
n

N(Sn+1) = lim
n→∞

1
n

(
n∑

k=1

ζk + n

)
= E ζ1 + 1 = ρ(H) + 1 м.н. (6)

Очевидно, що ν0(Sn+1) = n (на кожному циклi регенерацiї (Sk, Sk+1) виконується
одна заявка). Тому iз рiвностi (6) маємо

lim
n→∞

ν0(Sn+1)
N(Sn+1)

=
1

ρ(H) + 1
м.н. (7)

I далi ∀t ∈ (Sn, Sn+1)

n − 1
N(Sn+1)

≤ ν0(Sn)
N(Sn+1)

≤ ν0(t)
N(t)

≤ ν0(Sn+1)
N(Sn)

=
n

N(Sn)
м.н.

Оскiльки limn→∞ Sn = ∞ м.н., то iз останнiх нерiвностей та рiвностi (7) випливає

lim
t→∞

ν0(t)
N(t)

=
1

ρ(H) + 1
м.н.

Тобто ми установили формулу (4) для p0. Звiдси вже безпосередньо одержуємо i
формулу для p1. �

Теорема 2. Якщо E τ1 = a < ∞iE η1 = b < ∞, то iснують границi (2) i

p∗1 =
b

a(ρ(H) + 1)
, p∗0 = 1 − p∗1 (8)

Зауваження 2. Якщо F (x) = 1−exp(−λx), то вiдомо (див. напр. [12]), що H(t) = λt,
а отже для довiльної функцiї розподiлу G(x)

ρ(H) = ρ = λb, p0 = p∗0 =
1

ρ + 1
, p1 = p∗1 =

ρ

ρ + 1
,

тобто ми маємо добре вiдомi формули Ерланга.

Зауваження 3. Такач[5], [6] для багатолiнiйної СМО з втратами вводить стацiонарнi
ймовiрностi для моментiв надходження заявок

Pk = lim
n→∞P(ξn = k)

та стацiонарнi ймовiрностi для довiльних моментiв часу

P ∗
k = lim

t→∞ P(ξ(t) = k),

де ξ(t) — загальне число зайнятих лiнiй в момент t, ξn = ξ(tn − 0) — число зайнятих
лiнiй в момент надходження n-ї заявки.

У роботi [6] для однолiнiйної СМО з втратами загального типу при додатковiй
умовi, що функцiя розподiлу F (x) негратчаста, установлена рiвнiсть

P ∗
1 =

b

a(ρ(H) + 1)
,

(точнiше в теоремi 3, гл.6, книги [6] одержаний еквiвалентний результат в термiнах
теорiї лiчильникiв Гейгера–Мюллера). Таким чином p∗1 = P ∗

1 .

Зауваження 4. Нехай F (x) довiльна функцiя розподiлу, а G(x) = 1 − exp(−μx).
Позначимо через F ∗(s) =

∫ ∞
0 exp(−sx) dF (x) — перетворення Лапласа функцiї F (x).

Тодi

ρ(H) =
∫ ∞

0

H(x) dG(x) =
∫ ∞

0

exp(−μx) dH(x) = H∗(μ).
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Оскiльки H∗(s) = F∗(s)
1−F∗(s) ([12]), то iз теореми 1 маємо

p1 = F ∗(μ), p0 = 1 − F ∗(μ).

Для випадку експоненцiйного розподiлу часу обслуговуванняG(x) = 1−exp(−μx)
i однолiнiйної СМО iз результатiв [5] випливає, що

P1 = F ∗(μ), P0 = 1 − F ∗(μ),

а отже p1 = P1.

Доведення теореми 2. Будемо використовувати позначення, введенi при доведеннi
теореми 1. Добре вiдомо, що при фiксованому t в.в. χ = N(t) + 1 — марковський
момент для послiдовностi (τi), а отже за тотожнiстю Вальда ([12], [14, с. 86])

E

χ∑
i=1

τi = E τ1 E χ = a(H(t) + 1) (9)

Нехай Tk = Sk+1−Sk =
∑N(Sk+1)

i=N(Sk)+1 τi — довжина k-го циклу регенерацiї. Зрозумiло,
що (Tk) — послiдовнiсть н.о.р.в.в., причому

Tk
d=

N(η1)+1∑
i=1

τi. (10)

Знову застосуємо закон великих чисел: при n → ∞
Sn+1

n
=

1
n

(
n∑

k=1

Tk + τ1

)
→ E T1 м.н. (11)

i
α1(Sn+1)

n
=

1
n

n∑
k=1

ηk → E η1 = b м.н. (12)

Iз рiвностей (9), (10) неважко знайти середню довжину циклу регенерацiї

E T1 =
∫ ∞

0

E(T1/η1 = t) dG(t) =
∫ ∞

0

E

⎛
⎝N(η1)+1∑

i=1

τi/η1 = t

⎞
⎠ dG(t)

= a

∫ ∞

0

(H(t) + 1) dG(t) = a(ρ(H) + 1).

(13)

Збираючи разом спiввiдношення (11)–(13) маємо

lim
n→∞

α1(Sn+1)
Sn+1

=
b

a(ρ(H) + 1)
м.н. (14)

Залишається для ∀t ∈ (Sn, Sn+1) записати оцiнки

α1(Sn)
Sn+1

≤ α1(t)
t

≤ α1(Sn+1)
Sn

м.н. (15)

Оскiльки в силу (11)

lim
n→∞

Sn+1

Sn
= 1 м.н.,

то iснування границь в (2) вже безпосередньо випливає iз (14), (15). Те саме стосу-
ється i рiвностi (8). �
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Кажуть, що функцiя розподiлу F (x) має зростаючу iнтенсивнiсть вiдмов, якщо
γ(x) = F ′(x)

1−F (x) — зростаюча функцiя. Для таких F (x) виконуються нерiвностi:

t

a
− 1 ≤ H(t) ≤ t

a
,

b

a
− 1 ≤ ρ(H) ≤ b

a
,

(див. [13, с. 113].) Звiдси та теорем 1, 2 маємо

Наслiдок 1. Якщо в умовах теореми 2 функцiя розподiлу F (x) має зростаючу
iнтенсивнiсть вiдмов, то

b − a

b
≤ p1 ≤ b

b + a
,

b

b + a
≤ p∗1.

Фактично теореми 1, 2 — це деякi аналоги закону великих чисел для величин
νi(t), αi(t). Далi покажемо, що для них виконується i центральна гранична теорема
(ЦГТ).

Як i вище через a та b позначаємо середнi значення τ1 та η1. I нехай

D τ1 = σ2
τ , D η1 = σ2

η, μT = a(ρ(H) + 1),

σ2
T = σ2

τ (ρ(H) + 1) + a

(
2

∫ ∞

0

∫ t

0

H(t − s) dH(s) dG(t) + ρ(H) − ρ(H)2
)

.

Теорема 3. Нехай σ2
τ < ∞, σ2

η < ∞. Тодi σ2
T < ∞ i

lim
t→∞ P

(
ν0(t) − t/μT

σT

√
t/μ3

T

< x

)
= Φ(x), (16)

де Φ(x) стандартна функцiя нормального розподiлу.

Доведення теореми 3. Нехай

Sn = τ1 + T1 + · · · + Tn−1, N0(t) = max(n : Sn < t),

де Tn — це величина n-го циклу регенерацiї (див. доведення теореми 2).
Iз означення зрозумiло, що ν0(t) = N0(t). Таким чином ν0(t) — це лiчильний

процес схеми вiдновлення загального типу. Добре вiдомо ([12], с.51), що для нього
виконується ЦГТ (тобто рiвнiсть (16)) при умовi:

σ2
T = DT1 < ∞, μT = ET1 < ∞

За формулою (13) μT = E T1 = a(ρ(H) + 1).
Обчислимо дисперсiю в.в. T1. Нехай, як i вище, N(t) — лiчильний процес, побу-

дований по послiдовностi в.в. (tn). Почнемо з вiдомої в теорiї вiдновлення рiвностi
([12, с. 174]):

E N(t)2 = 2
∫ t

0

H(t − s) dH(s) + H(t)

Згiдно з якою

EN(η1)2 =
∫ ∞

0

EN(t)2/η1 = t) dG(t)

= 2
∫ ∞

0

(∫ t

0

H(t − s)dH(s) + H(t)
)

dG(t)

= 2
∫ ∞

0

∫ t

0

H(t − s) dH(s) dG(t) + ρ(H).

(17)
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Далi скористаємось формулою для дисперсiї суми в.в. до випадкового iндексу ([14,
с. 90]):

D
( ν∑

k=1

ξk

)
= D ξ1 E ν + E ξ1 D ν,

тут (ξk) — довiльнi н.о.р.в.в., ν - марковський момент вiдносно послiдовностi (ξk).
Iз останньої формули одержуємо

DT1 = D
(N(η1)+1∑

k=1

τk

)
= D τ1 E(N(η1) + 1) + E τ1 DN(η1)

= σ2
τ (ρ(H) + 1) + a

(
E N(η1)2 − ρ(H)2

)
.

(18)

Разом (17), (18) i дають рiвнiсть DT1 = σ2
T .

Залишається показати, що в умовах теореми 3 σ2
T < ∞. Це зробити неважко.

Дiйсно, згiдно (5)
H(t) ≤ Ct.

А отже ∫ t

0

H(t − s) dH(s) ≤ C

∫ t

0

(t − s) dH(s) ≤ CtH(t) ≤ Ct2.

Звiдси маємо ∫ ∞

0

∫ t

0

H(t − s) dH(s) dG(t) ≤ C
(
σ2

η + b2
)

< ∞.

Зрозумiло, що остання оцiнка i забезпечує обмеженiсть σ2
T . �

Наслiдок 2. Якщо в умовах теореми 3 F (x) = 1 − exp(−λx), x > 0, то рiв-
нiсть (16) вiрна з

μT = b +
1
λ

, σ2
T =

λb + 1
λ2

+ λσ2
η + b. (19)

Перша рiвнiсть в (19) просто випливає iз наступних спiввiдношень:

a =
1
λ

, H(t) = λt, ρ(H) = λb.

А другу одержимо, якщо скористаємось рiвнiстю

EN(η1)2 =
∫ ∞

0

(
λt + λ2t2

)
dG(t) = λb + λ2

(
σ2

η + b2
)

та пiдставимо її в (18).

Теорема 4. Нехай E η1 = b < ∞, σ2
η < ∞, F (x) = 1 − exp(−λx), x > 0. Тодi

lim
t→∞P

⎛
⎝α1(t) − b

b+1/λ t√
t(b2 + σ2

η)
λ

(
b +

1
λ

)3/2

< x

⎞
⎠ = Φ(x). (20)

Доведення теореми 4. Рiвнiсть (20) ми одержимо, як наслiдок ЦГТ для альтерну-
ючого процесу.

Нехай (ξ′i, ξ
′′
i ) — альтернуючий процес вiдновлення (в iншiй термiнологiї (див. [13,

с. 121]) — процес вiдновлення iз скiнченним часом вiдновлення). Пiд ξ′i звичайно
розумiють час роботи деякого елемента, а ξ′′i — час його вiдновлення. Позначимо
через L(t) — сумарну наробку за час t, тобто L(t) — це сума усiх перiодiв роботи ξ′i
до моменту t, включаючи, можливо, i неповний перiод, що примикає до моменту t.
I нехай

E ξ′i = μ1, E ξ′′i = μ2, D ξ′i = σ2
1 , D ξ′′i = σ2

2 ,
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i всi цi величини скiнченi. Вiдомо ([13], с.127 - 130), що при цих умовах L(t) задо-
вольняє ЦГТ:

lim
t→∞P

(
L(t) − μ1

μ1+μ2
t

μ1μ2

√
t(σ2

1/μ2
1 + σ2

2/μ2
2)

(μ1 + μ2)3/2 < x

)
= Φ(x) (21)

Звiдси вже неважко отримати рiвнсть (20). Дiйсно, якщо ζt = tN(t)+1− t — величина
перескоку процесу вiдновлення (tn) через рiвень t i в.в. τk мають експоненцiйний
розподiл, то

ζt
d= τk,

а отже i
ζηk

d= τk,

причому ζηk
i ηk незалежнi в.в. Таким чином, в нашому випадку

α1(t) = L(t), ξ′i = ηi, ξ′′i = ζηi ,

μ1 = b, σ2
1 = σ2

η, μ2 =
1
λ

, σ2
2 =

1
λ2

.

Звiдси та рiвностi (21) негайно одержуємо твердження теореми 4. �
Зауваження 5. Оскiльки α0(t) + α1(t) = t, то в.в. α0(t) також буде асимптотично
нормальною з параметрами

μ =
t

bλ + 1
, σ2 =

t
(
b2 + σ2

η

)
λ2

(
b + 1

λ

)3 .
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