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ТОЧНIСТЬ ТА НАДIЙНIСТЬ МОДЕЛI ГАУССОВОГО
ОДНОРIДНОГО ТА IЗОТРОПНОГО ВИПАДКОВОГО ПОЛЯ У

ПРОСТОРI Lp(T), p ≥ 1

УДК 519.21

Н. В. ТРОШКI

Анотацiя. Побудовано модель гауссового однорiдного та iзотропного випадкового поля, яка на-
ближає його з заданою надiйнiстю та точнiстю в просторi Lp(T), p ≥ 1. Для знаходження моделi
з заданою точнiстю та надiйнiстю використовується теорiя просторiв Sub(Ω).

Abstract. The model of some Gaussian homogenous izotropic random field which approximates it
with a given accuracy and reliability in Lp(T ), p ≥ 1, is constructed in this paper. The Sub-Gaussian
theory of random variables is used for finding the model with given accuracy and reliability.

Аннотация. Построена модель гауссовых однородных и изотропных случайных полей, которая
приближает его с заданной надежностью и точностью в пространстве Lp(T), p ≥ 1. Для нахо-
ждения модели с заданной точностью и надежностью используется теория пространств Sub(Ω).

1. Вступ

Iснує багато методiв моделювання випадкових полiв. Ознайомитись з цими мето-
дами можна в книгах [1, 2] та роботах [3, 4]. Методи моделювання випадкових полiв,
якi дозволяють будувати моделi, що наближають випадковi поля з заданою надiйнi-
стю та точнiстю в певних функцiональних просторах, зокрема, в просторах Орлича
LU (T) та просторах C(T) розглядались в книзi [5] та роботах [6]–[11]. В роботах [12]
та [13] побудовано моделi випадкових процесiв з простору DV,W , а моделi процесiв
з простору Fψ(Ω) отриманi в роботi [14].
Дана робота присвячена побудовi моделi гауссового однорiдного та iзотропного

випадкового поля, яка наближає його з заданою надiйнiстю та точнiстю в просторi
Lp(T), p ≥ 1. Запропоновано побудову моделi гауссового неперервного в середньому
квадратичному, однорiдного та iзотропного випадкового поля.
Робота складається з вступу, чотирьох роздiлiв та висновкiв. У другому роздiлi

наведено основнi означення та теореми, якi використовуються у роботi. Третiй роз-
дiл присвячений побудовi моделi однорiдного та iзотропного випадкового поля. У
четвертому роздiлi знайдено новi оцiнки для функцiй Бесселя. Питання точностi та
надiйностi моделювання випадкових полiв розглянуто в п’ятому роздiлi.

2. Необхiднi означення та властивостi.

2.1. Субгауссовi випадковi величини та їх властивостi. Нехай {Ω,B, P} —
стандартний ймовiрнiсний простiр.
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Означення 2.1 ([15]). Випадкову величину ξ будемо називати субгаусовою, якщо
знайдеться таке a ≥ 0, що для всiх λ ∈ R виконується нерiвнiсть

E exp{λξ} ≤ exp
{

a2λ2

2

}
.

Простiр усiх субгаусових випадкових величин, заданих на стандартному ймовiр-
нiсному просторi {Ω,B, P}, будемо позначати Sub(Ω). Простiр Sub(Ω) — простiр

Банаха з нормою τ(ξ) = supλ�=0

[
2 ln E exp{λξ}

λ2

] 1
2
.

Лема 2.1 ([15]). Нехай ξ1, ξ2, . . . , ξn — незалежнi субгаусовi випадковi величини.
Тодi

τ2

(
n∑

k=1

ξk

)
≤

n∑
k=1

τ2(ξk).

Лема 2.2 ([15]). Нехай ξ — центрована випадкова величина, така що E ξ2k+1 = 0

i θ(ξ) = supk≥1

[
2kk!
(2k)! E ξ2k

] 1
2k

< ∞. Тодi ξ ∈ Sub(Ω) i τ(ξ) ≤ θ(ξ).

2.2. Однорiднi та iзотропнi випадковi поля.

Означення 2.2 ([16]). Випадкове поле X = {X(t), t ∈ R2} називається однорiдним
в широкому розумiннi в R2, якщо E X(t) = const, t ∈ R2, та

EX(t)X(s) = B(t − s) =
∫
R2

ei(λ,t−s) dF (λ), t, s ∈ R2.

Означення 2.3 ([16]). Нехай SO(2) група обертаньR2 навколо початку координат.
Однорiдне випадкове поле X(t), t ∈ R2, називається iзотропним, якщо для кожного
елемента g з групи SO(2) для будь-яких t, s ∈ R2 виконується спiввiдношення

EX(t)X(s) = E X(gt)X(gs).

3. Побудова моделi однорiдного та iзотропного випадкового поля

Нехай X = {X(t, x), t ∈ R, x ∈ [0, 2π]} — неперервне в середньому квадратичному,
дiйсне, гауссове, однорiдне та iзотропне випадкове поле на R2. Тодi легко отримати,
подiбно до того як це робилось для комплексного поля в [16], таке зображення

X(t, x) =
∞∑

k=1

cos(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ) +
∞∑

k=1

sin(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη2,k(λ), (1)

де ηi,k(λ), i = 1, 2, k = 1, . . . ,∞, — незалежнi гауссовi процеси з незалежними
приростами, E ηi,k(λ) = 0, E(ηi,k(b) − ηi,k(c))2 = F (b) − F (c), b > c, F (λ) — спе-
ктральна функцiя поля, а Jk(u) — функцiя Бесселя. З [17] вiдомо, що Jk(u) =
1
π

∫ π

0
cos(kϕ − u sinϕ) dϕ.

Побудуємо деяке розбиття L = {λ0, . . . , λN} множини [0,∞) таке, що λ0 = 0,
λl < λl+1, λN−1 = Λ, λN = ∞ та C = max0<l≤N−2

λl+1
λl

< ∞.
За модель поля X(t, x) будемо брати

X̂(t, x) =
M∑

k=1

cos(kx)
N−1∑
l=0

η1,k,lJk(tζl) +
M∑

k=1

sin(kx)
N−1∑
l=0

η2,k,lJk(tζl),

де ηi,k,l, i = 1, 2 — незалежнi гауссовi випадковi величини, ηi,k,l =
∫ λl+1

λl
dηi,k(λ) такi,

що E ηi,k,l = 0, E η2
i,k,l = F (λl+1) − F (λl) = b2

l , ζl — незалежнi випадковi величини,
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що незалежать вiд ηi,k,l та приймають значення на вiдрiзках [λl, λl+1], b2
l > 0 такi,

що

Fl(λ) = P{ζl < λ} =
F (λ) − F (λl)

F (λl+1) − F (λl)
.

Якщо b2
l = 0, тодi ζl = 0 з ймовiрнiстю одиниця. Для простоти вважатимемо, що

b2
l > 0, l = 0, 1, . . . , N − 1.
Отже X̂(t, x) матиме вигляд

X̂(t, x) =
M∑

k=1

cos(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

Jk(tζl) dη1,k(λ)+
M∑

k=1

sin(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

Jk(tζl) dη2,k(λ).

(2)
Зауважимо, що X(t, x) можна зобразити у виглядi

X(t, x) =
∞∑

k=1

cos(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

Jk(tλ) dη1,k(λ) +
∞∑

k=1

sin(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

Jk(tλ) dη2,k(λ).

4. Попереднi результати.

Позначимо
χM (t, x) = X(t, x) − X̂(t, x)

=
M∑

k=1

cos(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl)) dη1,k(λ)

+
∞∑

k=M+1

cos(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ)

+
M∑

k=1

sin(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl)) dη2,k(λ)

+
∞∑

k=M+1

sin(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη2,k(λ)

=: χM,1(t, x) + χM,2(t, x).

(3)

Тодi
τ(χM (t, x)) ≤ τ(χM,1(t, x)) + τ(χM,2(t, x)), (4)

а

τ2(χM,1(t, x)) ≤ τ2

(
M∑

k=1

cos(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl)) dη1,k(λ)

)

+ τ2

( ∞∑
k=M+1

cos(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ)

)
,

τ2(χM,2(t, x)) ≤ τ2

(
M∑

k=1

sin(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl)) dη2,k(λ)

)

+ τ2

( ∞∑
k=M+1

sin(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη2,k(λ)

)
.

Лема 4.1. Для будь-яких 1
2 < α ≤ 1 має мiсце наступне спiввiдношення

|Jk(u)| ≤ 21−α|u|απα 1
kα

.
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Доведення.

|Jk(u)| =
1
π

∣∣∣∣
∫ π

0

cos(kϕ − u sinϕ) dϕ

∣∣∣∣
=

1
π

∣∣∣∣
∫ π

0

cos(kϕ) cos(u sinϕ) dϕ +
∫ π

0

sin(kϕ) sin(u sin ϕ) dϕ

∣∣∣∣
=

1
π
|I1 + I2| ≤ 1

π
(|I1| + |I2|).

Оскiльки в I1 пiдiнтегральна функцiя парна та перiодична з перiодом 2π, то
можна здiйснити наступнi перетворення

I1 =
∫ π

0

cos(kϕ) cos(u sin ϕ)dϕ =
1
2

∫ π

−π

cos(kϕ) cos(u sinϕ) dϕ

=
1
2

∫ π

−π

cos
(
k
(
ϕ +

π

k

))
cos

(
u sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ

=
1
2

∫ π

−π

cos(kϕ + π) cos
(
u sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ

= −1
2

∫ π

−π

cos(kϕ) cos
(
u sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ.

Тодi iнтеграл I1 можна записати у виглядi

I1 = −1
4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos
(
u sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ +

1
4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos(u sinϕ) dϕ

Знайдемо оцiнку для iнтегралу |I1|.

|I1| =
∣∣∣∣−1

4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos
(
u sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ +

1
4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos(u sin ϕ)dϕ

∣∣∣∣
≤ 1

4

∫ π

−π

∣∣∣cos(kϕ)
(
cos(u sin ϕ) − cos

(
u sin

(
ϕ +

π

k

)))∣∣∣ dϕ

=
1
4

∫ π

−π

∣∣∣∣∣cos(kϕ) · 2 sin

(
u
(
sin

(
ϕ + π

k

)− sin ϕ
)

2

)

× sin

(
u
(
sin

(
ϕ + π

k

)
+ sin ϕ

)
2

)∣∣∣∣∣ dϕ

≤ 1
2

∫ π

−π

∣∣∣∣sin
(

u(sin(ϕ + π
k ) − sin ϕ)
2

)∣∣∣∣ dϕ ≤ 1
2

∫ π

−π

∣∣∣u
2

∣∣∣α ∣∣∣sin(ϕ +
π

k

)
− sin ϕ

∣∣∣α dϕ

=
1
2

∫ π

−π

∣∣∣u
2

∣∣∣α
∣∣∣∣2 cos

(
2ϕ + π

k

2

)
· sin π

2k

∣∣∣∣
α

dϕ

≤ 1
2

∫ π

−π

|u|α
∣∣∣sin π

2k

∣∣∣α dϕ = |u|α · π
∣∣∣sin π

2k

∣∣∣α ≤ π · |u|α
( π

2k

)α

.

Для iнтегралу I2 справджуватимуться наступнi рiвностi

I2 =
∫ π

0

sin(kϕ) sin(u sinϕ) dϕ =
1
2

∫ π

−π

sin (kϕ) sin (u sinϕ) dϕ

=
1
2

∫ π

−π

sin
(
k
(
ϕ +

π

k

))
sin

(
u sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ
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=
1
2

∫ π

−π

sin (kϕ − π)) sin
(
u sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ

= −1
2

∫ π

−π

sin (kϕ) sin
(
u sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ.

Аналогiчно як i в першому випадку, I2 матиме наступний вигляд

I2 = −1
4

∫ π

−π

sin(kϕ) sin
(
u sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ +

1
4

∫ π

−π

sin(kϕ) sin(u sinϕ) dϕ,

тодi для |I2| буде справедлива наступна нерiвнiсть

|I2| ≤ π · |u|α
( π

2k

)α

.

Звiдси

|Jk(u)| =
1
π
|I1 + I2| ≤ 1

π

(
π · |u|α

( π

2k

)α

+ π · |u|α
( π

2k

)α)
= 21−α · |u|απα · 1

kα
,

де 1
2 < α ≤ 1. �

Лема 4.2. Для будь-яких 1
2 < α ≤ 1 справедлива наступна нерiвнiсть

|Jk(tλ) − Jk(tu)| ≤ 41−αtα|λ − u|απα · 1
kα

(
1 +

tα|λ + u|α
2α

)
.

Доведення. Використовуючи значення iнтегралiв I1 та I2 (див. доведення леми 4.1)
отримаємо

|Jk(tλ) − Jk(tu)| =
1
π

∣∣∣∣∣
(
−1

4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos
(
tλ sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ

+
1
4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos(tλ sin ϕ) dϕ

+
1
4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos
(
tu sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ

− 1
4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos(tu sinϕ) dϕ

)

+
(
−1

4

∫ π

−π

sin(kϕ) sin
(
tλ sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ

+
1
4

∫ π

−π

sin(kϕ) sin(tλ sin ϕ) dϕ

+
1
4

∫ π

−π

sin(kϕ) sin
(
tu sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ

− 1
4

∫ π

−π

sin(kϕ) sin(tu sin ϕ) dϕ

)∣∣∣∣∣
=

1
π
|S1 + S2| ≤ 1

π
(|S1| + |S2|) .



166 Н. В. ТРОШКI

Знайдемо оцiнку для виразу |S1|:

|S1| =
∣∣∣∣−1

4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos
(
tλ sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ

+
1
4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos(tλ sin ϕ) dϕ +
1
4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos
(
tu sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ

− 1
4

∫ π

−π

cos(kϕ) cos(tu sinϕ) dϕ

∣∣∣∣
≤ 1

4

∫ π

−π

|cos(kϕ)|
∣∣∣cos(tλ sin ϕ) − cos(tu sin ϕ)

−
(
cos

(
tλ sin

(
ϕ +

π

k

))
− cos

(
tu sin

(
ϕ +

π

k

)))∣∣∣ dϕ

=
1
2

∫ π

−π

|cos(kϕ)|
∣∣∣∣∣sin t(u + λ) sin ϕ

2
sin

t(u − λ) sin ϕ

2

− sin
t(u + λ) sin

(
ϕ + π

k

)
2

sin
t(u − λ) sin(ϕ + π

k )
2

∣∣∣∣∣ dϕ

=
1
2

∫ π

−π

|cos(kϕ)|
∣∣∣∣∣sin t(u + λ) sin ϕ

2

(
sin

t(u − λ) sin ϕ

2
− sin

t(u − λ) sin
(
ϕ + π

k

)
2

)

+ sin
t(u − λ) sin

(
ϕ + π

k

)
2

×
(

sin
t(u + λ) sin ϕ

2
− sin

t(u + λ) sin
(
ϕ + π

k

)
2

)∣∣∣∣∣ dϕ

=
∫ π

−π

|cos(kϕ)|
∣∣∣∣sin t(u + λ) sin ϕ

2
· cos

t(u − λ)(sin ϕ + sin(ϕ + π
k ))

4

× sin
t(u − λ)(sin ϕ − sin(ϕ + π

k ))
4

+ sin
t(u − λ) sin(ϕ + wπ

k )
2

· cos
t(u + λ)(sin ϕ + sin(ϕ + π

k ))
4

× sin
t(u + λ)(sin ϕ − sin(ϕ + π

k ))
4

∣∣∣∣ dϕ

≤
∫ π

−π

(∣∣∣∣sin t(u − λ)(sin ϕ − sin(ϕ + π
k ))

4

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣sin t(u − λ) sin(ϕ + π

k )
2

sin
t(u + λ)(sin ϕ − sin(ϕ + π

k ))
4

∣∣∣∣
)

dϕ

≤ 2π

(
tα|λ − u|α ( π

2k

)α

2α
+

tα|λ − u|αtα|λ + u|α ( π
2k

)α

2α · 2α

)

= 2π

(
t

2

)α

|λ − u|α
( π

2k

)α
(

1 +
tα|λ + u|α

2α

)
.

Аналогiчно, як i в першому випадку, знайдемо оцiнку для |S2|

|S2| =
∣∣∣∣−1

4

∫ π

−π

sin(kϕ) sin
(
tλ sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ +

1
4

∫ π

−π

sin(kϕ) sin(tλ sin ϕ) dϕ

+
1
4

∫ π

−π

sin(kϕ) sin
(
tu sin

(
ϕ +

π

k

))
dϕ − 1

4

∫ π

−π

sin(kϕ) sin(tu sinϕ) dϕ

∣∣∣∣
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≤ 1
4

∫ π

−π

| sin(kϕ)|
∣∣∣(sin(tλ sin ϕ) − sin(tu sinϕ))

−
(
sin

(
tλ sin

(
ϕ +

π

k

))
− sin

(
tu sin

(
ϕ +

π

k

)))∣∣∣ dϕ

=
1
2

∫ π

−π

| sin(kϕ)|
∣∣∣∣cos

t(λ + u) sin ϕ

2
sin

t(λ − u) sinϕ

2

− cos
t(λ + u) sin(ϕ + π

k )
2

sin
t(λ − u) sin(ϕ + π

k )
2

∣∣∣∣ dϕ

=
1
2

∫ π

−π

| sin(kϕ)|
∣∣∣∣cos

t(λ + u) sin ϕ

2

(
sin

t(λ − u) sinϕ

2
− sin

t(λ − u) sin(ϕ + π
k )

2

)

+ sin
t(λ − u) sin(ϕ + π

k )
2

×
(

cos
t(λ + u) sinϕ

2
− cos

t(λ + u) sin(ϕ + π
k )

2

)∣∣∣∣ dϕ

≤
∫ π

−π

| sin(kϕ)|
(∣∣∣∣∣cos

t(λ + u) sinϕ

2
cos

t(λ − u)
(
sin ϕ + sin

(
ϕ + π

k

))
4

× sin
t(λ − u)

(
sin ϕ − sin

(
ϕ + π

k

))
4

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣sin t(λ − u) sin
(
ϕ + π

k

)
2

sin
t(λ + u)

(
sin ϕ + sin

(
ϕ + π

k

))
4

× sin
t(λ + u)

(
sin

(
ϕ + π

k

)− sin ϕ
)

4

∣∣∣∣∣
)

dϕ

≤
∫ π

−π

(∣∣∣∣sin t(λ − u)(sin ϕ − sin(ϕ + π
k ))

4

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣sin t(λ − u) sin(ϕ + π

k )
2

sin
t(λ + u)(sin(ϕ + π

k ) − sin ϕ)
4

∣∣∣∣
)

dϕ

≤ 2π

(
tα|λ − u|α ( π

2k

)α

2α
+

tα|λ − u|αtα|λ + u|α ( π
2k

)α

2α · 2α

)

= 2π

(
t

2

)α

|λ − u|α
( π

2k

)α
(

1 +
tα|λ + u|α

2α

)
.

Тодi матимемо

|Jk(tλ) − Jk(tu)| ≤ 2
(

t

2

)α

|λ − u|α
( π

2k

)α
(

1 +
tα|λ + u|α

2α

)

+ 2
(

t

2

)α

|λ − u|α
( π

2k

)α
(

1 +
tα|λ + u|α

2α

)

= 41−αtα|λ − u|απα · 1
kα

(
1 +

tα|λ + u|α
2α

)
. �

Лема 4.3. Для будь-яких 1
2 < α ≤ 1 мають мiсце спiввiдношення

τ2

(
M∑

k=1

cos(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl)) dη1,k(λ)

)
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≤ 1
2α − 1

(
2α − 1

M2α−1

)
2 · 42(1−α)π2αt2α

×
N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α

(
b2
l +

(
t(1 + C)

2

)2α ∫ λl+1

λl

λ2αdF (λ)

)

+ 4M(F (+∞) − F (Λ)),

τ2

(
M∑

k=1

sin(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl)) dη2,k(λ)

)

≤ 1
2α − 1

(
2α − 1

M2α−1

)
2 · 42(1−α)π2αt2α

×
N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α

(
b2
l +

(
t(1 + C)

2

)2α ∫ λl+1

λl

λ2αdF (λ)

)

+ 4M(F (+∞) − F (Λ)),

де C = max0<l≤N−2
λl+1
λl

.

Доведення.

τ2

(
M∑

k=1

cos(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl))dη1,k(λ)

)

≤
M∑

k=1

N−1∑
l=0

τ2

(∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl))dη1,k(λ)

)

≤
M∑

k=1

N−1∑
l=0

θ2(
∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl))dη1,k(λ))

=
M∑

k=1

N−1∑
l=0

sup
m≥1

⎡
⎣2m · m!

(2m)!
E

(∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl))dη1,k(λ)

)2m
⎤
⎦

1
m

.

Використовуючи те, що для центрованої гауссової випадкової величини ξ E ξ = 0,
E ξ2k+1 = 0, E ξ2k = (2k)!

2k·k!σ
2k та те, що випадковi величини ζl не залежать вiд ηi,k(λ),

i = 1, 2, тодi з теореми Фубiнi (Eζl
— умовне математичне сподiвання вiдносно ζl)

та леми 4.2, отримаємо

E

(∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl)) dη1,k(λ)

)2m

= EEζl

(∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl)) dη1,k(λ)

)2m

≤ (2m)!
2m · m!

E

(∫ λl+1

λl

|Jk(tλ) − Jk(tζl)|2 dF (λ)

)m

≤ (2m)!
2m · m!

E

(∫ λl+1

λl

(
41−αtα|λ − ζl|απα · 1

kα

(
1 +

tα|λ + ζl|α
2α

))2

dF (λ)

)m

=
(2m)!

2m · m!
42m(1−α)t2mαπ2mα

(
1
k

)2mα

× E

(∫ λl+1

λl

|λ − ζl|2α

(
1 +

tα|λ + ζl|α
2α

)2

dF (λ)

)m
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=
(2m)!

2m · m!
· 42m(1−α)t2mαπ2mα

(
1
k

)2mα

×
∫ λl+1

λl

(∫ λl+1

λl

|λ − u|2α

(
1 +

tα|λ + u|α
2α

)2

dF (λ)

)m

dFl(u)

≤ (2m)!
2m · m!

· 42m(1−α)t2mαπ2mα

(
1
k

)2mα

|λl+1 − λl|2mα

×
∫ λl+1

λl

(∫ λl+1

λl

(
1 +

tαλα|1 + u
λ |α

2α

)2

dF (λ)

)m

dFl(u)

≤ (2m)!
2m · m!

· 42m(1−α)t2mαπ2mα

(
1
k

)2mα

|λl+1 − λl|2mα

×
⎛
⎝∫ λl+1

λl

(
1 +

tαλα|1 + λl+1
λl

|α
2α

)2

dF (λ)

⎞
⎠

m

≤ (2m)!
2m · m!

· 42m(1−α)t2mαπ2mα

(
1
k

)2mα

|λl+1 − λl|2mα

×
(∫ λl+1

λl

(
2 + 2 · t2αλ2α(1 + C)2α

22α

)
dF (λ)

)m

=
(2m)!

2m · m!
· 42m(1−α)t2mαπ2mα

(
1
k

)2mα

|λl+1 − λl|2mα

×
(

2b2
l + 2 ·

(
t(1 + C)

2

)2α ∫ λl+1

λl

λ2αdF (λ)

)m

.

Зауважимо, що(∫ ∞

Λ

(∫ ∞

Λ

|Jk(tλ) − Jk(tu)|2 dF (λ)
)m

dFl(u)
) 1

m

=

(∫ ∞

Λ

(∫ ∞

Λ

∣∣∣∣ 1π
(∫ π

0

cos(kϕ − tλ sin ϕ) dϕ

−
∫ π

0

cos(kϕ − tu sinϕ) dϕ

)∣∣∣∣
2

dF (λ)

)m

dFl(u)

) 1
m

≤
(∫ ∞

Λ

(∫ ∞

Λ

(
1
π

∫ π

0

∣∣cos(kϕ − tλ sin ϕ)

− cos(kϕ − tu sinϕ)
∣∣ dϕ

)2

dF (λ)

)m

dFl(u)

) 1
m

=

(∫ ∞

Λ

(∫ ∞

Λ

(
1
π

∫ π

0

∣∣∣∣2 sin
(

kϕ − t(λ + u) sinϕ

2

)

× sin
(

t(λ − u) sin ϕ

2

)∣∣∣∣ dϕ

)2

dF (λ)

)m

dFl(u)

) 1
m

≤ 4
(∫ ∞

Λ

(∫ ∞

Λ

dF (λ)
)m

dFl(u)
) 1

m

= 4(F (+∞) − F (Λ)).
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Звiдси

τ2

(
M∑

k=1

cos(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl))dη1,k(λ)

)

≤ 42(1−α)t2απ2α

×
M∑

k=1

N−1∑
l=0

1
k2α

× sup
m≥1

(∫ λl+1

λl

(∫ λl+1

λl

|λ − u|2α

(
1 +

tα|λ + u|α
2α

)2

dF (λ)

)m

dFl(u)

) 1
m

≤
M∑

k=1

1
k2α

· 2 · 42(1−α)t2απ2α

×
N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α

(
b2
l +

(
t(1 + C)

2

)2α ∫ λl+1

λl

λ2αdF (λ)

)

+ 4
M∑

k=1

(F (+∞) − F (Λ)).

Оскiльки ряд
∑M

k=1
1

k2α , де 1
2 < α ≤ 1, можна оцiнити наступним чином

M∑
k=1

1
k2α

≤ 1 +
M∑

k=2

∫ k

k−1

1
x2α

dx = 1 +
∫ M

1

1
x2α

dx = 1 +
x1−2α

1 − 2α

∣∣∣∣
M

1

=
2α

2α − 1
− 1

(2α − 1)M2α−1
,

тодi

τ2

(
M∑

k=1

cos(kx)
N−1∑
l=0

∫ λl+1

λl

(Jk(tλ) − Jk(tζl)) dη1,k(λ)

)

≤ 1
2α − 1

(
2α − 1

M2α−1

)
2 · 42(1−α)t2απ2α

×
N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α

(
b2
l +

(
t(1 + C)

2

)2α ∫ λl+1

λl

λ2αdF (λ)

)

+ 4M(F (+∞) − F (Λ)).
Друга нерiвнiсть доводиться аналогiчно. �

Лема 4.4. Нехай при 1
2 < α ≤ 1 збiгається iнтеграл

∫∞
0

λ2α dF (λ) < ∞, тодi
мають мiсце наступнi нерiвностi

τ2

( ∞∑
k=M+1

cos(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ)

)

≤ 22(1−α)t2απ2α 1
(2α − 1)M2α−1

(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
)

,

τ2

( ∞∑
k=M+1

sin(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη2,k(λ)

)

≤ 22(1−α)t2απ2α 1
(2α − 1)M2α−1

(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
)

.
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Доведення.

τ2

( ∞∑
k=M+1

cos(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ)

)

≤
∞∑

k=M+1

τ2

(∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ)
)

≤
∞∑

k=M+1

θ2

(∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ)
)

=
∞∑

k=M+1

sup
m≥1

[
2m · m!
(2m)!

E

(∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ)
)2m

] 1
m

.

Використавши лему 4.1, ми отримаємо

E

(∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ)
)2m

≤ (2m)!
2m · m!

(∫ ∞

0

|Jk(tλ)|2 dF (λ)
)m

≤ (2m)!
2m · m!

(∫ ∞

0

(
21−α|tλ|απα · 1

kα

)2

dF (λ)

)m

=
(2m)!

2m · m!
· 22m(1−α)t2mαπ2mα

k2mα

(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
)m

.

Звiдси

τ2

( ∞∑
k=M+1

cos(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ)

)
≤ 22(1−α)t2απ2α

∞∑
k=M+1

1
k2α

(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
)

.

Оскiльки ряд
∑∞

k=M+1
1

k2α , де 1
2 < α ≤ 1, можна оцiнити наступним чином

∞∑
k=M+1

1
k2α

≤
∞∑

k=M+1

∫ k

k−1

1
x2α

dx =
∫ ∞

M

1
x2α

dx =
x1−2α

1 − 2α

∣∣∣∣
∞

M

=
1

(2α − 1)M2α−1
,

то

τ2

( ∞∑
k=M+1

cos(kx)
∫ ∞

0

Jk(tλ) dη1,k(λ)

)

≤ 22(1−α)t2απ2α 1
(2α − 1)M2α−1

(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
)

.

Друга нерiвнiсть доводиться аналогiчно. �

Теорема 4.1. Нехай X(t, x) та X̂(t, x) визначенi в (1) та (2) вiдповiдно i нехай
при 1

2 < α ≤ 1 збiгається iнтеграл
∫∞
0

λ2α dF (λ) < ∞. Тодi виконується

τ2(X(t, x) − X̂(t, x)) ≤ 4
2α − 1

(
2α − 1

M2α−1

)
2 · 42(1−α)t2απ2α

×
N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α

(
b2
l +

(
t(1 + C)

2

)2α ∫ λl+1

λl

λ2α dF (λ)

)

+ 16M(F (+∞)− F (Λ))

+ 22(1−α)t2απ2α 4
(2α − 1)M2α−1

(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
)

,

де C = max0<l≤N−2
λl+1
λl

.

Доведення. Доведення теореми 4.1 випливає з (3) та (4), а також з лем 4.3 та 4.4. �
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5. Точнiсть та надiйнiсть моделювання випадкових полiв.

Означення 5.1. ([5]) Нехай {T, B, μ} — вимiрний простiр. Випадкове поле X̂(t)
наближає поле X(t) з надiйнiстю (1− δ), 0 < δ < 1, та точнiстю ε > 0 в Lp(T), якщо
має мiсце наступна нерiвнiсть

P

{(∫
T

|X(t) − X̂(t)|p dμ(t)
) 1

p

> ε

}
≤ δ.

Теорема 5.1. Нехай X = {X(t), t ∈ T} — субгауссове випадкове поле, EX(t) = 0,
τ2(t) = τ2(X(t)) = E(X(t))2. Нехай iснує iнтеграл

∫
T

(
E(X(t))2

) p
2 dμ(t) < ∞, p ≥ 1.

Тодi з ймовiрнiстю 1 iснує
∫

T
|X(t)|p dμ(t) < ∞, та для всiх ε таких, що ε > c

1
p
p p

1
2 ,

де cp =
∫

T
(τ(t))p

dμ(t) має мiсце така нерiвнiсть

P
{‖X(t)‖Lp > ε

} ≤ 2 exp

⎧⎨
⎩− ε2

2c
2
p
p

⎫⎬
⎭ .

Теорема 5.1 є частинним випадком теореми 2.1 з [18].

Теорема 5.2. Нехай при 1
2 < α ≤ 1 збiгається iнтеграл

∫∞
0 λ2α dF (λ) < ∞ i нехай

в моделi X̂(t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 2π], що визначена в (2), розбиття L таке, що
має мiсце наступна нерiвнiсть

I ≤ εp

max
((

2 ln 2
δ

) p
2 , p

p
2

) ,

де

I =
T pα+1

pα + 1

(
2pD3

p

(2α − 1)
p
2

(
2α − 1

M2α−1

) p
2

2
p
2 +1 · 4p(1−α)πpα+1

(
N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2αb2
l

) p
2

+ Dp2p(1−α)+1πpα+1

(
4

(2α − 1)M2α−1

) p
2
(∫ ∞

0

λ2αdF (λ)
) p

2
)

+
T 2pα+1

2pα + 1
2pD3

p

(2α − 1)
p
2

(
2α − 1

M2α−1

) p
2

2
p
2 +1 · 4p(1−α)πpα+1

(
1 + C

2

)pα

×
(

N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α ·
∫ λl+1

λl

λ2αdF (λ)

) p
2

+ T · 22p+1πD2
pM

p
2 (F (+∞) − F (Λ))

p
2 ,

C = max
0<l≤N−2

λl+1

λl
, Dp =

{
1, при 0 < p

2 ≤ 1,
2

p
2−1, при p

2 > 1.

Тодi ця модель наближається до гауссового поля X(t, x) з надiйнiстю 1 − δ,
0 < δ < 1, та точнiстю ε > 0 у просторi Lp(T), p ≥ 1.

Доведення. Якщо

ε >

(∫ T

0

∫ 2π

0

(
τ(X(t, x) − X̂(t, x))

)p

dx dt

) 1
p

· p 1
2 ,
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то за теоремою 5.1 та означенням 5.1 маємо

P
{
‖ X(t, x) − X̂(t, x) ‖Lp> ε

}
≤ 2 exp

⎧⎨
⎩− ε2

2c
2
p
p

⎫⎬
⎭ ≤ δ,

де cp =
∫ T

0

∫ 2π

0

(
τ(X(t, x) − X̂(t, x))

)p
dx dt.

Oстання нерiвнiсть справедлива тодi, коли виконується наступна умова∫ T

0

∫ 2π

0

(
τ(X(t, x) − X̂(t, x))

)p

dx dt ≤ εp(
2 ln 2

δ

) p
2
.

Оскiльки має мiсце (a + b)
p
2 ≤ Dp(a

p
2 + b

p
2 ), де

Dp =

{
1, при p

2 ≤ 1,
2

p
2−1, при p

2 > 1,

то за теоремою 4.1(
τ(X(t, x) − X̂(t, x))

)p

≤
[

4
2α − 1

(
2α − 1

M2α−1

)
2 · 42(1−α)t2απ2α

×
N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α

(
b2
l +

(
t(1 + C)

2

)2α ∫ λl+1

λl

λ2α dF (λ)

)

+ 16M(F (+∞) − F (Λ))

+ 22(1−α)t2απ2α 4
(2α − 1)M2α−1

(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
)] p

2

≤ Dp

(
4

2α − 1

(
2α − 1

M2α−1

)
2 · 42(1−α)t2απ2α

×
N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α

(
b2
l +

(
t(1 + C)

2

)2α ∫ λl+1

λl

λ2α dF (λ)

)

+ 16M(F (+∞) − F (Λ))
) p

2

+ Dp2p(1−α)tpαπpα

(
4

(2α − 1)M2α−1

) p
2
(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
) p

2

≤ D2
p

⎛
⎝( 4

2α − 1

) p
2
(

2α − 1
M2α−1

) p
2

2
p
2 · 4p(1−α)tpαπpα

×
(

N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α

(
b2
l +

(
t(1 + C)

2

)2α ∫ λl+1

λl

λ2α dF (λ)

)) p
2

+ 4pM
p
2 (F (+∞) − F (Λ))

p
2

⎞
⎠

+ Dp2p(1−α)tpαπpα

(
4

(2α − 1)M2α−1

) p
2
(∫ ∞

0

λ2αdF (λ)
) p

2
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≤ D2
p

⎛
⎝ 2pDp

(2α − 1)
p
2

(
2α − 1

M2α−1

) p
2

2
p
2 · 4p(1−α)tpαπpα

×
⎛
⎝
(

N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2αb2
l

) p
2

+ tpα

(
1 + C

2

)pα
(

N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α

∫ λl+1

λl

λ2α dF (λ)

) p
2
⎞
⎠

+ 4pM
p
2 (F (+∞) − F (Λ))

p
2

⎞
⎠

+ Dp2p(1−α)tpαπpα

(
4

(2α − 1)M2α−1

) p
2
(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
) p

2

=

⎛
⎝ 2pD3

p

(2α − 1)
p
2

(
2α − 1

M2α−1

) p
2

2
p
2 · 4p(1−α)πpα

(
N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2αb2
l

) p
2

+ Dp2p(1−α)πpα

(
4

(2α − 1)M2α−1

) p
2
(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
) p

2

⎞
⎠tpα

+
2pD3

p

(2α − 1)
p
2

(
2α − 1

M2α−1

) p
2

2
p
2 · 4p(1−α)πpα

(
1 + C

2

)pα

×
(

N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α

∫ λl+1

λl

λ2α dF (λ)

) p
2

t2pα

+ 4pD2
pM

p
2 (F (+∞) − F (Λ))

p
2 .

Тодi∫ T

0

∫ 2π

0

(
τ(X(t, x) − X̂(t, x))

)p

dx dt

≤ T pα+1

pα + 1

⎛
⎝ 2pD3

p

(2α − 1)
p
2

(
2α − 1

M2α−1

) p
2

× 2
p
2 +1 · 4p(1−α)πpα+1

(
N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2αb2
l

) p
2

+ Dp2p(1−α)+1πpα+1

(
4

(2α − 1)M2α−1

) p
2
(∫ ∞

0

λ2αdF (λ)
) p

2

⎞
⎠

+
T 2pα+1

2pα + 1
2pD3

p

(2α − 1)
p
2

(
2α − 1

M2α−1

) p
2

2
p
2 +1 · 4p(1−α)πpα+1

(
1 + C

2

)pα

×
(

N−2∑
l=0

|λl+1 − λl|2α ·
∫ λl+1

λl

λ2α dF (λ)

) p
2

+ T · 22p+1πD2
pM

p
2 (F (+∞) − F (Λ))

p
2

= I. �
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Наслiдок 5.1. Нехай розбиття L = {λ0, . . . , λN} множини [0,∞) таке, що λl <
λl+1 та λl+1 − λl = Λ

N−1 . Тодi теорема 5.2 виконуватиметься для

I =
(

Λ
N − 1

)pα

· A +
(

1
M2α−1

) p
2

· B + (F (+∞) − F (Λ))
p
2 · H,

де

A = 2pD3
p

(
2α

2α − 1

) p
2

2
p
2 +1 · 4p(1−α)πpα+1

×
⎛
⎝ T pα+1

pα + 1
+
(

3
2

)pα
(∫ Λ

0

λ2α dF (λ)

) p
2

T 2pα+1

2pα + 1

⎞
⎠ ,

B =
2pDp

(2α − 1)
p
2
2p(1−α)+1πpα+1

(∫ ∞

0

λ2α dF (λ)
) p

2

· T pα+1

pα + 1
,

H = 22p+1 · D2
p · π · M p

2 · T.

6. Висновки

В данiй роботi побудовано модель гауссового однорiдного та iзотропного випад-
кового поля. Також знайдено оцiнки за якими ця модель наближає поле з заданою
надiйнiстю та точнiстю в просторi Lp(T), p ≥ 1.
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