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НАБЛИЖЕННЯ ВIНЕРIВСЬКОГО ПРОЦЕСУ IНТЕГРАЛАМИ ВIД
СТЕПЕНЕВИХ ФУНКЦIЙ ЗI СТАЛИМ ПОКАЗНИКОМ ЗА

ДРОБОВИМ БРОУНIВСЬКИМ РУХОМ
УДК 519.21

О. Л. БАННА, Ю. С. МIШУРА I С. В. ШКЛЯР

Анотацiя. Знайдено найкраще рiвномiрне наближення вiнерiвського процесу в просторi

L∞([0, T ];L2(Ω))

iнтегралами вiд невипадкових функцiй
∫ t
0 f(s) dBH

s , де {BH
t , t ∈ [0, T ]} — дробовий броунiвський

рух, f — функцiя виду f(s) = k · sα, k > 0, s ∈ [0, T ], α = H − 1/2, H — iндекс Хюрста дробового
броунiвського руху.

Abstract. The best uniform approximation of Wiener process in the space L∞([0, T ]; L2(Ω)) by

integrals of the form
∫ t
0 f(s) dBH

s , where {BH
t , t ∈ [0, T ]} is fractional Brownian motion, f is a function

f(s) = k · sα, k > 0, s ∈ [0, T ], α = H − 1/2, H is Hurst index of fractional Brownian motion, is
established.

Аннотация. Найдено наилучшее равномерное приближение винеровского процесса в пространс-
тве L∞([0, T ]; L2(Ω)) интегралами от неслучайных функций

∫ t
0

f(s) dBH
s , где {BH

t , t ∈ [0, T ]} —
дробное броуновское движение, f – функция вида f(s) = k · sα, k > 0, s ∈ [0, T ], α = H − 1/2,
H — индекс Хюрста дробного броуновского движения.

1. Вступ

Розглянемо дробовий броунiвський рух з iндексом Хюрста H ∈ (0, 1).

Означення 1.1. Дробовим броунiвським рухом (ДБР) з iндексом ХюрстаH ∈ (0, 1)
називається гауссiв процес {BH

t , t ≥ 0} з середнiм EBH
t = 0 i коварiацiєю EBH

t BH
s =

1
2 (t2H + s2H − |t − s|2H).

При H = 1/2 дробовий броунiвський рух є вiнерiвським процесом, при iнших H
вiн не є нi семiмартингалом, нi маркiвським процесом (див. наприклад [10]). Ми
будемо розглядати лише випадок, коли iндекс Хюрста H ∈ (1

2 , 1).
Виникає природне питання: чи можна наблизити ДБР в деякiй метрицi за допомо-

гою iнтегралiв за вiнерiвським процесом з невипадковими пiдiнтегральними функцi-
ями i навпаки, чи можна наблизити вiнерiвський процес iнтегралами за дробовим
броунiвським рухом з невипадковими пiдiнтегральними функцiями. Задачу набли-
ження дробового броунiвського руху розв’язано в роботах [1–8] та [12, 13]. В да-
нiй роботi, навпаки, розглянуто наближення вiнерiвського процесу iнтегралами вiд
невипадкових функцiй за дробовим броунiвським рухом.
У статтi [11] доведено, що на скiнченному iнтервалi ДБР {BH

t , t ∈ [0, T ]} допускає
зображення

BH
t =

∫ t

0

z(t, s) dWs, (1.1)
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де {Wt, t ∈ [0, T ]} – вiнерiвський процес,
z(t, s) =

(
H − 1

2

)
· cHs1/2−H

∫ t

s

uH−1/2(u − s)H−3/2 du

— ядро Вольтерра, стала

c
(1)
H =

(
2H · Γ (

3
2 − H

)
Γ

(
H + 1

2

)
Γ(2 − 2H)

)1/2

,

Γ(x), x > 0 — гамма-функцiя.
Розглянемо простiр функцiй

f ∈ LH
2 ([0, T ]) :=

{
f : [0, T ] → R

∣∣∣∣
∫ T

0

∫ T

0

|f(s)| · |f(u)| · |u − s|2H−2
du ds < ∞

}
з нормою (

H(2H − 1)
∫ T

0

∫ T

0

|f(s)| · |f(u)| · |u − s|2H−2 du ds

) 1
2

.

Це клас функцiй, якi можна iнтегрувати за дробовим броунiвським рухом з по-
казником Хюрста H . Поставимо задачу наступним чином: нехай f ∈ LH

2 ([0, T ]),
причому H ∈ (

1
2 , 1

)
. Треба знайти inff∈LH

2 ([0,T ]) sup0≤t≤T E(
∫ t

0
f(s) dBH

s − Wt)2, де
W — той самий вiнерiвський процес, що фiгурує в зображеннi (1.1).
Позначимо α = H − 1

2 i розглянемо ядро

Kf
H(t, s) := c(2)

α

∫ t

s

f(u) · uα(u − s)α−1 du,

де c
(2)
α =

(
(2α+1)α

(1−2α)B(1−2α,α)

)1/2

. Згiдно зi статтею [9], має мiсце рiвнiсть∫ t

0

f(s) dBH
s = (1 − 2α)1/2

∫ t

0

Kf
H(t, s)s−α dWs.

Поставлена задача в загальному виглядi є досить складною, тому будемо розгля-
дати частковий випадок, коли замiсть всього класу LH

2 [0, T ] iнфiмум береться по
всiх степеневих функцiях виглядуf(u) = kuα, k > 0. Знайдено ту функцiю, на якiй
iнфiмум досягається, та значення самого iнфiмуму. Зауважимо, що це значення не-
нульове.

2. Наближення вiнерiвського процесу iнтегралом вiд функцiї виду
f(u) = kuα, k > 0

З метою технiчного спрощення покладемо T = 1.

Теорема 2.1. Нехай f(u) — функцiя виду f(u) = kuα, k > 0.
1) Якщо H ∈ [H0, 1), де H0 ≈ 0.849278, то мiнiмум функцiї

max
t∈[0,1]

E

(∫ t

0

f(s) dBH
s − Wt

)2

досягається при k = kmin = (1−2α)
1
2 c(2)

α B(1−α,α)·(4α+1)
2α(2α+1)2·B(α+1,2α) та дорiвнює

1 −
(1 − 2α)

(
c
(2)
α

)2

B (1 − α, α)2 (4α + 1)

2α(2α + 1)3B(α + 1, 2α)
.

2) Якщо H ∈ (1
2 , H0), де H0 ≈ 0.849278, то

min
k

max
t∈[0,1]

(∫ t

0

f(s)dBH
s − Wt

)2

= min
k

max{f(α, k, 1), f(α, k, t1)},
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де

t1 =

⎛
⎜⎜⎝ 3Γ(3α)

2kΓ(2α)
·

√
(Γ(1 − α))3 −

√
Γ(1 − 2α) ·

(
(Γ(1−α))3

Γ(1−2α) − 2Γ(2α)
3Γ(3α)

)
√

α(2α + 1)Γ(α)Γ(1 − 2α)

⎞
⎟⎟⎠

1
2α

,

f(α, k, t) = 2α(2α + 1)k2 · B(α + 1, 2α)
t4α+1

4α + 1

− 2(1 − 2α)
1
2 c(2)

α B (1 − α, α) k · t2α+1

2α + 1
+ t.

Доведення. Розглянемо вiдстань в кожнiй точцi t ∈ [0, 1]:

E

(∫ t

0

f(s) dBH
s − Wt

)2

= E

(∫ t

0

f(s) dBH
s

)2

− 2 E

∫ t

0

f(s) dBH
s · Wt + t

= H(2H − 1)
∫ t

0

∫ t

0

f(s)f(u)|u − s|2H−2 du ds

− 2(1 − 2α)1/2

∫ t

0

Kf
H(t, s) · s−α ds + t.

(2.1)

Другий iнтеграл в правiй частинi (2.1) дорiвнює∫ t

0

Kf
H(t, s) · s−α ds = c(2)

α

∫ t

0

∫ t

s

f(u) · uα(u − s)α−1 du · s−α ds

= c(2)
α

∫ t

0

∫ u

0

(u − s)α−1 · s−α ds · f(u) · uα du

= c(2)
α B (1 − α, α)

∫ t

0

f(u)uα du,

де B(·, ·) — бета-функцiя.
Нехай f(u) = k · uα, тодi∫ t

0

f(u)uα du =
∫ t

0

k · u2α du = k · t2α+1

2α + 1
.

Перший iнтеграл в правiй частинi (2.1) можна перетворити наступним чином∫ t

0

∫ t

0

f(s)f(u)|u − s|2H−2 du ds

=
∫ t

0

∫ s

0

f(s)f(u)(s − u)2H−2 du ds +
∫ t

0

∫ t

s

f(s)f(u)(u − s)2H−2 du ds

= 2
∫ t

0

∫ s

0

f(u)(s − u)2H−2 du · f(s) ds.

Тому при f(u) = k · uα, k > 0, мають мiсце рiвностi∫ t

0

∫ t

0

f(s)f(u)|u − s|2H−2 du ds = 2
∫ t

0

∫ s

0

kuα(s − u)2H−2 du · ksα ds

= 2k2

∫ t

0

∫ s

0

uα(s − u)2α−1 du · sα ds

= 2k2 · B(α + 1, 2α)
∫ t

0

s4α ds

= 2k2 · B(α + 1, 2α)
t4α+1

4α + 1
.

(2.2)



16 О. Л. БАННА, Ю. С. МIШУРА I С. В. ШКЛЯР

Отже, враховуючи (2.2), вiдстань можна подати в наступному виглядi

E

(∫ t

0

f(s) dBH
s − Wt

)2

= 2α(2α + 1)k2 · B(α + 1, 2α)
t4α+1

4α + 1
− 2(1 − 2α)

1
2 c(2)

α B (1 − α, α) k · t2α+1

2α + 1
+ t

=: f(α, k, t).

Нашою метою є знаходження значення mink∈R maxt∈[0,1] f(α, k, t) при кожному
фiксованомуH ∈ (1

2 , 1), або що те саме, при кожному фiксованому α ∈ (0, 1/2). Щоб
з’ясувати, в якiй точцi t ∈ [0, 1] досягається максимум, продиференцiюємо функцiю
f(α, k, t) по t:

∂f(α, k, t)
∂t

= 2α(2α + 1)k2 · B(α + 1, 2α)t4α − 2(1 − 2α)
1
2 c(2)

α B (1 − α, α) k · t2α + 1,

зробимо замiну x := t2α i отримаємо квадратне рiвняння

2α(2α + 1)k2 · B(α + 1, 2α)x2 − 2(1 − 2α)
1
2 c(2)

α B (1 − α, α) k · x + 1 = 0. (2.3)

Знайдемо його дискримiнант:

D(0)(α) = 4(1 − 2α)
(
c(2)
α

)2

(B (1 − α, α))2 k2 − 8α(2α + 1)k2 · B(α + 1, 2α)

= 4k2

(
2Hα (Γ(1 − α))3 (Γ(α))2

Γ(1 − 2α)Γ(α)
− 2α(2α + 1)

Γ(α + 1)Γ(2α)
Γ(3α + 1)

)

= 4k2(2α + 1)Γ(α + 1)

(
(Γ(1 − α))3

Γ(1 − 2α)
− 2Γ(2α)

3Γ(3α)

)
.

(2.4)

Дослiдимо знак дискримiнанту D(0)(α) з (2.4). Для цього розглянемо окремо мно-
жник

D(1)(α) =
(Γ(1 − α))3

Γ(1 − 2α)
− 2Γ(2α)

3Γ(3α)
=

(Γ(1 − α))3

Γ(1 − 2α)
− Γ(2α + 1)

Γ(3α + 1)
,

що стоїть в дужках в правiй частинi (2.4). Його знак збiгається зi знаком дискримi-
нанту. Оскiльки limα→0 D(1)(α) = 0, то поведiнку бiля нуля треба вивчати додатково.
При α → 1/2 очевидно D(1)(α) → − 2

3Γ(3/2) , тобто при значеннях параметра Хюрста,
близьких до 1, дискримiнант вiд’ємний.
Вирази D(0)(α) та D(1)(α) мають такий самий знак, як i

D(4)(α) = 3 lnΓ(1 − α) − ln Γ(1 − 2α) − ln Γ(2α + 1) + ln Γ(3α + 1).

Скористаємось розкладом в ряд Тейлора

ln Γ(1 + z) = −γz +
∞∑

k=2

ζ(k)
k

(−z)k = −γz +
π2

12
z2 + o

(
z2

)
при z → 0. Отримаємо

D(4)(α) =
π2

3
α2 + o(α2)

при α → 0. Отже, при α близьких до 0 дискримiнант D(0)(α) додатний.
Для того, щоб довести, що iснує таке α0 ∈ (0, 1

2 ), що дискримiнант D(0)(α) дода-
тний на iнтервалi (0, α0) та вiд’ємний на iнтервалi (α0,

1
2 ), достатньо показати, що

D(4)(α)/α2 спадає на (0, 1
2 ).
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В наступних викладках скористаємось формулою Ньютона–Лейбнiца, формулою
iнтегрування частинами, а також тим, що ln Γ(1) = 0.

d

dα

(
D(4)(α)

α2

)
=

2ψ(1 − 2α) − 3ψ(1 − α) − 2ψ(2α + 1) + 3ψ(3α + 1)
α2

+ 2
(

ln Γ(1 − 2α) − 3 ln Γ(1 − α)
α3

+
2 lnΓ(1) + ln Γ(2α + 1) − ln Γ(3α + 1)

α3

)

=
2ψ(1 − 2α) + 3ψ(1 − α) − 2ψ(2α + 1) + 3ψ(3α + 1)

α2

+
1
α3

∫ 3α

−2α

ψ(1 + z)g1

( z

α

)
dz

=
1
α2

∫ 3α

−2α

ψ′(1 + z)g2

( z

α

)
dz =

1
α

∫ 3α

−2α

ψ′′(1 + z)g3

( z

α

)
dz

=
1
α

∫ 3α

−2α

ψ′′(1 + z)
(

g+
3

( z

α

)
− g−3

(
z

α
+

1
2

))
dz

+
1
α

∫ 0

−α/2

(
ψ′′

(
1 + z − α

2

)
− ψ′′(1 + z)

)
g−3

( z

α

)
dz < 0,

де ψ(x) = d
dx (ln Γ(x)) = Γ′(x)/Γ(x) — дигамма-функцiя,

g3(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−x2 − 2x, −2 < x < −1,

2x2 + x, −1 < x < 0,

x, 0 < x < 2,

−x2 + 3x, 2 < x < 3,

0, x > 3,

g2(x) = −g′3(x) (графiк на рис. 2), g1(x) = −g′2(x) (рис. 1), g+
3 (x) = max{g3(x), 0},

g−3 (x) = |min{g3(x), 0}|, бо на iнтервалi (0, +∞) тетрагамма-функцiя ψ′′(x) зростає
та набуває лише вiд’ємних значень та

g+
3 (x) − g−3 (x + 1

2 ) ≥ 0 при x ∈ (−2, 3).

Графiки функцiй g3(x) та g+
3 (x) − g−3 (x + 1

2 ) наведенi на рис. 3.

−2 −1 0 1 2 3

−4

−2

0

2

4

6

Рис. 1. Графiк фун-
кцiї g1(x).

−2 −1 0 1 2 3

−2

−1

0

1

2

3

Рис. 2. Графiк фун-
кцiї g2(x).
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−0.5
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0.5

1

1.5

2

2.5

3

Рис. 3. Графiки функцiй g3(x) (суцiльна лiнiя) та g+
3 (x)−g−3 (x+ 1

2 )
(пунктир, спiвпадає з g3(x) при x �∈ (−1, 0)).
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Рис. 4
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Рис. 5

Отже, D(4)(α)/α2 спадає на iнтервалi (0, 1
2 ). Рiвняння D(0)(α) = 0 має єдиний

корiнь α0 на iнтервалi (0, 1
2 ). Чисельно пораховано, що α0 ≈ 0.349278. При α ∈ (0, α0)

виконується нерiвнiсть D(0)(α) > 0. При α ∈ (α0,
1
2 ) маємо D(0)(α) < 0.

Наведемо графiк другої похiдної D(4)(α) як функцiї iндекса Хюрста H = α + 1
2 ∈(

1
2 , 1

)
, побудований у пакетi Математика (рис. 4). З цього графiка видно, що iснує

значення H = H2 ∈ (0.6, 0.7) таке, що при H ∈ (1
2 , H2) друга похiдна додатна, а

при H ∈ (H2, 1) вона вiд’ємна. Чисельно H2 ≈ 0.635256317. Звiдси робимо висновок,
що перша логарифмiчна похiдна зростає в деякому iнтервалi (1

2 , H1) i спадає при
H ∈ (H1, 1). Це, в свою чергу, означає, що дискримiнант є додатним на деякому
iнтервалi (1

2 , H0) i вiд’ємний на iнтервалi (H0, 1).
Наведемо графiк дискримiнанту D(0) з (2.4) як функцiї вiд H ∈ (

1
2 , 1

)
, побу-

дований у пакетi Математика (рис. 5). З цього графiка видно, що iснує значення
H = H0 ∈ (0.8, 0.9) таке, що для H ∈ (1

2 , H0) D(0) > 0, а для H ∈ (H0, 1) дискримi-
нант D(0) ≤ 0. Чисельно H0 ≈ 0.849278.
У випадку, коли D(0) ≤ 0, маємо ∂f(α,k,t)

∂t ≥ 0 та f(α, k, t) строго зростає по t;
отже maxt∈[0,1] f(α, k, t) = f(α, k, 1).
Тодi маємо

f(α, k, 1) = 2α(2α + 1)k2 · B(α + 1, 2α)
1

4α + 1

− 2(1 − 2α)
1
2 c(2)

α B (1 − α, α) k · 1
2α + 1

+ 1.

(2.5)
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Шукаємо точку мiнiмуму квадратного тричлена (2.5) вiд k:

kmin =
(1 − 2α)

1
2 c

(2)
α B (1 − α, α) · (4α + 1)

2α(2α + 1)2 · B(α + 1, 2α)
. (2.6)

Отже, для H ∈ [H0, 1), де H0 ≈ 0.849278

min
k

max
t

f(α, k, t) =
(1 − 2α)

(
c
(2)
α

)2

B (1 − α, α)2 (4α + 1)

2α(2α + 1)3B(α + 1, 2α)

−
(1 − 2α)

(
c
(2)
α

)2

B (1 − α, α)2 · (4α + 1)

α(2α + 1)3 · B(α + 1, 2α)
+ 1

= 1 −
(1 − 2α)

(
c
(2)
α

)2

B (1 − α, α)2 (4α + 1)

2α(2α + 1)3B(α + 1, 2α)
.

(2.7)

У випадку, коли D(0) > 0, коренi квадратного тричлена (2.3) мають вигляд

t1 =

⎛
⎜⎜⎝ 3Γ(3α)

2kΓ(2α)
·

√
(Γ(1 − α))3 −

√
Γ(1 − 2α) ·

(
(Γ(1−α))3

Γ(1−2α) − 2Γ(2α)
3Γ(3α)

)
√

α(2α + 1)Γ(α)Γ(1 − 2α)

⎞
⎟⎟⎠

1
2α

,

t2 =

⎛
⎜⎜⎝ 3Γ(3α)

2kΓ(2α)
·

√
(Γ(1 − α))3 +

√
Γ(1 − 2α) ·

(
(Γ(1−α))3

Γ(1−2α) − 2Γ(2α)
3Γ(3α)

)
√

α(2α + 1)Γ(α)Γ(1 − 2α)

⎞
⎟⎟⎠

1
2α

.

При k > 0 коренi t1 та t2 додатнi.
Дiйсно, старший коефiцiєнт та вiльний член в (2.3) додатнi, отже коренi одного

знаку. Бiльш того, коефiцiєнт при t2α вiд’ємний, отже коренi додатнi.
Тодi ∂f(α,k,t)

∂t > 0 при 0 < t < t1, f(α, k, t) — зростає; ∂f(α,k,t)
∂t < 0 при t1 < t < t2,

f(α, k, t) — спадає; ∂f(α,k,t)
∂t > 0 при t > t2, f(α, k, t) — зростає.

Отже, маємо випадки:
а) якщо t1 > 1, то f(α, k, t) зростає на [0, 1] та maxt∈[0,1] f(α, k, t) = f(α, k, 1);
б) якщо t1 < 1, то maxt∈[0,1] f(α, k, t) = max {f(α, k, 1), f(α, k, t1)};
в) якщо t1 = 1, то maxt∈[0,1] f(α, k, t) = f(α, k, 1) = f(α, k, t1).

Отже, при H ∈ (1
2 , H0), де H0 ≈ 0.849278, маємо

min
k

max
t∈[0,1]

f(α, k, t) = min
k

{
max{f(α, k, 1), f(α, k, t1)}, при t1 < 1,

f(α, k, 1), при t1 ≥ 1.
(2.8)

Покажемо, що формулу (2.8) можна зробити менш громiздкою. Позначимо k∗ те
значення k, при якому досягається мiнiмум функцiї maxt∈[0,1] f(α, k, t). Нагадаємо,
що при k = kmin досягається мiнiмум функцiї f(α, k, 1), див. (2.6). Нехай t1(kmin) та
t1(k∗) позначають значення t1 при k = kmin та, вiдповiдно, k = k∗.
Можна перевiрити, що t1(kmin) < 1:

(t1(kmin))2α <
3Γ(3α)

2kminΓ(2α)

√
(Γ(1 − α))3√

α(2α + 1)Γ(α)Γ(1 − 2α)
=

2α + 1
4α + 1

< 1.

Далi можна довести, що t1(k∗) ≤ 1. (Справдi, якщо t1(k∗) > 1, то в околi точки
k∗ виконуються нерiвнiсть t1(k) > 1 та рiвнiсть maxt∈[0,1] f(α, k, t) = f(α, k, 1).) З
необхiдної умови мiнiмуму ∂

∂kf(α, k, 1)
∣∣
k=k∗

отримуємо k∗ = kmin, t1(k∗) < 1 та
приходимо до суперечностi.)
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З формул
min

k
max

t∈[0,1]
f(α, k, t) = max

t∈[0,1]
f(α, k∗, t) = max{f(α, k∗, 1), f(α, k∗, t1(k∗))},

max
t∈[0,1]

f(α, k, t) ≤ max{f(α, k, 1), f(α, k, t1(k))}
випливає

min
k

max
t∈[0,1]

f(α, k, t) = min
k

max{f(α, k, 1), f(α, k, t1(k))}.
Теорему доведено. �

Наслiдок 2.2. З (2.7) маємо нерiвнiсть для H ∈ [H0, 1), де H0 ≈ 0.849278

(1 − 2α)
(
c
(2)
α

)2

B (1 − α, α)2 (4α + 1)

2α(2α + 1)3B(α + 1, 2α)
< 1. (2.9)

Насправдi нерiвнiсть (2.9) виконується при всiх H ∈ (1
2 , 1), бо

1 −
(1 − 2α)

(
c
(2)
α

)2

B (1 − α, α)2 (4α + 1)

2α(2α + 1)3B(α + 1, 2α)
= min

k∈R
f(α, k, 1) = f(α, kmin, 1) > 0,

де kmin означено у формулi (2.6). Звiдси одержуємо таку верхню оцiнку для c
(2)
α

при всiх H ∈ (
1
2 , 1

)
:

c(2)
α <

√
2α(2α + 1)3B(α + 1, 2α)

(1 − 2α)(4α + 1)B (1 − α, α)2
=: c(3)

α .

З рисунку 6, побудованого за допомогою програми Математика, видно, що дiйсно
оцiнка c

(2)
α < c

(3)
α виконується для всiх H ∈ (

1
2 , 1

)
.

Це й пiдтверджує графiк рiзницi c
(3)
α − c

(2)
α на рисунку 7.
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Рис. 7

Також, з нерiвностi (2.9) отримаємо таку оцiнку для гамма-функцiй при H ∈(
1
2 , 1

)
:

(Γ(1 − α))3

Γ(1 − 2α)
<

2(2α + 1)2Γ(2α)
3(4α + 1)Γ(3α)

.
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