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ОЦIНКА ШВИДКОСТI ЗБIЖНОСТI ПОСЛIДОВНОСТI
АДИТИВНИХ ФУНКЦIОНАЛIВ ВIД РIЗНИЦЕВИХ

АПРОКСИМАЦIЙ БАГАТОВИМIРНОГО ДИФУЗIЙНОГО
ПРОЦЕСУ

УДК 519.21

Ю. В. ГАНИЧЕНКО

Анотацiя. Ми розглядаємо послiдовнiсть адитивних функцiоналiв вiд рiзницевих апроксимацiй
багатовимiрного дифузiйного процесу. Дана стаття є уточненням результату [8] по дослiдженню
достатнiх умов слабкої збiжностi такої послiдовностi до W-функцiоналу вiд граничного процесу.
Ми наводимо явну оцiнку швидкостi збiжностi.

Abstract. We consider the sequence of additive functionals of difference appro-ximations for multi-
dimensional diffusion. Current paper specifies the result of [8] to give sufficient conditions for such
sequence to converge weakly to a W-functional of a limited process. We provide an explicit estimation
of such convergence speed.

Аннотация. Мы рассматриваем последовательность аддитивных функционалов от разностных
аппроксимаций многомерного диффузионного процесса. Данная статья уточняет результат [8] по
исследованию достаточных условий слабой сходимости такой последовательности к W-функцио-
налу от предельного процесса. Мы приводим явную оценку скорости сходимости.

1. Вступ

У данiй статтi ми будемо розглядати багатовимiрний дифузiйний процес X в Rm,
m ≥ 2, що визначений наступною рiвнiстю:

X(t) = X(0) +
∫ t

0

a(X(s)) ds +
∫ t

0

b(X(s)) dW (s), t ∈ R+, (1)

i послiдовнiсть процесiвXn, n ≥ 1, значення яких у моменти часу k
n , k ∈ N, визначенi

спiввiдношеннями

Xn

(
k

n

)
= Xn

(
k − 1

n

)
+ a

(
Xn

(
k − 1

n

))
· 1
n

+ b

(
Xn

(
k − 1

n

))
· ξk√

n
, (2)

а в iншi моменти часу — лiнiйним чином як

Xn (t) = Xn

(
k − 1

n

)
+ (nt − k + 1)

[
Xn

(
k

n

)
− Xn

(
k − 1

n

)]
, t ∈

[
k − 1

n
,
k

n

)
.

(3)
Тут i надалi W — вiнерiвський процес в Rm, ξk — послiдовнiсть н.о.р. випадкових

векторiв в Rm з нульовим середнiм та одиничною коварiацiйною матрицею. При
накладаннi певних умов на коефiцiєнти спiввiдношень (1), (2), розподiли процесiв
Xn в C(R+,Rm) iз заданою початковою умовою Xn(0) = x слабко збiгаються до
розподiлу процесу X з аналогiчною умовою X(0) = x (див. [8]).
Окреслимо основнi об’єкти, з якими ми будемо працювати в данiй статтi:
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1) граничний дифузiйний i дограничнi процеси, що визначенi в (1)–(3);
2) {φs,t, 0 ≤ s ≤ t} — W -функцiонал вiд дифузiйного процесу, заданого в (1). Тоб-

то, за означенням (див. [3], гл. 6), φ — майже однорiдний неперервний невiд’ємний
адитивний функцiонал з характеристикою f t(x) ≡ E[φ0,t|X(0) = x], t ≥ 0, x ∈ Rm,
що задовольняє умову supx f t(x) < +∞, t ≥ 0;
3) послiдовнiсть невiд’ємних адитивних функцiоналiв {φs,t

n , 0 ≤ s ≤ t}, n ≥ 1, вiд
процесiв Xn наступного вигляду:

φs,t
n = φs,t

n (Xn) def=
∑

k : s≤k/n<t

Fn

(
Xn

(
k

n

))
, 0 ≤ s < t, Fn(·) ≥ 0.

Ранiше, у працi О. М. Кулика (див. [8], Theorem 2.1) були отриманi достатнi
умови слабкої збiжностi послiдовностi спiльних розподiлiв (φn, Xn) з початковою
умовою Xn(0) = x до спiльного розподiлу (φ, X) з початковою умовою X(0) = x.
Залишилось вiдкритим питання про швидкiсть такої збiжностi в термiнах певної
iмовiрнiсної метрики мiж iмовiрнiсними мiрами — дограничними i граничним роз-
подiлами. Знаходження такої оцiнки на швидкiсть збiжностi у термiнах метрики
Васерштейна степеня 2 (див. Означення 2.3 нижче) i є основним результатом даної
статтi (Теорема 2.1 наступного роздiлу).
Одна з мотивацiй даного дослiдження пов’язана з тим, що збiжнiсть (φn, Xn) ⇒

(φ, X) дає теоретичну можливiсть застосування методу Монте-Карло для розв’яза-
ння задачi Кошi вигляду (див. [8]){

u′
t(t, x) =

∑m
i=1 ai · ∂

∂xi
u(t, x) + 1

2

∑m
i,j=1 σij · ∂2

∂xi∂xj
u(t, x) − dμ

dλm (x)u(t, x),

u(0, x) = g(x), σ ≡ (σij)m
i,j=1 = bb∗,

де λm — мiра Лебега в Rm, μ — W -мiра, що визначена спiввiдношенням (див. [8]):
f t(x) =

∫ t

0

∫
Rm pr(x, y)μ(dy) dr, x ∈ Rm, t ≥ 0. Тут {pt(x, y), t ≥ 0, x, y ∈ Rm} —

щiльностi перехiдних iмовiрностей для процесу X .
В подальшому ми плануємо використати основний результат даної статтi для

оцiнки точностi методу моделювання Монте-Карло розв’язку вказаного параболi-
чного рiвняння з сингулярними коефiцiєнтами.

2. Основнi об’єкти i результати

Надалi пiд позначенням ‖ · ‖2 будемо розумiти норму Евклiда незалежно вiд про-
стору, на якому вона визначена. D — довiльна додатна константа з точнiстю до
перепозначень. Клас функцiй з k неперервними похiдними будемо позначати як Ck.
Пiд Ck

b будемо розумiти клас функцiй, що неперервнi та обмеженi разом iз k по-
хiдними. Градiєнт будемо позначати як 
. Пiд слабкою збiжнiстю мiр μn до мiри
μ, за означенням, будемо розумiти збiжнiсть

∫
Rm f dμn → ∫

Rm fdμ для будь-якої
f ∈ Cb(Rm).
Аналогiчно W -функцiоналу, характеристику fn функцiонала φn визначаємо як

fs,t
n (x) def= E

[
φs,t

n | X(s) = x
]
, s ∈ 1

n
N, t ≥ s, x ∈ Rm.

Коректнiсть такого означення вказана в [4]. З метою узгодженостi позначень, ми
будемо використовувати запис fs,t ≡ f t−s для характеристики W -функцiонала φ.

Означення 2.1. W -мiрою (див. [3], спiввiдношення (8.37)) будемо називати мiру
μ, що задовольняє умову

sup
x

∫
‖y−x‖2≤1

ω(‖y − x‖2)μ(dy) < ∞,
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де

ω(r) =

{
max{− ln r, 1}, m = 2
r2−m, m > 2.

Означення 2.2. Будемо казати, що послiдовнiсть процесiв {Xn} задає марковську
апроксимацiю процесу X (див. [4]), якщо для довiльних γ > 0, T < +∞ iснує
K(γ, T ) ∈ N i послiдовнiсть 2-компонентних процесiв

{
Ŷn =

(
X̂n, X̂n

)}
, визначе-

них на iншому iмовiрнiсному просторi, такi, що
(i) X̂n

d= Xn, X̂n d= X ;
(ii) процес Ŷn, разом iз процесами X̂n, X̂n, задовольняє марковську властивiсть

у точках iK(γ, T )/n, i ∈ N, вiдносно фiльтрацiї
{F̂n

t = σ
(
Ŷn(s), s ≤ t

)}
;

(iii)

lim sup
n→+∞

P

⎛⎝ sup
i≤ T n

K(γ,T )

∥∥∥∥X̂n

(
iK(γ, T )

n

)
− X̂n

(
iK(γ, T )

n

)∥∥∥∥
2

> γ

⎞⎠ < γ.

Означення 2.3 ([2], Означення 16.22). Метрикою Васерштейна степеня 2 нази-
вається функцiя

dW,2(μ̃, μ̂) = inf
(Y1,Y2)∈C(μ̃,μ̂)

[
E ‖Y1 − Y2‖2

2

] 1
2 , μ̃, μ̂ ∈ P(Rm),

де P(Rm) — клас iмовiрнiсних мiр на (Rm,B(Rm)), а C(μ̃, μ̂) — клас усiх випадкових
елементiв Z = (Y1, Y2) зi значеннями у просторi (Rm ×Rm,B(Rm)×B(Rm)), у яких
перша компонента Y1 має розподiл μ̃, а друга компонента Y2 має розподiл μ̂.

Означення 2.4 ([2], Означення 16.21). Лiпшицевою метрикою називається фун-
кцiя

‖μ̃ − μ̂‖Lip = sup
f : Lip(f)≤1

∣∣∣∣∫
Rm

f dμ̃ −
∫
Rm

f dμ̂

∣∣∣∣ , μ̃, μ̂ ∈ P(Rm),

де Lip(f) — стала Лiпшиця функцiї f .

Тепер сформулюємо основний результат даної статтi.

Теорема 2.1. Нехай заданi процеси, визначенi в (1)–(3), та виконанi наступнi
умови:

A1) a ∈ C2
b (Rm,Rm), b ∈ C2

b (Rm,Rm×m) та iснують додатнi константи C1,
C2 такi, що C1‖ϑ‖2

2 ≤ (b(x)b∗(x)ϑ, ϑ)Rm ≤ C2‖ϑ‖2
2, x, ϑ ∈ Rm;

A2) {ξk} — послiдовнiсть н.о.р. випадкових векторiв у Rm з нульовим середнiм
та одиничною коварiацiйною матрицею;

A3) випадковi вектори {ξk} мають щiльнiсть розподiлу p ∈ C4(Rm). Iснує фун-
кцiя ψ така, що

sup
x∈Rm

ψ(x) < +∞,

∫
Rm

‖x‖m2+2m+4
2 ψ(x) dx < +∞

i ∣∣∣∣ ∂ip

∂xj1 . . . ∂xji

(x)
∣∣∣∣ ≤ ψ(x), x ∈ Rm, i = 0, . . . , 4, j1, . . . , ji ∈ {1, . . . , m};

A4) Fn(x) ≥ 0 — обмеженi, x ∈ Rm, n ≥ 1, i iснує α > 0:

δn
def= sup{Fn(x) | x ∈ Rm} = O(n−α), n → +∞;

A5) Мiри μn(dx) ≡ nFn(x)λm(dx) слабко збiгаються, коли n → ∞, до скiнченої
мiри μ з компактним носiєм;
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A6) Iснують C ∈ R+, ν > m − 2 такi, що μn({y|‖y − x‖2 ≤ ε}) ≤ Cεν , n ≥ 1,
ε > 0;

A7) Iснує β > 0 таке, що ‖μ − μn‖Lip = O(n−β), n → +∞;
A8) Для граничного функцiонала φ виконана наступна умова:

∃p > 2, r > 0, L > 0: E(φt′,t′′)p ≤ L(t′′ − t′)r+1, 0 < t′ < t′′ < T ;

Тодi

d2
W,2

(
θ0,T

n , θ0,T
) ≤ {

Var n−κ, m ≥ 3,

Var n−κ · lnn, m = 2,

де θs,t
n , θs,t — розподiли функцiоналiв φs,t

n , φs,t вiдповiдно,

κ = κ(α, β, m, ν, p, r) = min

{
χ(m, ν)

1 + p
r χ(m, ν)

,
α · χ(m, ν)
1 + χ(m, ν)

,
2u(m, ν) · min

{
β, 1

2

}
2u(m, ν) + m + 1

}
,

χ(m, ν) = min
{

1
6
,
ν − (m − 2)
3(ν + m)

}
, u(m, ν) = min

{
1
2
,
ν − (m − 2)

4

}
.

Доведення основного результату наводиться в роздiлi 4 i базується на наступному
твердженнi (див. Лема 2.1 нижче). Це твердження є близьким до Теореми 3.1 [4],
але вiдрiзняється присутнiстю явних оцiнок на швидкiсть збiжностi. Зокрема, при
доведеннi Леми 2.1, використовуючи допомiжний результат Леми 3.1, нами запро-
понована процедура отримання явної оцiнки (5). Така оцiнка в Теоремi 3.1 [4] не
наводиться.

Лема 2.1. Нехай для фiксованого n задано процеси Xn, X i виконанi наступнi
умови:

(1) Iснують γ > 0, T < +∞, K(γ, T ) ∈ N i послiдовнiсть 2-компонентних
процесiв

{
Ŷn =

(
X̂n, X̂n

)}
такi, що виконанi умови (i), (ii) означення марковської

апроксимацiї разом з наступною умовою:
(iii′)

P

⎛⎝ sup
i≤ T n

K(γ,T )

∥∥∥∥X̂n

(
iK(γ, T )

n

)
− X̂n

(
iK(γ, T )

n

)∥∥∥∥
2

> γ

⎞⎠ < γ.

(2) Функцiя Fn(·) обмежена.
(3) Iснує функцiя f , що є характеристикою W -функцiонала φ вiд процесу Мар-

кова X.
(4) Для функцiонала φ виконана умова:

∃p > 2, r > 0, L > 0: E
(
φt′,t′′

)p

≤ L(t′′ − t′)r+1, 0 < t′ < t′′ < T.

Тодi

d2
W,2

(
θ0,T

n , θ0,T
) ≤ K(γ, T )δn

∥∥f0,T
n

∥∥ + c

(
K(γ, T )

n

) r
p ∥∥f0,T

∥∥
+ 2 (d(fn, f) + G(f, γ, T ))

(∥∥f0,T
∥∥ +

∥∥f0,T
n

∥∥)
+ 4

√
2γ · ∥∥f0,T

∥∥2
+ 4

√
γ
∥∥f0,T

∥∥√
K(γ, T )δn

∥∥∥f0,T
n

∥∥∥ + 2
∥∥∥f0,T

n

∥∥∥2

,

де θs,t
n , θs,t — розподiли функцiоналiв φs,t

n , φs,t вiдповiдно,

G(f, γ, T ) def= sup
0≤s≤t≤T, ‖x′−x′′‖2≤γ

|fs,t(x′) − fs,t(x′′)|,

δn
def= sup{Fn(x)| x ∈ Rm}, d(fn, f) def= sup

s= i
n , t∈(s,T )

‖fs,t
n (·) − fs,t(·)‖,
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‖g(·)‖ ≡ sup
x∈Rm

|g(x)|, c2 = c2(r, p, T, L) = 2 ·
⎛⎝1 +

23r+1LT(
2

r
2 − 1

) · (2
r
2p − 1

)p

(p − 2)

⎞⎠ .

3. Доведення Леми 2.1

Нехай γ, K(γ, T ) — фiксованi та X̂n, X̂n — процеси, що задовольняють умови (i)–
(iii′) з цими константами. Будемо розглядати функцiонали φn(X̂n), φ(X̂n), розподiли
та характеристики яких, очевидно, збiгаються iз розподiлами та характеристиками
вiдповiдно φn(Xn), φ(X). Перепозначимо для зручностi

φn = φn(X̂n), φ = φ(X̂n), K = K(γ, T ),

Ft = F̂n
t ≡ σ

(
X̂n(s), X̂n(s), s ≤ t

)
.

Тодi (див. спiввiдношення (3.4) в [4]) для довiльного t ∈ (
Ki
n , T

]
:

E
[
φ

Ki
n ,t

∣∣ FKi
n

]
= f

Ki
n ,t

(
X̂n

(
Ki

n

))
, E

[
φ

Ki
n ,t

n |FKi
n

]
= f

Ki
n ,t

n

(
X̂n

(
Ki

n

))
.

Розглянемо розбиття пiвосi R+ точками вигляду Ki
n , i ∈ N, позначимо

Mn =
[
nT

K

]
+ 1, Δn

i
def= φ

(i−1)K
n ,( iK

n )∧T
n , Δ̃n

i
def= φ

(i−1)K
n ,( iK

n )∧T ,

i = 1, . . . , Mn.

Тодi

(
φ0,T

n − φ0,T
)2

=

(
Mn∑
i=1

Δn
i − Δ̃n

i

)2

=

(
Mn∑
i=1

Δn
i

)2

+

(
Mn∑
i=1

Δ̃n
i

)2

− 2
Mn∑
i=1

Mn∑
j=1

Δn
i Δ̃n

j

= Sn
1 + 2Sn

2 ,

де

Sn
1

def=
Mn∑
i=1

(Δn
i )2 +

Mn∑
i=1

(Δ̃n
i )2 − 2

Mn∑
i=1

Δn
i Δ̃n

i ,

Sn
2

def=

⎡⎣ ∑
1≤i<l≤Mn

Δn
i Δn

l −
∑

1≤i<j≤Mn

Δn
i Δ̃n

j

⎤⎦ +

⎡⎣ ∑
1≤j<k≤Mn

Δ̃n
j Δ̃n

k −
∑

1≤j<i≤Mn

Δn
i Δ̃n

j

⎤⎦ .

Оцiнимо окремо значення математичного сподiвання вiд Sn
1 , Sn

2 .
Оскiльки Δn

i , Δ̃n
i — невiд’ємнi, маємо:

Sn
1 ≤

Mn∑
i=1

(Δn
i )2 +

Mn∑
i=1

(Δ̃n
i )2. (4)

Оцiнимо значення математичного сподiвання вiд кожного доданку окремо.

E
Mn∑
i=1

(Δn
i )2 ≤ E

(
sup

i=1,Mn

Δn
i

) Mn∑
i=1

Δn
i ≤ Kδnf0,T

n

(
X̂n(0)

)
≤ Kδn

∥∥f0,T
n

∥∥ .

E

Mn∑
i=1

(Δ̃n
i )2 ≤ E

(
sup

i=1,Mn

Δ̃n
i

) Mn∑
i=1

Δ̃n
i ≤ E

(
sup

|t′−t′′|≤K
n

φt′,t′′
)

φ0,T

≤

√√√√E

(
sup

|t′−t′′|≤K
n

φt′,t′′

)2

·
√

E (φ0,T )2.
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Згiдно з Лемою 6.4 [3]: √
E (φ0,T )2 ≤ √

2
∥∥f0,T

∥∥ .

Позначимо η := sup|t′−t′′|≤K
n

φt′,t′′ . Тодi E η2 = 2
∫∞
0 x(1 − Fη(x)) dx.

Далi скористаємося наступним результатом:

Лема 3.1 (Лема 1 [1, ст. 240]). Нехай ζ(t), t ∈ [0, T ], — сепарабельний процес зi
значеннями у повному метричному просторi з вiдстанню ρ(·, ·), для якого iснують
невiд’ємна монотонно неспадна функцiя g(h) i функцiя q(c, h), h ≥ 0, такi, що

P{ρ(ζ(t + h), ζ(t)) > Cg(h)} ≤ q(C, h)

i

G =
∞∑

n=0

g
(
2−nT

)
, Q(C) =

∞∑
n=1

2nq
(
C, 2−nT

)
< ∞.

Тодi

P

{
sup

0≤t′<t′′≤T
ρ(ζ(t′), ζ(t′′)) > N

}
≤ Q

(
N

2G

)
i

P

{
sup

|t′−t′′|≤ε

ρ(ζ(t′), ζ(t′′)) > CG

([
lg2

T

2ε

])}
≤ Q

([
lg2

T

2ε

]
, C

)
,

де

G(j) =
∞∑

n=j

g
(
2−nT

)
, Q(j, C) =

∞∑
n=j

2nq
(
C, 2−nT

)
.

Поклавши g(h) := hr′/p, де 0 < r′ < r — довiльне, q(C, h) := C−pLhr−r′+1, не-
важко переконатися, що для ζ(t) ≡ φ0,t, враховуючи умову Лiпшиця (4) Леми 2.1,
виконуються умови Леми 3.1, причому

G

([
lg2

T

2ε

])
≤ 23r′/p

2r′/p − 1
· εr′/p, Q

([
lg2

T

2ε

]
, C

)
≤ C−pLT

23(r−r′)

2r−r′ − 1
· εr−r′

.

Тодi для ε = K
n та C = x

G([lg2
T
2ε ])

:

1 − Fη(x) = P(η > x) ≤ Q

([
lg2

T

2ε

]
,

x

G
([

lg2
T
2ε

]))

≤
(

x

G
([

lg2
T
2ε

]))−p

LT
23(r−r′)

2r−r′ − 1
· εr−r′

= x−pGp

([
lg2

T

2ε

])
LT

23(r−r′)

2r−r′ − 1
· εr−r′

≤ x−pLT
23(r−r′)

2r−r′ − 1
· εr−r′ ·

(
23r′/p

2r′/p − 1
· εr′/p

)p

=
23rx−pLT

(2r−r′ − 1) · (2r′/p − 1
)p · εr.
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Таким чином,

E η2 = 2
∫ ∞

0

x (1 − Fη(x)) dx = 2

(∫ εr/p

0

x (1 − Fη(x)) dx +
∫ ∞

εr/p

x (1 − Fη(x)) dx

)

≤ 2

(∫ εr/p

0

xdx +
∫ ∞

εr/p

x (1 − Fη(x)) dx

)
= ε2r/p + 2

∫ ∞

εr/p

x (1 − Fη(x)) dx

≤ ε2r/p + 2
∫ ∞

εr/p

x · 23rx−pLT

(2r−r′ − 1) · (2r′/p − 1
)p · εr dx

=

(
1 +

23r+1LT

(2r−r′ − 1) · (2r′/p − 1
)p (p − 2)

)
· ε2r/p

=

(
1 +

23r+1LT

(2r−r′ − 1) · (2r′/p − 1
)p (p − 2)

)
· K2r/p ·

(
1
n

)2r/p

, p > 2.

В силу довiльностi 0 < r′ < r, покладемо r′ = r
2 i позначимо

c2(r, p, T, L) := 2 ·
⎛⎝1 +

23r+1LT(
2

r
2 − 1

) · (2
r
2p − 1

)p

(p − 2)

⎞⎠ .

Отже, E η2 ≤ 1
2c2(r, p, T, L) · K2r/p · ( 1

n

)2r/p, p > 2.
Тодi

E
Mn∑
i=1

(Δ̃n
i )2 ≤

√√√√E

(
sup

|t′−t′′|≤T
n

φt′,t′′

)2

·
√

E (φ0,T )2 ≤ c(r, p, T, L) · Kr/p

(
1
n

)r/p ∥∥f0,T
∥∥ .

Таким чином, пiдставляючи отриманi результати в (4), маємо оцiнку для ESn
1 :

E Sn
1 ≤ Kδn

∥∥f0,T
n

∥∥ + c(r, p, T, L) · Kr/p

(
1
n

)r/p ∥∥f0,T
∥∥ . (5)

Для оцiнки значення математичного сподiвання вiд Sn
2 скористаємося алгори-

тмом, представленим у спiввiдношеннях (3.5)–(3.11) в [4]:

Sn
2 =

⎡⎣ ∑
1≤i<l≤Mn

Δn
i Δn

l −
∑

1≤i<j≤Mn

Δn
i Δ̃n

j

⎤⎦ +

⎡⎣ ∑
1≤j<k≤Mn

Δ̃n
j Δ̃n

k −
∑

1≤j<i≤Mn

Δn
i Δ̃n

j

⎤⎦ .

Тодi

ESn
2 = E

Mn−1∑
i=1

Δn
i

[
φ

Ki
n ,T

n − φ
Ki
n ,T

]
− E

Mn−1∑
i=1

Δ̃n
i

[
φ

Ki
n ,T

n − φ
Ki
n ,T

]
. (6)

Оцiнимо спочатку другий доданок в (6), враховуючи вимiрнiсть Δ̃n
i вiдносно FKi

n
:

− E

Mn−1∑
i=1

Δ̃n
i

[
φ

Ki
n ,T

n − φ
Ki
n ,T

]
= −E

Mn−1∑
i=1

Δ̃n
i E

[(
φ

Ki
n ,T

n − φ
Ki
n ,T

) ∣∣∣ FKi
n

]

= −E

Mn−1∑
i=1

Δ̃n
i

(
f

Ki
n ,T

n

(
X̂n

(
Ki

n

))
− f

Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

)))
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≤ E

Mn−1∑
i=1

Δ̃n
i

∣∣∣∣f Ki
n ,T

n

(
X̂n

(
Ki

n

))
− f

Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))∣∣∣∣
+ E

Mn−1∑
i=1

Δ̃n
i

∣∣∣∣f Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))
− f

Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))∣∣∣∣
≤ d(fn, f)

∥∥f0,T
∥∥ + E

Mn−1∑
i=1

Δ̃n
i

∣∣∣∣f Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))
− f

Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))∣∣∣∣ .
Для оцiнки останнього доданку позначимо

Ωγ,T =

{
sup

i≤T n
K

ρ

(
X̂n

(
Ki

n

)
, X̂n

(
Ki

n

))
> γ

}
.

Нагадаємо, що P (Ωγ,T ) < γ. Тодi

E
Mn−1∑

i=1

Δ̃n
i

∣∣∣∣f Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))
− f

Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))∣∣∣∣
≤ Eφ0,T G(f, γ, T ) Ω\Ωγ,T

+ E

Mn−1∑
i=1

Δ̃n
i

∣∣∣∣f Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))
− f

Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))∣∣∣∣ Ωγ,T

≤ ‖f0,T‖ · G(f, γ, T )

+ E

Mn−1∑
i=1

Δ̃n
i

∣∣∣∣f Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))
− f

Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))∣∣∣∣ Ωγ,T .

Для оцiнки останнього доданку скористаємося нерiвнiстю Кошi:

E

Mn−1∑
i=1

Δ̃n
i

∣∣∣∣f Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))
− f

Ki
n ,T

(
X̂n

(
Ki

n

))∣∣∣∣ Ωγ,T

≤ 2
∥∥f0,T

∥∥Eφ0,T
Ωγ,T ≤ 2

∥∥f0,T
∥∥ [

E
(
φ0,T

)2
] 1

2
[P( Ωγ,T )]

1
2 ≤ 2

√
2γ · ∥∥f0,T

∥∥2
.

Отже, маємо оцiнку для другого доданку в (6):

−E
Mn−1∑

i=1

Δ̃n
i

[
φ

Ki
n ,T

n − φ
Ki
n ,T

]
≤ d(fn, f)

∥∥f0,T
∥∥ +

∥∥f0,T
∥∥ · G(f, γ, T ) + 2

√
2γ · ∥∥f0,T

∥∥2
.

Мiркуваннями, аналогiчними до попереднiх, дiстаємо наступну оцiнку:

E

Mn−1∑
i=1

Δn
i

[
φ

Ki
n ,T

n − φ
Ki
n ,T

]
≤ d(fn, f)

∥∥f0,T
n

∥∥ +
∥∥f0,T

n

∥∥ · G(f, γ, T ) + 2
∥∥f0,T

∥∥ [
E
(
φ0,T

n

)2
] 1

2
[P( Ωγ,T )]

1
2 .

Оцiнимо тепер E(φ0,T
n )2:

E
(
φ0,T

n

)2
= E

Mn∑
i=1

(Δn
i )2 + 2 E

∑
1≤i<j≤Mn

Δn
i Δn

j = E

Mn∑
i=1

(Δn
i )2 + 2 E

Mn∑
i=1

Δn
i φ

iK
n ,T

n

≤ E

Mn∑
i=1

(Δn
i )2 + 2 E

Mn∑
i=1

Δn
i

∥∥f0,T
n

∥∥ ≤ Kδn

∥∥f0,T
n

∥∥ + 2
∥∥f0,T

n

∥∥2
.
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Отже,

E

Mn−1∑
i=1

Δn
i

[
φ

Ki
n ,T

n − φ
Ki
n ,T

]
≤ d(fn, f)

∥∥f0,T
n

∥∥ +
∥∥f0,T

n

∥∥ · G(f, γ, T ) + 2
∥∥f0,T

∥∥ [
E
(
φ0,T

n

)2
] 1

2
[P( Ωγ,T )]

1
2

≤ d(fn, f)
∥∥f0,T

n

∥∥ +
∥∥f0,T

n

∥∥ · G(f, γ, T ) + 2
√

γ
∥∥f0,T

∥∥√
Kδn

∥∥∥f0,T
n

∥∥∥ + 2
∥∥∥f0,T

n

∥∥∥2

.

Пiдставляючи отриманi результати в (6), маємо:

ESn
2 ≤ d(fn, f)

∥∥f0,T
∥∥ +

∥∥f0,T
∥∥ · G(f, γ, T ) + 2

√
2γ · ∥∥f0,T

∥∥2
+ d(fn, f)

∥∥f0,T
n

∥∥
+

∥∥f0,T
n

∥∥ · G(f, γ, T ) + 2
√

γ
∥∥f0,T

∥∥√
Kδn

∥∥∥f0,T
n

∥∥∥ + 2
∥∥∥f0,T

n

∥∥∥2

.

Тодi з отриманих оцiнок для ESn
1 , ESn

2 i спiввiдношень

d2
W,2

(
θ0,T

n , θ0,T
) ≤ E

(
φ0,T

n − φ0,T
)2

= ESn
1 + 2 ESn

2

отримуємо справедливiсть твердження леми.

4. Доведення Теореми 2.1.

При виконаннi умов теореми, мiри μ, μn є W -мiрами, характеристики f0,t фун-
кцiоналiв φs,t =

∫ t

s
dμ

dλm (X(r)) dr представляються у виглядi (див. [8])

f0,t(x) =
∫ t

0

∫
Rm

pr(x, y)μ(dy) dr, x ∈ Rm, t ≥ 0. (7)

При цьому щiльностi перехiдних iмовiрностей pt(x, y) задовольняють наступнi
умови (див. [3], Додатки §6):
B1) функцiя p : (t, x, y) → pt(x, y) — рiвномiрно неперервна на [δ, T ] × Rm × Rm

для довiльного 0 < δ < T ;
B2) iснують константи M, α1 > 0 такi, що

pt(x, y) ≤ Mt−
m
2 exp

(
−α1‖x − y‖2

2

t

)
;

∂pt(x, y)
∂t

≤ Mt−
m
2 −1 exp

(
−α1‖x − y‖2

2

t

)
;

∂pt(x, y)
∂xi

≤ Mt−
m+1

2 exp
(
−α1‖x − y‖2

2

t

)
;

B3) iснують константи M1, M2, α2, β2, λ2 > 0 такi, що

pt(x, y) ≥ M1t
−m

2 exp
(
−α2‖x − y‖2

2

t

)
− M2t

−m
2 +λ2 exp

(
−β2‖x − y‖2

2

t

)
.

При виконаннi умов A2)–A3) процеси Xn в моменти часу t ∈ 1
nN мають щiльностi

перехiдних iмовiрностей pn
t (x, y) (див. [8]), тобто:

P(Xn(t) ∈ Γ | Xn(s) = x) =
∫

Γ

pn
t−s(x, y) dy,

s, t ∈ 1
n
N, s < t, x ∈ Rm, Γ ∈ B(Rm),

причому для довiльного t ∈ 1
nN функцiя pn

t є неперервною.
Тодi, легко бачити, характеристики fn функцiоналiв ϕn визначаються як

f0,t
n (x) = Fn(x) +

1
n

[nt]∑
k=1

∫
Rm

pn
k
n
(x, y)μn(dy).
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Теорема 2.1 [5] i Теорема 1 [6] стверджують, що при виконаннi умов A1)–A3)
справедливою є наступна оцiнка на вiдстань мiж щiльностями pn

t та граничною
щiльнiстю pt:
B4) для довiльного T ∈ R+

sup
n∈N, t∈ 1

n N, t≤T

sup
x,y∈Rm

√
n · tm

2 ·
(

1 +
(‖y − x‖2√

t

)m)
· |pt(x, y) − pn

t (x, y)| < +∞.

ПозначимоH(δ) =
∫
‖y−x‖2≤δ ω(‖y−x‖2)μ(dy),Hn(δ) =

∫
‖y−x‖2≤δ ω(‖y−x‖2)μn(dy),

Bk(x) = {y : ‖y − x‖2 ≤ 2−k}, x ∈ Rm, k ≥ 0, причому, легко бачити,

ω(‖y − x‖2)|y∈Bk−1(x)\Bk(x) ≤
{

max‖y‖2≥2−k ω(‖y‖2) = 2k(m−2), m ≥ 3,

k, m = 2.

Оцiнимо тепер H(δ), Hn(δ). Тут i надалi, якщо не вказано iнше, оцiнки проводя-
ться для m > 2, δ < 1. Випадок m = 2 буде коментуватися окремо.

H(δ) =
∫
‖y−x‖2≤δ

ω(‖y − x‖2)μ(dy) ≤ 2m−2 ·
+∞∑

k=[log2 1/δ]

μ(Bk(x))2k(m−2)

≤ D ·
+∞∑

k=[log2 1/δ]

2−kν · 2k(m−2) ≤ D · 2−(ν−(m−2)) log2 1/δ = D · δ(ν−(m−2)).

Аналогiчно, Hn(δ) ≤ D · δ(ν−(m−2)).

Зауваження 4.1. Застосовуючи аналогiчну процедуру, неважко переконатися, що
для m = 2:

H(δ), Hn(δ) ≤ D · δν ln δ−1, δ < 1.

Користуючись результатами Леми 2.1, проаналiзуємо складовi отриманої оцiнки
для d2

W,2

(
θ0,T

n , θ0,T
)
, роздiливши їх на групи за природою їх виникнення.

Першими розглянемо об’єкти, пов’язанi з адитивними функцiоналами та їх на-
ближеннями (δn, d(fn, f), G(f, γ, T )). За умовою A4):

δn = O(n−α) для деякого α > 0. (8)

Оцiнимо тепер d(fn, f) = sups= i
n , t∈(s,T ) ‖fs,t

n (·) − fs,t(·)‖ за допомогою представ-
лення

f0,t(x) − f0,t
n (x)

= f0,δ(x) − f0,δ
n (x) +

∫ t

δ

∫
Rm

pr(x, y)μ(dy) dr − 1
n

[nt]∑
k=[δn]

∫
Rm

pn
k
n
(x, y)μn(dy)

=
3∑

i=0

Δi,

де Δ0 = f0,δ(x)−f0,δ
n (x), Δ1 =

∫ t

δ

∫
Rm pr(x, y)μ(dy) dr− 1

n

∑[nt]
k=[δn]

∫
Rm p k

n
(x, y)μ(dy),

Δ2 = 1
n

∑[nt]
k=[δn]

∫
Rm p k

n
(x, y)[μ(dy) − μn(dy)],

Δ3 =
1
n

[nt]∑
k=[δn]

∫
Rm

[
p k

n
(x, y) − pn

k
n
(x, y)

]
μn(dy).

Для оцiнки Δ0 у припущеннi, що δ < 1, спочатку розглянемо supx∈Rm f0,δ
n (x)

згiдно з алгоритмом, описаним в [8].
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З умов B2), B4) випливає, що для довiльного T ∈ R+ iснує константа CT ∈ R+

така, що для довiльних t ∈ 1
nN, t ≤ T , n ∈ N:

pn
t (x, y) ≤ CT · t−m

2

[
exp

(
−α1‖x − y‖2

2

t

)
+

(
1 +

(‖y − x‖2√
t

)m)−1
]

.

Тодi

sup
x∈Rm

f0,δ
n (x) ≤ sup

x∈Rm

Fn(x) + sup
x∈Rm

∫
Rm

Kn,δ(‖y − x‖2)μn(dy),

де

Kn,δ(z) =
C1

n

[nδ]∑
k=1

(n

k

)m
2 ·

⎡⎣exp
(
−α1z

2 · n

k

)
+

(
1 +

(
z ·

√
n

k

)m
)−1

⎤⎦ , z ∈ R+.

Далi вiдмiтимо, що для довiльного k ∈ N i t ∈ [
k
n , k+1

n

]
виконуються наступнi

нерiвностi: (n

k

)m
2 ≤

(
k + 1

k

)m
2

· t−m
2 ≤ 2

m
2 · t−m

2 ,

exp
(
−α1z

2 · n

k

)
+

(
1 +

(
z ·

√
n

k

)m
)−1

≤ exp
(−α1z

2

t

)
+

(
1 +

(
z√
t

)m)−1

.

Таким чином, для довiльного k ∈ N:

1
n

(n

k

)m
2 ·

⎡⎣exp
(
−α1z

2 · n

k

)
+

(
1 +

(
z ·

√
n

k

)m
)−1

⎤⎦
≤ 2

m
2 ·

∫ k+1
n

k
n

t−
m
2 ·

[
exp

(−α1z
2

t

)
+

(
1 +

(
z√
t

)m)−1
]

dt.

Тепер

Kn,δ(z) ≤ 2
m
2 C1 ·

∫ δ

1
n

t−
m
2 ·

[
exp

(−α1z
2

t

)
+

(
1 +

(
z√
t

)m)−1
]

dt

≤ Kδ(z) ≡ 2
m
2 C1 ·

∫ δ

0

t−
m
2 ·

[
exp

(−α1z
2

t

)
+

(
1 +

(
z√
t

)m)−1
]

dt.

За допомогою замiни u = z2

t отримуємо:

Kδ(z) = 2
m
2 C1 · z2−m · G

(
z2

δ

)
,

де

G(y) =
∫ +∞

y

u
m
2 −2

[
exp (−α1u) +

(
1 + u

m
2
)−1]

du.

Для довiльного m ≥ 2, δ < 1 справедливi наступнi двi оцiнки (див. [8]):

Kδ(z) ≤ D · ω(z) · G(δ−
1
2 ), z > δ

1
4 .

Kδ(z) ≤ D · ω(z), z ∈ R+.

Тодi

sup
x∈Rm

f0,δ
n (x) ≤ sup

x∈Rm

Fn(x) + D · G(δ−
1
2 ) sup

x∈Rm

∫
Rm

ω(‖y − x‖2)μn(dy)

+ D · sup
x∈Rm

∫
‖y−x‖2≤δ

1
4

ω(‖y − x‖2)μn(dy).
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При достатньо великих y:

G(y) =
∫ +∞

y

u
m
2 −2e−α1u du +

∫ +∞

y

u
m
2 −2

1 + u
m
2

du

≤
∫ +∞

y

D · e− 1
4 u du +

∫ +∞

y

u−2 du ≤ D · 1
y
.

Таким чином, при достатньо малих δ = δ(n) → 0, n → ∞:

sup
x∈Rm

f0,δ
n (x) ≤ sup

x∈Rm

Fn(x) + D
(
δ

1
2 + δ

ν−(m−2)
4

)
≤ sup

x∈Rm

Fn(x) + Dδmin{ 1
2 , ν−(m−2)

4 }.

I, як наслiдок,

sup
x∈Rm

f0,δ
n (x) = O

(
n−α + δmin{ 1

2 , ν−(m−2)
4 }

)
, n → +∞.

Застосувавши аналогiчну процедуру для f0,δ(x), маємо:

sup
x∈Rm

f0,δ(x) = O
(
δ

ν−(m−2)
4

)
, δ → 0. (9)

Таким чином, маємо оцiнку на supx∈Rm |Δ0|:

sup
x∈Rm

|Δ0| = O
(
n−α + δmin{ 1

2 , ν−(m−2)
4 }

)
, n → +∞.

Перейдемо до оцiнки supx∈Rm |Δ1|.

|Δ1| =

∣∣∣∣∣∣
∫ t

δ

∫
Rm

pr(x, y)μ(dy) dr − 1
n

[nt]∑
k=[δn]

∫
Rm

p k
n
(x, y)μ(dy)

∣∣∣∣∣∣
≤

[nt]∑
k=[δn]

∫ k+1
n

k
n

∫
Rm

∣∣∣pr(x, y) − p k
n
(x, y)

∣∣∣ μ(dy) dr

≤
[nt]∑

k=[δn]

∫ k+1
n

k
n

∫
Rm

Mr−
m
2 −1 exp

(
−α1‖x − y‖2

2

r

)
·
(

r − k

n

)
μ(dy) dr

≤
[nt]∑

k=[δn]

∫ k+1
n

k
n

∫
Rm

Mr−
m
2 −1 ·

(
r − k

n

)
μ(dy) dr

≤
[nt]∑

k=[δn]

∫ k+1
n

k
n

∫
Rm

M

(
k

n

)−m
2 −1

· 1
n

μ(dy) dr

≤ D · 1
n2

[nt]∑
k=[δn]

(
k

n

)−m
2 −1

= D · 1
n2

∑
k : δ≤ k

n <t

(
k

n

)−m
2 −1

≤ D · 1
n2

· δ−m
2 −1 · ([nt] − [nδ] + 1) ≤ D · 1

n
· δ−m

2 −1.

Отже, supx∈Rm |Δ1| = O
(

1
n · δ−m

2 −1
)
, n → +∞.
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Тепер, враховуючи B2), знайдемо оцiнку supx∈Rm |Δ2|.

|Δ2| =

∣∣∣∣∣∣ 1n
[nt]∑

k=[δn]

∫
Rm

p k
n
(x, y)[μ(dy) − μn(dy)]

∣∣∣∣∣∣
≤ M

1
n

[nt]∑
k=[δn]

(
k

n

)−m+1
2

exp
(
−α1n‖x − y‖2

2

k

)
· ‖μ − μn‖Lip

≤ Dδ−
m+1

2 · ‖μ − μn‖Lip.

Враховуючи, що ‖μ − μn‖Lip = O(n−β), β > 0, маємо:

sup
x∈Rm

|Δ2| = O
(
δ−

m+1
2 · n−β

)
, n → +∞.

Тепер, аналогiчно попереднiм оцiнкам, враховуючи B4), оцiнимо supx∈Rm |Δ3|.

|Δ3| ≤ 1
n

[nt]∑
k=[δn]

∫
Rm

∣∣∣p k
n
(x, y) − pn

k
n
(x, y)

∣∣∣ μn(dy)

≤ D

n
√

n

[nt]∑
k=[δn]

∫
Rm

(
k

n

)−m
2
(

1 +
(‖y − x‖2√

t

)m)−1

μn(dy)

≤ D

n
√

n

[nt]∑
k=[δn]

∫
Rm

(
k

n

)−m
2

μn(dy) ≤ D

n
√

n

[nt]∑
k=[δn]

(
k

n

)−m
2

≤ D√
n
· δ−m

2 .

Таким чином, supx∈Rm |Δ3| = O
(

1√
n
· δ−m

2
)
, n → +∞.

Поклавши δ = δ(n) = n−�, 0 < � < min{ 2β
m+1 , 1

m}, маємо:
d(fn, f) = sup

s= i
n , t∈(s,T )

‖fs,t
n (·) − fs,t(·)‖

= O
(
n−α + n−�min{ 1

2 , ν−(m−2)
4 } + n

�(m+1)
2 −min{β, 1

2}
)

, n → +∞.

Остаточно, поклавши � = 2v
2u+m+1 , де u ≡ min{ 1

2 , ν−(m−2)
4 }, v ≡ min{β, 1

2}, маємо:

d(fn, f) = sup
s= i

n , t∈(s,T )

‖fs,t
n (·) − fs,t(·)‖ = O

(
n−α + n− 2uv

2u+m+1

)
, n → +∞. (10)

Перейдемо до оцiнки G(f, γ, T ) = sup0≤s≤t≤T, ‖x′−x′′‖≤γ |fs,t(x′) − fs,t(x′′)|.

fs,t(x′) − fs,t(x′′) =
∫ t−s

0

∫
Rm

(pr(x′, y) − pr(x′′, y))μ(dy) dr

=
∫ δ1

0

∫
Rm

(pr(x′, y) − pr(x′′, y))μ(dy) dr

+
∫ t−s

δ1

∫
Rm

(pr(x′, y) − pr(x′′, y))μ(dy) dr.

Тодi supx∈Rm f0,δ1(x) = O
(
δ

ν−(m−2)
4

1

)
, δ1 → 0, i∫ t−s

δ1

∫
Rm

‖pr(x′, y) − pr(x′′, y)‖μ(dy) dr ≤ D‖x′ − x′′‖2

∫ T

δ1

r−
m+1

2 dr ·
∫
Rm

μ(dy)

≤ D · δ−
m−1

2
1 ‖x′ − x′′‖2.
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Тепер для довiльного 0 < ρ < 2
m−1 , поклавши δ1 = ‖x′ − x′′‖ρ

2, маємо:

G(f, γ, T ) = sup
0≤s≤t≤T, ‖x′−x′′‖2≤γ

|fs,t(x′) − fs,t(x′′)| = O
(
γ1−ρ·m−1

2 + γρ ν−(m−2)
4

)
,

γ → 0.
Остаточно, при ρ = 4

ν+m :

G(f, γ, T ) = O
(
γ

ν−(m−2)
ν+m

)
, γ → 0. (11)

Залишилось розглянути об’єкти γ, K(γ, T ), що пов’язанi з ЦГТ.
Згiдно з Лемою 3.1. [8], при виконаннi умов теореми послiдовнiсть процесiв Xn,

що визначена в (2), (3), задає марковську апроксимацiю процесу X , визначеного в
(1). У ходi доведення Леми 3.1. [8] зазначено, що, згiдно з ЦГТ, враховуючи умови
на {ξk}, отримуємо, що для довiльного ε > 0 iснує Nε ∈ N i випадковий вектор
(ηε, ζε) такi, що

E ‖ηε − ζε‖2
Rm < ε, ηε

d=
SNε√
Nε

, ζε
d= W (1), SN =

N∑
k=1

ξk.

При цьому при K(γ, T ) = Nε i γ3 > D · ε виконанi всi умови означення марковської
апроксимацiї.
Тепер, вибираючи Nε < D · ε i ε = n−λ, 0 < λ < min(1, α), маємо, що

K(γ, T ) = O
(
n−λ

)
, γ = O

(
n−λ

3

)
, G(f, γ, T ) = O

(
n−λ(ν−(m−2))

3(ν+m)

)
,

n → +∞.

Тодi, беручи до уваги оцiнки (8)–(11) та результат Леми 2.1, маємо:

d2
W,2

(
θ0,T

n , θ0,T
)

= O
(
nλ−α + n

(λ−1)r
p + n− 2uv

m+2u+1 + n−λ(ν−(m−2))
3(ν+m) + n−λ

6

)
,

n → +∞.

Позначимо χ ≡ min{ 1
6 , ν−(m−2)

3(ν+m) }. Тодi

d2
W,2

(
θ0,T

n , θ0,T
)

= O
(
nλ−α + n

(λ−1)r
p + n− 2uv

m+2u+1 + n−χλ
)

, n → +∞.

Далi "згорнемо" доданки, що мiстять λ. Для цього розглянемо випадки:
1) α ≥ 1+χ

1+ p
r χ

Тодi, поклавши λ = 1
1+ p

r χ , отримуємо, що λ − α ≤ (λ−1)r
p = −χλ i

nλ−α + n
(λ−1)r

p + n−χλ ≤ D · n− χ

1+ p
r

χ ;

2) 0 < α < 1+χ
1+ p

r χ .

Тодi, поклавши λ = α
1+χ , отримуємо, що

(λ−1)r
p ≤ λ − α = −χλ i

nλ−α + n
(λ−1)r

p + n−χλ ≤ D · n− χα
1+χ .

Таким чином, при m > 2 маємо остаточну оцiнку:

d2
W,2

(
θ0,T

n , θ0,T
) ≤

⎧⎪⎨⎪⎩D · n−min

{
χ

1+ p
r

χ
, 2uv
2u+m+1

}
, якщо α ≥ 1+χ

1+ p
r χ

D · n−min{ χα
1+χ , 2uv

2u+m+1}, якщо 0 < α < 1+χ
1+ p

r χ ,

Згiдно iз Зауваженням 4.1, неважко переконатися, що при m = 2 отримана ви-
ще оцiнка швидкостi збiжностi уповiльнюється додатковим множником lnn, що i
доводить основний результат.
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5. Приклад

Нехай m = 2. Розглянемо послiдовнiсть мiр πn, що виникають як вiдповiднi роз-
подiли випадкових величин

ξ̃n =

(
n∑

k=1

εk3−k +
∞∑

k=n+1

ε̃k3−k,

∞∑
k=n+1

ε̂k3−k

)
,

де εi, ε̃j, ε̂k — незалежнi, i, j, k ≥ 1 i

εk =

{
0 з iм. 1

2 ,

2 з iм. 1
2 ,

ε̃k =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 з iм. 1

3 ,

1 з iм. 1
3 ,

2 з iм. 1
3 ,

ε̂k =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 з iм. 1

3 ,

1 з iм. 1
3 ,

2 з iм. 1
3 ,

k ≥ 1.

Мiра πk рiвномiрно розподiлена на 2k квадратах, кожен iз яких має сторону 3−k

i вагу 1
2k . Позначимо через Ck дану множину квадратiв, на яких зосереджена мiра

πk, i S = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ [0, 1], x2 = 0}.
Послiдовнiсть мiр πn збiгається до мiри Кантора μ на вiдрiзку S, тобто розподiлу

випадкової величини ξ̃ =
(∑∞

k=1 εk3−k, 0
)
. У якостi апроксимуючих мiр виберемо

μn = πkn , kn = [c lnn], n ≥ 2, константу c вкажемо пiзнiше.
Перевiримо виконання умов A4)–A8) Теореми 2.1.
Легко бачити, що πk(dx) =

(
9
2

)k
ICk

dx. Тодi для n ≥ 2

nFn(x) =
(

9
2

)kn

ICkn
(x) ≤

(
9
2

)c ln n

= nc ln 9
2 .

Виберемо c = 1
2 ln 9

2
. Тодi умови A4)–A5) Теореми 2.1 виконанi з α = 1

2 .
Позначимо

B(x, r) = {y : ‖y − x‖2 ≤ r}, Ij,k =
[
j − 1
3k

,
j

3k

]
×

[
0,

1
3k

]
i доведемо спочатку, що μn задовольняє умову A6) для B

(
x, 3−k

)
, k ≥ 1.

В силу того, що B
(
x, 3−k

)
перетинає щонайбiльше 3 квадрата Ij,k, маємо:

μn

(
B

(
x, 3−k

)) ≤ 3 max
1≤j≤3k

μn(Ij,k).

Тепер, якщо n ≥ k, то, за побудовою,

μn(Ij,k) =
{

0
2−k i μn

(
B

(
x, 3−k

)) ≤ 3 · 2−k = 3 · (3−k)log3 2.

Якщо n < k, то у квадратi площею 3−2n лежить 32(k−n) квадратiв площею 3−2k.
За побудовою, максимальна вага квадрата зi стороною 3−n складає 2−n, тодi макси-
мальна вага квадрату зi стороною 3−k складає

2−n

32(k−n)
= 3−2k ·

(
9
2

)n

< 3−2k ·
(

9
2

)k

= 2−k.

I, знову ж таки, μn

(
B

(
x, 3−k

)) ≤ 3 · 2−k = 3 · (3−k)log3 2.
Отже, для довiльних n, k ≥ 1:

μn

(
B

(
x, 3−k

)) ≤ 3 · (3−k)log3 2 ≤ 3 · (3−k)
log3 2

2 .

Тодi для довiльних n, k ≥ 1, r ∈ (3−k−1, 3−k]:

μn (B (x, r)) ≤ μn

(
B

(
x, 3−k

)) ≤ 2 · 2−k < 2 · r log3 2
2 .
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Звiдси маємо, що умова A6) справедлива для довiльних n, k ≥ 1, r ∈ (0, 1/3] з
константами C = 3, ν = log3 2

2 . При r > 1/3 маємо:

3 · r log3 2
2 > 3 · (1/3)

log3 2
2 > 1 ≥ μn (B (x, r)) .

Отже, умова A6) виконана з константами C = 3, ν = log3 2
2 .

В силу того, що для лiпшицевої функцiї f справедливо∣∣∣∣∫
R2

f dμ −
∫
R2

f dμn

∣∣∣∣
≤ E

∣∣∣∣∣f
( ∞∑

k=1

εk3−k, 0

)
− f

(
kn∑

k=1

εk3−k +
∞∑

k=kn+1

ε̃k3−k,

∞∑
k=kn+1

ε̂k3−k

)∣∣∣∣∣
≤ Lip(f) · E

⎛⎝( ∞∑
k=kn+1

εk3−k −
∞∑

k=kn+1

ε̃k3−k

)2

+

( ∞∑
k=kn+1

ε̂k3−k

)2
⎞⎠

1
2

< 3 · 3−kn ≤ 3 · 3−c lnn+1 = 9 · n−c ln 3,

маємо виконання умови A7) з

β = c ln 3 =
ln 3

2 ln 9
2

=
1

2(2 − log3 2)
.

Далi скористаємося наступним твердженням.

Лема 5.1. Нехай φ такий, що

Exφ0,t ≤ D · tσ, σ > 0, (∗)
Тодi для довiльного p ∈ N iснує Cp > 0:

Ex(φ0,t)p ≤ Cp · tσp.

Доведення проведемо в 2 етапи:
(1) Нехай φ0,t має iнтегральне представлення:

φ0,t =
∫ t

0

g(X(r)) dr.

Тодi

Ex

(∫ t

0

g(X(r)) dr

)p

= p! Ex

∫
0<r1<r2<···<rp<t

g(X(r1))g(X(r2)) . . . g(X(rp)) dr1 dr2 . . . drp

= p!
∫

0<r1<r2<···<rp−1<t

dr1 dr2 . . . drp−1

×
∫ t

rp−1

drpEx[g(X(r1))g(X(r2)) . . . g(X(rp−1))Ex(g(X(rp)) | Frp−1)]

= p!
∫

0<r1<r2<···<rp−1<t

dr1 dr2 . . . drp−1Ex [g(X(r1))g(X(r2)) . . . g(X(rp−1))]

×
∫ t

rp−1

EX(rp−1)g(X(rp − rp−1)) drp.
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Позначивши It
0(x) =

∫ t

0
Exg(X(r)) dr i повторивши вищезазначену процедуру p

разiв, маємо:

Ex

(∫ t

0

g(X(r)) dr

)p

= p! It−rp−1
0 (X(rp−1)) · It−rp−2

0 (X(rp−2)) · . . . · It−r1
0 (X(r1)) · It

0(X(0)).

I, враховуючи, що It
0(x) ≤ D · tσ, маємо шукане.

(2) За теоремою 6.6 [3], при виконаннi умов Леми 5.1, iснує послiдовнiсть iнте-
гральних {φn}, що задовольняють (∗), така, що φn → φ в середньому квадратичному.
Тодi, згiдно з попереднiм пунктом,

Ex(φ0,t
n )p ≤ Cp · tσp

i за лемою Фату:
Ex(φ0,t)p ≤ Cp · tσp,

що i треба було довести.
Тепер, скориставшись результатом Леми 5.1 та оцiнкою (9), що залишається спра-

ведливою при δ < T , маємо виконання умови A8) з показниками p, r(p) = νp
4 − 1.

Вибираючи p = 800, маємо r = 100 log3 2 − 1 > 0.
Тодi, неважко переконатися,

d2
W,2

(
θ0,T

n , θ0,T
) ≤ Dn−κ · lnn,

де

κ =
2uβ

2u + 3
, u =

ν

4
=

log3 2
8

, β =
1

2(2 − log3 2)
.

Остаточно, маємо оцiнку:

d2
W,2

(
θ0,T

n , θ0,T
) ≤ Dn

− log3 2
2(log3 2+12)(2−log3 2) · lnn.
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