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НЕРIВНОСТI ДЛЯ МОМЕНТУ СКЛЕЮВАННЯ ДВОХ
НЕОДНОРIДНИХ ЛАНЦЮГIВ МАРКОВА

УДК 519.21

В. В. ГОЛОМОЗИЙ

Анотацiя. В данiй роботi розглядаються умови за яких гарантовано iснування математично-
го сподiвання моменту склеювання для двох незалежних, дискретних, неоднорiдних за часом
ланцюгiв Маркова. Розглядаються дискретнi ланцюги з фазовим простором {0, 1, . . . }, та пiд мо-
ментом склеювання розумiється перший момент одночасного потрапляння в нуль обох ланцюгiв.
Також розглянуто декiлька спецiальних випадкiв за яких можна отримати оцiнку математичного
сподiвання моменту склеювання.

Abstract. In this paper, we consider conditions which satisfy finitness of the expectation of the first
coupling moment for two independent, discrette, time-inhomogeneous Markov chains. We consider
discrette chains with a phase space {0, 1, . . . }, and by the coupling moment we understand first moment
of the simultanious visit the zero state for the both chains. Special cases designed for practical use,
giving estimates of the coupling moment expectation are also included.

Аннотация. В даной работа рассматриваются условия при которых гарантировано существу-
ет конечное математическое ожидание момента склеивания для двух независимых, дискретных,
неоднородных по времени цепей Маркова. Рассматриваются дискретные цепи с пространством
состояний {0, 1, . . . }, и под моментом склеивания мы понимаем первый момент одновременного
попадания в нулевое состояние обеих цепей. Также представлено несколько частных случаев при
которых можно получить оценки математического ожидания момента склеивания пригодные к
практическому использованию.

1. Вступ

В данiй роботi розглядається питання практичного застосування теоретичних ре-
зультатiв викладених в статтi [27]. Представлено декiлька наслiдкiв до теореми 5.1
з роботи [27], якi дозволяють отримувати практичнi умови на iснування скiнченого
математичного сподiвання моменту склеювання для двох рiзних неоднорiдних лан-
цюгiв Маркова. За допомогою отриманих теорем виведено подiбнi результати для
кiлькох конкртених ланцюгiв Маркова.
Для однорiдних ланцюгiв Маркова, в данiй роботi представлений бiльш сильний

результат, а саме теорема 4.4. Ця теорема, дещо ослабляє умову сильної неперiоди-
чностi g1

1 + g2
1 > 0, за якої доведено аналогiчний результат в роботi [31]. Теорема

доведена в данiй роботi показує, що для однорiдних процесiв вiдновлення, за умо-
ви iснування других моментiв, та дещо слабшої умови неперiодичностi (порiвняно
з умовою g1

1 + g2
1 > 0), стала, що фiгурує в оцiнцi моменту склеювання може бути

легко обчислена.
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2. Умови iснування скiнченого математичного сподiвання для моменту
склеювання

В роботi [27] була доведена наступна теорема (теорема 5.1). Для зручностi наво-
димо її формулювання, та основнi позначення:
Розглядаємо два неоднорiдних ланцюги Маркова (X1

t , t ≥ 0) та (X2
t , t ≥ 0), зi

значеннями в просторi E = {0, 1, . . .}. Ланцюги задаються своїми перехiдними ймо-
вiрностями на s-тому кроцi Ps(x, A, 1), Ps(x, A, 2) — вiдповiдно для ланцюгiв X1

t ,
X2

t . Визначимо ймовiрностi переходу за n > 0 крокiв:

P t,n(x, A, l) =

(
n−1∏
k=0

Pt+k

)
(x, A, l). (1)

Маючи даний набiр перехiдних ймовiрностей, а також початковi розподiли μl(·)
можна побудувати ймовiрнiсний простiр (Ω, F, P) на якому визначено незалежнi лан-
цюги (X l

t), l ∈ {0, 1}, i крiм того:

P{X l
s ∈ A} =

∫
E

μl(dx)P 0,s(x, A, l), P
{
X l

s+1 ∈ A | X l
s = x

}
= Ps(x, A, l).

Визначимо послiдовностi iнтервалiв вiдновлення (θl
k), l ∈ {0, 1}:

θl
0 = inf{t ≥ 0: Xt = 0}, θl

m = inf{t > θm−1 : Xt = 0}, m > 1, (2)

заданих на спiльному ймовiрносному просторi (Ω, F, P). Класи величин {θ1
k}k≥0 та

{θ2
k}k≥0 незалежнi. θl

k для кожного l = 1, 2 та k > 0 приймають цiлi додантi значення,
та цiлi невiд’ємнi для θl

0. Визначимо послiдовностi вiдновлення наступним чином:

τ l
n =

n∑
k=0

θl
k, l = 1, 2. (3)

Вважаємо, що сусiднi величини всерединi кожного класу є умовно незалежними
(обгрунтування цього можна знайти в статтi [27, ст. 2–5]) при фiксованому τ , тобто
для всiх k, t, l виконана наступна рiвнiсть:

E
[
f(θl

k)g(θl
k+1) | τ l

k

]
= E

[
f(θl

k)|τ l
k

]
E

[
g(θl

k+1) | τ l
k

]
, (4)

для довiльних обмежених борельових функцiй f та g.
Введемо позначення для умовного розподiлу величин θl

k (даний розподiл не за-
лежить вiд k):

gt,l
n = P{θl

k = n | τk−1 = t}, l = 1, 2, n ≥ 0, (5)

будемо вважати, що gt,l
0 = P{θl

k = 0 | τk−1 = t} = 0. Величини θl
k, k ≥ 1, будемо

iнтерпритувати як крок вiдновлення, а θl
0 — як затримку.

Будемо казати, що T > 0 це момент склеювання, якщо:

T = min
{
t > 0: ∃m, n : t = τ1

m = τ2
n

}
. (6)

Наша мета — знайти умови за яких T < ∞ майже напевно, або E[T ] < ∞.
Через u

(t,l)
n позначимо послiдовнiсть вiдновлення, для процесу τ l. Iншими сло-

вами, u
(t,l)
n — це ймовiрнiсть того, що в момент часу t + n вiдбулось вiдновлення

за умови що вiдновлення вiдбулось в момент часу t. Формально u
(t,l)
n визначається

наступним чином:

u
(t,l)
0 = 1, u(t,l)

n =
n∑

k=0

u
(t,l)
k gt+k,l

n−k . (7)
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3. Строге визначення величин θl(t)

Як ми бачили ранiше розподiл (k+1)-го iнтервалу вiдновлення повнiстю визнача-
ється значенням величини τk, тобто моментом коли вiдбулось попереднє вiдновлення
i не залежить вiд iндексу k. Тому ми i ввели позначення gt,l

n , та u
(t,l)
n . Наша мета

визначити випадковi величини θl(t) та похiднi вiд них так, щоб gt,l
n був розподiлом

θl(t).
В цьому розiдiлi будемо опускати iндекс l. Припустимо Xt деякий неоднорiдний

ланцюг Маркова, з перехiдними ймовiрностями на t-тому кроцi Pt(x, A), як i ранiше
визначимо:

P t,n(x, A) =

(
n−1∏
k=0

Pt+k

)
(x, A),

перехiдну ймовiрнiсть за час вiд t до t + n.
Для кожного t визначимо ймовiрнiсний простiр (Ωt, Ft, Pt), як канонiчний простiр

для ланцюга Маркова Xt+n, що стартує з нуля (тобто початкова мiра зосереджена
в нулi). Тодi, позначимо:

θ(t) = min{j > 0: Xt+j = 0}. (8)

Позначимо gt
n = Pt{θ(t) = n} — розподiл величини θ(t). Тодi:

gt
n =

∫
(E\{0})n−1

Pt(0, dx0)Pt+1(x0, dx1) . . . Pt+n−1(xn−1, {0}). (9)

Як i в попередньому розiдiлi визначимо θl(t) як момент першого повернення в нуль
для ланцюга (X l

t+k, k ≥ 0), що стартує з нуля, тодi величина θl(t) має розподiл
(gt,l

n )n≥0.
Визначимо недострибок:

Dn(t) = min{j ≥ 0: Xt+n+j = 0}. (10)

Величину Dn(t) слiд розумiти як час, що залишився до попадання в {0} пiсля момен-
ту t+n, якщо вiдомо, що Xt = 0. Зауважимо, що Dn(t), θ(t) визначенi на спiльному
просторi (Ωt, Ft, Pt).
Для доведення основної теореми ключове значення вiдiграватиме наступне твер-

дження (яке буде доведено пiзнiше):

Лема 3.1. Якщо сiм’я розподiлiв gt
n (або випадкових величин θ(t)) є рiвномiрно

iнтегровною, то для кожного ρ ∈ (0, 1) знайдеться стала C = C(ρ) ≥ 0, така, що
для кожного t виконується наступна нерiвнiсть:

Et[Dn(t)] ≤ ρn + C.

Теорема 3.1. Нехай в означеннях введених вище,
1) Набiр випадкових величин θl(t) є рiвномiрно iнтегровним (або iншими словами

сiм’я ймовiрнiсних мiр gt,l
n є рiвномiрно iнтегровною).

2) Iснують така стала γ > 0 та натуральне число n0 > 0, що для всiх t, l та
n ≥ n0: u

(t,l)
n ≥ γ.

Тодi момент склеювання є iнтегровним:

E[T ] < ∞
4. Наслiдки з теореми 3.1

Наслiдок 4.1. Нехай Xt, X ′
t два однорiдних неперiодичних ланцюги Маркова такi

що:
max{E[θ0], E[θ′0], E[θ1], E[θ′1]} < ∞.

Тодi E[T ] < ∞.
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Доведення. Оскiльки розподiли всiх θk, k ≥ 1 однаковi, так як i розподiли θ′k, k ≥ 1
то серед розподiлiв gt,l

n не бiльше чотирьох рiзних, а тому дана сiм’я рiвномiрно
iнтегровна.
Оскiльки ланцюги неперiодинчi та мають скiнченi моменти повернення, то за

теоремою вiдновлення un → 1/ E[θ1] > 0, u′
n → 1/ E[θ′1] > 0, n → ∞. Отже обидвi

послiдовностi вiддiленi вiд нуля починаючи з деякого номеру.
Таким чином виконанi умови теореми 3.1. �

Зауваження 4.1. Перевiряти умови теореми 3.1 на практицi може бути технiчно
досить складно. Тому доцiльно розглянути деякi спецiальнi випадки, якi простiше
перевiряти i якi гарантуватимуть виконання умов теореми 3.1.

Наступнi декiлька теорем дають умови за яких виконана умова (2) теореми 3.1.
Варто зауважити, що фрагмент доведення наступних двох теорем повторює iдею
доведення вiдповiдного твердження з монографiї [3].

Теорема 4.1. Нехай θn — послiдовнiсть вiдновлення, що породжена неоднорiдним
ланцюгом Маркова, i (g(t)

n ) — сiм’я її умовних розподiлiв. Нехай також виконанi
наступнi умови:
1. Iснує такий набiр з m номерiв l1, . . . , lm, з НСД = 1, що

inf
t,i

g
(t)
li

> 0.

2. Послiдовнiсть θn стохастично мажорована, G
(t)
n ≤ Ĝn → 0, n → ∞, причому

ĝl1 > 0 та iснує скiнчений момент μ̂ =
∑

n≥0 Ĝn.
Тодi iснує такий номер n0, та стала γ > 0, що для всiх n ≥ n0, t > 0, що

u
(t)
n > γ.

Теорема 4.2. Нехай в позначеннях теореми 3.1
a) Iснує таке n0, що для довiльних t, l та n ≥ n0: g

(t,l)
n > 0 .

b) Iснують такi γi > 0, i = 0, n0 − 1, що для кожних t, l — g
(t,l)
n0+i ≥ γi, для

кожного i = 0, n0 − 1.
Тодi виконана умова (2) теореми 3.1

Наслiдок 4.2. Нехай (ĝn) — стохастична мажоранта для сiм’ї розподiлiв (gt,l
n ),

тобто Gt,l
n ≤ Ĝn. Якщо ĝ1 > 0, то виконана умова (2) теореми 3.1, з n0 = 1.

Теорема 4.3. Якщо серед розподiлiв {(gt,l
n , n ≥ 0)} лише скiнчена кiлькiсть рiзних,

причому кожен розподiл неперiодичний, тодi виконана умова (2) теореми 3.1, з
деяким n0.

Щодо умови рiвномiрної iнтегровностi iснує декiлька загальновiдомих умов якi
забезпечують рiвномiрну iнтегровнiсть сiм’ї випадкових величин. Зокрема:
1) Сiм’я θn рiвномiрно iнтегровна тодi i лише тодi θn стохастично мажорованi

деякою величиною ζ зi скiнченим математичним сподiванням.
2) Якщо supn E[θp

n] < ∞, для деякого p > 1, то сiм’я θn рiвномiрно iнтегровна. Для
перевiрки скiнченостi моментiв на практицi можна використовувати метод пробних
функцiй.
Наступна теорема мiстить значно сильнiшi умови нiж були до цього, але натомiсть

дає оцiнку математичного сподiвання моменту склеювання:

Теорема 4.4. Розглянемо два однорiднi, незалежнi, неперiодичнi процеси вiднов-
лення θ(l), l ∈ {1, 2}. Припустимо виконання наступних умов:

1) Iснують скiнченi другi моменти μ
(l)
2 ,

2) Iснують такi γ > 0, та n0, що для всiх l та n > n0: u
(l)
n ≥ γ.
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Тодi:

E[T ] ≤ E
[
max(θ1

0 , θ
2
0)

]
+ γ−1 max

{
μ

(1)
2

μ(1)
,
μ

(2)
2

μ(2)

}
.

Зауваження 4.2. Зауважимо, що з умов теореми 4.4 випливають умови 3.1, однак
доведення теореми 4.4 суттєво вiдрiзняється вiд доведення теореми 3.1, використову-
ючи нерiвнiсть Дейлi, аналога якої для неоднорiдного випадку немає (тому теорема
сформульована лише для однорiдного випадку).

5. Приклади застосувань для однорiдних ланцюгiв Маркова

Обернений ланцюг вiдновлення. Розглянемо спочатку два однорiдних ланцюги
Маркова, що задаються наступними перехiдними матрицями:

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

b0 1 − b0 0 0 . . .
b1 0 1 − b1 0 . . .
b2 0 0 1 − b2 . . .
b3 0 0 0 1 − b3

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Q =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

c0 1 − c0 0 0 . . .
c1 0 1 − c1 0 . . .
c2 0 0 1 − c2 . . .
c3 0 0 0 1 − c3

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Обчислимо послiдовностi Gl
n, gl

n:

G1
n =

n−1∏
k=0

(1 − bk), G2
n =

n−1∏
k=0

(1 − ck), n ≥ 1,

g1
1 = b0, g1

n =
n−2∏
k=0

(1 − bk)bn−1, n ≥ 2,

g2
1 = c0, g2

n =
n−2∏
k=0

(1 − ck)cn−1, n ≥ 2.

Обчислимо ml
j — математичне сподiвання часу досягнення стану 0 з точки j.

m1
j = 1 +

∑
k≥1

k−1∏
i=0

(1 − bj+i), m2
j = 1 +

∑
k≥1

k−1∏
i=0

(1 − cj+i).

Обчислимо другi момент повернення в нуль:

m1,2 = b0 +
∑
n≥2

n2
n−2∏
k=0

(1 − bk)bn−1, m
2,2 = c0 +

∑
n≥2

n2
n−2∏
k=0

(1 − ck)cn−1.

Тепер ми готовi сформулювати рiзнi умови за яких будуть скiнченими математи-
чнi сподiвання моменту склеювання.

Теорема 5.1. Нехай незалежнi ланцюги Xn, X ′
n з перехiдними ймовiрностями

P , Q знаходяться в початкових станах l, j вiдповiдно. Нехай виконанi наступнi
умови:

1) bn > 0, cn > 0, n ≥ 1.
2) max{m1

l , m
2
j , m

l
0} < ∞.

Тодi iснує iнтегровний момент спiльного потрапляння в нуль: E[T ] < ∞.
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Доведення. Умова (1) гарантує неперiодичнiсть ланцюгiв X та X ′, а умова (2) скiн-
ченiсть моментiв θl

j , j ≥ 0. Таким чином за наслiдком до теореми 3.1, отримаємо
скiнченiсть математичного сподiвання моменту склеювання. �

Зауваження 5.1. Зазначимо, що теорема 5.1 не вимагає b0 > 0, або gl
1 > 0.

Якщо посилити умови даної теоерми до iснування других моментiв, то можна
отримати оцiнку математичного сподiвання моменту склеювання:

Теорема 5.2. Нехай незалежнi ланцюги Xn, X ′
n з перехiдними ймовiрностями

P , Q знаходяться в початкових станах l, j вiдповiдно. Нехай виконанi наступнi
умови:

1) bn > 0, cn > 0, n ≥ 1.
2) max{m1

l , m
2
j , m

l,2} < ∞.
Тодi має мiсце наступна нерiвнiсть для моменту склеювання:

E[T ] < m1
l + m2

j + γ−1 max
{

m1,2

m1
0

,
m2,2

m2
0

}
,

де

γ = γ0(1 − Ĝ1)
max{m1

0,m2
0}−Ĝ1

Ĝ1 ,

Ĝ1 = max{G1
1, G

2
1}, γ0 = min{(1− b0)b1, (1− b0)(1− b1)b2, (1− c0)c1, (1− c0)(1− c1)c2}.

Доведення. Скористаємось теоремою 4.4.
Спочатку помiтимо, що:

E[max{θ1
0, θ

2
0}] ≤ E[θ1

0] + E[θ2
0] = m1

l + m2
j .

Для завершення слiд перевiрити умову (2) теореми 4.4.
Для цього скористаємось теоремою 4.2. Для цього покажемо, що min{gl

2, g
l
3} > 0,

дiйсно:

g1
2 = (1−b0)b1, g1

3 = (1−b0)(1−b1)b2, g2
2 = (1−c0)c1, g3

3 = (1−c0)(1−c1)c2.

Тодi з умови (1) даної теореми випливає γ0 = min{gl
2, g

l
3} > 0. Вираз для γ випливає

з теореми 4.2. �

Зауваження 5.2. Зауважимо, що оцiнки для моментiв стають особливо простими
якщо iсує деяке γ > 0, що bn > γ, cn > γ. Однак за цiєї умови можна скористатися
бiльш сильною теоремою, що викладена в статтi [28].

Зауваження 5.3. В роботi [31], доведена теорема аналогiчна до теореми 4.4, за умови
g1
1 + g2

1 > 0. Теорема 4.4 дещо послаблює умови теореми зi статтi [31], припускаючи,
що обидвi величини g1

1 , g2
1 можуть бути рiвними нулю, приклад чого ми побачили в

теоремi 5.2. Варто зазначити, що оцiнки моменту склеювання в роботi [31] та теоремi
4.4 дуже схожi.

Випадкове блукання. Розглянемо два однорiдних ланцюги Маркова, що задаю-
ться наступними перехiдними матрицями:

P =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

p 1 − p 0 0 . . .
p 0 1 − p 0 . . .
0 p 0 1 − p . . .
0 0 p 0 1 − p

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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Q =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

q 1 − q 0 0 . . .
q 0 1 − q 0 . . .
0 q 0 1 − q . . .
0 0 q 0 1 − q

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Обчислимо ймовiрностi першого повернення в нуль. Для цього скористаємось
теоремою 2, ст. 86 з [2].

g1
1 = p, g1

2n =
1
n

(
2n − 2
n − 1

)
pn(1 − p)n, n ≥ 1,

g2
1 = 1, g1

2n =
1
n

(
2n − 2
n − 1

)
qn(1 − q)n, n ≥ 1.

Обчислимо моменти повернення в нуль:

m1
0 = p + 2p(1 − p)

∑
n≥0

(
2n

n

)
pn(1 − p)n,

m2
0 = 1 + 2q(1 − q)

∑
n≥0

(
2n

n

)
qn(1 − q)n.

Обчислимо тепер момент попадання в нуль з деякого стану j > 0. Для цього пора-
хуємо кiлькiсть шляхiв що не проходять через 0, зi стану j в 0 за час n. Зауважимо,
що кiлькiсть таких шляхiв рiвна кiлькостi шляхiв, що не проходять через 0, з 0 в j
за час n, а за теоремою 1, ст 85 з [2] вона рiвна: j

n

(
n

(n+j)/2

)
Тодi:

m1
j = j

∑
k≥j

(
k

(k + j)/2

)
p(k+j)/2(1 − p)(k−j)/2,

m2
j = j

∑
k≥j

(
k

(k + j)/2

)
q(k+j)/2(1 − q)(k−j)/2.

I нарештi запишемо вирази для других моментiв повернення в нуль:

m1,2
0 = p + 2p(1 − p)

∑
n≥0

(n + 1)
(

2n

n

)
pn(1 − p)n,

m2,2
0 = 1 + 2q(1 − q)

∑
n≥0

(n + 1)
(

2n

n

)
qn(1 − q)n.

Теорема 5.3. Нехай X та X ′ — два ланцюги Маркова з перехiдними ймовiрно-
стями P та Q, для яких p > 1/2 та q > 1/2. Тодi iснує iнтегровний момент
склеювання для цих ланцюгiв, що стартують зi станiв i, та j вiдповiдно, причо-
му має мiсце наступна оцiнка:

E[T ] ≤ m1
i + m1

j + γ−1 max
{

m1,2

m1
0

,
m2,2

m2
0

}
.

Де в якостi γ можна вибрати min{1/m1
0, 1/m2

0} − δ, для довiльного δ > 0

Доведення. Покажимо, що за умови p > 1/2 iснують першi та другi моменти, для
цього скористаємось еквiвалентнiстю:(

2n

n

)
∼ 4n

√
πn

,

тодi 4p(1 − p) < 1, а отже ряд m1
0 еквiвалентний геометричному, а тому збiжний.

Аналогiчно можна показати скiнченiсть других моментiв.
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Отже всi математичнi сподiвання для обох ланцюгiв iснують. Неперiодичнiсть
випливає з того факту, що gl

1 > 0.
В якостi γ можна вибрати min{ 1

m1
0
, 1

m2
0
} − δ, для довiльного δ > 0. Тодi з теореми

вiдновлення випливативе, що всi ul
n будуть бiльшими за γ починаючи з деякого

номеру. �

6. Приклади застосувань для неоднорiдних ланцюгiв Маркова

В цьому роздiлi розглянемо неоднорiднi аналоги прикладiв з попереднiх роздiлiв.

Обернений ланцюг вiдновлення. Розглянемо два неоднорiдних ланцюга Мар-
кова, що задаються наборами матриць перехiдних ймовiрностей на t-тому кроцi:

Pt =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b
(t)
0 1 − b

(t)
0 0 0 . . .

b
(t)
1 0 1 − b

(t)
1 0 . . .

b
(t)
2 0 0 1 − b

(t)
2 . . .

b
(t)
3 0 0 0 1 − b

(t)
3

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Qt =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c
(t)
0 1 − c

(t)
0 0 0 . . .

c
(t)
1 0 1 − c

(t)
1 0 . . .

c
(t)
2 0 0 1 − c

(t)
2 . . .

c
(t)
3 0 0 0 1 − c

(t)
3

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Обчислимо послiдовностiGt,l
n , gt,l

n , як i в однорiдному випадку їх можна обчислити
явно:

Gt,1
n =

n−1∏
k=0

(
1 − b

(t+k)
k

)
, Gt,2

n =
n−1∏
k=0

(
1 − c

(t+k)
k

)
, n ≥ 1,

gt,1
1 = b

(t)
0 , gt,1

n =
n−2∏
k=0

(
1 − b

(t+k)
k

)
bt+n−1
n−1 , n ≥ 2,

gt,1
1 = c

(t)
0 , gt,2

n =
n−2∏
k=0

(
1 − c

(t+k)
k

)
c
(t+n−1)
n−1 , n ≥ 2.

Обчислимо ml
j — математичне сподiвання часу досягнення стану 0 з точки j.

mt,1
j = 1 +

∑
k≥1

k−1∏
i=0

(
1 − b

(t+i)
j+i

)
, mt,2

j = 1 +
∑
k≥1

k−1∏
i=0

(
1 − c

(t+i)
j+i

)
.

Зауважимо, що в неоднорiдному випадку теорема про оцiнку математичного спо-
дiвання моменту склеювання не доведена, i окрiм того для того щоб гарантувати
скiнченiсть цього мат. сподiвання треба перевiряти бiльш складнi умови теореми
3.1. В нашому випадку для перевiрки рiвномiрної iнтегровностi скористаємось тим
фактом, що послiдовнiсть рiвномiрно iнтегровна, якщо другi моменти рiвномiрно
обмеженi. Тому як i ранiше обчислимо другi моменти:
Другi момент повернення в нуль:

m1,2,t = b
(t)
0 +

∑
n≥2

n2
n−2∏
k=0

(
1 − b

(t+k)
k

)
b
(t+n−1)
n−1 ,

m2,2,t = c
(t)
0 +

∑
n≥2

n2
n−2∏
k=0

(
1 − c

(t+k)
k

)
c
(t+n−1)
n−1 .
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Тепер ми готовi сформулювати теорему про скiнченiсть математичного сподiва-
ння момента склеювання:

Теорема 6.1. Нехай незалежнi, та неоднорiднi за часом ланцюги Маркова Xn, X ′
n

з перехiдними ймовiрностями на t-тому кроцi Pt, Qt знаходяться в початкових
станах l, j вiдповiдно. Нехай виконанi наступнi умови:

1) inft,n

{
b
(t)
n , c

(t)
n

}
> 0, n ≥ 1.

2) sup
{
mt,1

l , mt,2
j , mt,l

0 , ml,2,t
}

< ∞.
Тодi iснує скiнчене математичне сподiвання моменту спiльного потрапляння в

нуль: E[T ] < ∞.
Доведення. Умова (1) гарантує вiддiленiсть вiд нуля величин gt,l

n , n ≥ 2, а отже за
теоремою 4.1 виконана умова (2) теореми 3.1. Умова (2) даної теореми, гарантує
рiвномiрну iнтегровнiсть розподiлiв gt,l

n .
Таким чином за теоремою 3.1, математичне сподiвання моменту першого попада-

ння в нуль скiнчене. �

Зауваження 6.1. Зазначимо, що як i ранiше, ми не вимагаємо b
(t)
0 > 0, або gt,l

1 > 0.

Випадкове блукання. Розглянемо два неоднорiдних ланцюги Маркова, що зада-
ються наступними матрицями перехiдних ймовiрностей на t-тому кроцi:

Pt =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

p(t) 1 − p(t) 0 0 . . .

p(t) 0 1 − p(t) 0 . . .
0 p(t) 0 1 − p(t) . . .

0 0 p(t) 0 1 − p(t)

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Qt =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

q(t) 1 − q(t) 0 0 . . .

q(t) 0 1 − q(t) 0 . . .

0 q(t) 0 1 − q(t) . . .
0 0 q(t) 0 1 − q(t)

. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Зауважимо, що в даному випадку ймовiрностi розподiл послiдовностi вiдновлення
явно обчислити не можна. Але за певних умов його, а також математичнi сподiвання
моментiв повернення в нуль можна оцiнити, що i зроблено в наступнiй теоремi:

Теорема 6.2. Нехай X та X ′ — два неоднорiдних за часом ланцюги Маркова з
перехiдними ймовiрностями на t-тому кроцi Pt та Qt, для яких iснують p > 1/2,
q > 1/2, що p(t) ≥ p та q(t) ≥ q. Тодi iснує скiнчений момент склеювання для цих
ланцюгiв, що стартують зi станiв i, та j вiдповiдно:

E[T ] < ∞.

Доведення. Зауважимо, що якщо p(t) ≥ p > 1/2, то p(t)(1 − p(t)) < p(1 − p), тому
мають мiсце наступнi оцiнки:

gt,1
1 = p(t), gt,1

2n ≤ 1
n

(
2n− 2
n − 1

)
pn(1 − p)n, n ≥ 1,

gt,2
1 = 1, gt,1

2n ≤ 1
n

(
2n− 2
n − 1

)
qn(1 − q)n, n ≥ 1.
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Оцiнимо моменти повернення в нуль:

mt,1
0 ≤ p + 2p(1 − p)

∑
n≥0

(
2n

n

)
pn(1 − p)n,

mt,2
0 ≤ 1 + 2q(1 − q)

∑
n≥0

(
2n

n

)
qn(1 − q)n.

Обчислимо тепер момент попадання в нуль з деякого стану j > 0. Для цього пора-
хуємо кiлькiсть шляхiв що не проходять через 0, зi стану j в 0 за час n. Зауважимо,
що кiлькiсть таких шляхiв рiвна кiлькостi шляхiв, що не проходять через 0, з 0 в j
за час n, а за теоремою 1, ст 85 з [2] вона рiвна: j

n

(
n

(n+j)/2

)
Тодi:

mt,1
j ≤ j

∑
k≥j

(
k

(k + j)/2

)
p(k+j)/2(1 − p)(k−j)/2,

mt,2
j ≤ j

∑
k≥j

(
k

(k + j)/2

)
q(k+j)/2(1 − q)(k−j)/2.

I нарештi запишемо оцiнки для других моментiв повернення в нуль:

m1,2,t
0 = p + 2p(1 − p)

∑
n≥0

(n + 1)
(

2n

n

)
pn(1 − p)n,

m2,2,t
0 = 1 + 2q(1 − q)

∑
n≥0

(n + 1)
(

2n

n

)
qn(1 − q)n.

Скориставшись еквiвалентнiстю:(
2n

n

)
∼ 4n

√
πn

,

а також тим, що 4p(1− p) < 1, отримаємо рiвномiрну обмеженiсть других моментiв,
а отже i рiвномiрну iнтегровнiсть.
З умови p(t) ≥ p > 1/2 випливає, що gt,1

1 > 1/2, а з умови q(t) ≥ q > 1, що gt,2
1 >

1/2. Отже за наслiдком до теореми 4.2 отримаємо виконання умови (2) теореми 3.1.
Враховуючи доведену вище рiвномiрну iнтегровнiсть, отримаємо скiнченiсть ма-

тематичного сподiвання моменту спiльного попадання в нуль. �

7. Доведення iнших теорем

Доведення теоерми 4.1. Має мiсце наступне твердження з теорiї чисел: якщо числа
l1, . . . , lm — взаємно простi, то iснує такий номер n1, що довiльне n ≥ n1 зображує-
ться у виглядi суми n =

∑m
k=1 aklk, де ak деякi натуральнi числа. А це означає, що

для кожного n ≥ n1: u
(t)
n ≥ ∏m

k=1

(
g
(t)
lk

)ak > 0.
Також з умови випливає, що iснує такий номер l, що inft g

(t)
l > 0, не втрачаючи

загальностi вважаємо l < n1.
Позначимо, через γ0 := inft min

{
u

(t)
n , n1 < n ≤ n1 + l

}
> 0.

Тодi маємо:

u
(t)
n1+l+1 =

n1+l+1∑
n=0

g(t)
n u

(t+n)
n1+l+1−n ≥

l∑
n=0

g(t)
n u

(t+n)
n1+l+1−n ≥ γ0(1 − G

(t)
l ) ≥ γ0(1 − Ĝl).

Отже для кожного t > 0 та n > n1 + l, маємо:

u(t)
n ≥ γ0

∏
n≥l

(1 − Ĝn).
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Розглянемо функцiонал F (G) =
∏

n≥l(1−Gl), що заданий на послiдовностях Gn,
n ≥ l, що задовiльняють умовам:

1) Gn спадає до нуля,
2) 0 ≤ Gn ≤ Ĝl,
3)

∑
n≥l Gl = μ̂ − Ĝl−1.

Цей функцiонал є угнутим, а множина допустимихG — опукла, а отже фунцiонал
має iнфiмум на крайових точках, отже

inf
G

F (G) = (1 − Ĝl)
μ̂−Ĝl

Ĝl .

Тодi γ = γ0(1 − Ĝl)
μ̂−Ĝl

Ĝl — i є шуканим γ. �

Доведення теореми 4.2. Доведення проведемо за iндукцiєю, починаючи з 2n0.

u
(k)
2n0

≥
(
g(k)

n0

)2

> γ2
0 .

Нехай тепер твердження виконане для всiх k та для всiх j = 2n0, . . . , n. Покажемо,
що воно має мiсце i для n + 1, де n + 1 ≥ 3n0.

u
(k)
n+1 =

n+1∑
j=0

g
(k)
j uk+j

n+1−j ≥
n+1∑
j=n0

g
(k)
j uk+j

n+1−j

≥
n+1−2n0∑

j=n0

g
(k)
j uk+j

n+1−j ≥ γ(n)
(
G(k)

n0
− G

(k)
n+1−2n0

)

≥ γ(n)
(
G(k)

n0
− Ĝn+1−2n0

)
≥ γ(n)

(
a − Ĝn+1−2n0

)
,

де

a := inf
k

(
G(k)

n0

)
≥

n0−1∑
i=0

γi > 0.

А отже маємо зв’язок: γ(n+1) = γ(n)
(
a − Ĝn+1−2n0

)
.

Покажемо, що добуток: ∏
i≥n0

(
a − Ĝi

)
> 0.

Для цього розглянемо функцiонал:

F (G) =
∏
i≥1

(a − Gi),

визначений на множинi таких послiдовностей Gi, що

0 ≤ Gi ≤ a − γ0,
∑

i

Gi ≤ m̂.

Цей функцiонал є опуклим, о отже досягає свого мiнiнмуму на межi, тобто на такiй
послiдовностi, що: ∑

i

Gi = m̂, Gi ∈ {0, a− γ0},

В цьому випадку, m̂/(a − γ0) елементiв будуть рiвними a − γ0 а всi iншi рiвними 0.
Тодi:

F (G) ≥ γ
m̂/(a−γ0)
0 = exp

(
m̂ lnγ0

a − γ0

)
= exp

(
m̂ lnγ0∑n0−1

i=1 γi

)
. �
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Доведення наслiдку до теореми 4.2. Якщо послiдовнiсть мажорована i ĝ1 > 0, то
для кожного k g

(k)
1 ≥ ĝ1 > 0, а отже теорема 4.2 виконана з n0 = 1, γ0 = ĝ1. �

Доведення теореми 4.3. Ясно, що скiнчений набiр рiзних розподiлiв мажорований.
Оскiльки кожен з розподiлiв неперiодичний, то iснує таке n0, що всi g

(k)
n0 > 0. Оскiль-

ки серед g
(k)
n не бiльше нiж k рiзних, то виберемо γi = mink g

(k)
n0+i, i = 0, . . . , n0−1. �

Доведення теореми 4.4. Як i ранiше припустимо спочатку, що θ2
0 = 0.

Зауважимо, що в цьому випадку для довiльного однорiдного процесу вiдновлення
мають мiсце такi нерiвностi (див. Lindvall, [14], ст. 26, та Daley, [25]):

E[Dn] ≤ μ E[Un] − n, (11)

E[Un] ≤ n/μ + μ2/(μ)2, (12)

де, Un кiлькiсть вiдновлень за час n, μ серерднiй час вiдновлення, скомбiнувавши
нерiвностi (11) та (12) отримаємо наступну оцiнку:

E[Bn | Bn−1] ≤ C := max

{
μ

(1)
2

μ(1)
,
μ

(2)
2

μ(2)

}
. (13)

А отже:

T ≤ θ1
0 +

τ∑
n=0

Bn = θ1
0 + C

∑
n≥0

τ≥n, (14)

E[T ] = E
[
θ1
0

]
+ C E[τ ] ≤ E

[
θ1
0

]
+ C/γ0 E

[
θ1
0

]
+ γ−1 max

{
μ

(1)
2

μ(1)
,
μ

(2)
2

μ(2)

}
.

Вiдмовившись, вiд припущення: θ2
0 = 0, отримаємо оцiнку:

E[T ] ≤ max
{
E

[
θ1
0

]
, E

[
θ2
0

]}
+ γ−1 max

{
μ

(1)
2

μ(1)
,
μ

(2)
2

μ(2)

}
. �
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