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ОЦIНЮВАННЯ ПАРАМЕТРIВ СУМIШI ДВОХ СИМЕТРИЧНИХ
РОЗПОДIЛIВ ЗА ЗМIЩЕНОЮ ВИБIРКОЮ

УДК 519.21

Т. ГОРБАЧ

Анотацiя. У дослiдженнi розглядається змiщена вибiрка з сумiшi двох симетричних розподiлiв,
що вiдрiзняються зсувом. Для оцiнки невiдомих параметрiв використовується метод моментiв
та метод узагальнених оцiночних рiвнянь. За допомогою оцiнок оптимальних оцiнюючих фун-
кцiй та оцiнки методу моментiв, побудовано адаптивнi оцiнки параметрiв вибiрки. Дослiджена
асимптотична поведiнка оцiнок методу узагальнених оцiночних рiвнянь та адаптивних оцiнок.

Abstract. In this investigation the shifted sample from the mixture of two symmetric distributions is
observed. For the estimation of the unknown parameters the moment method and GEE-method were
used. Using the estimations of optimal estimating functions and moment estimators, the adaptive
estimations were constructed. The asymptotic behavior of GEE-estimators and adaptive estimators is
investigated.

Аннотация. В этом исследовании рассматривается смещенная выборка из смеси двух симме-
тричных распределений, которые отличаются смещением. Для оценки неизвестных параметров
используется метод моментов и метод обобщенных оценочных уравнений. При помощи оценок
оптимальных оценивающих функций и оценки метода моментов построены адаптивные оценки
параметров выборки. Исследовано асимптотическое поведение оценок метода обобщенных оцено-
чных уравнений и адаптивных оценок.

1. Вступ

У данiй роботi розглядається семiпараметричне оцiнювання параметрiв сумiшi
двох симетричних розподiлiв за змiщеною вибiркою. Оцiнюванню параметрiв моделi
сумiшi присвячено багато робiт, наприклад [1] та [2]. Випадок оцiнювання параме-
трiв сумiшi двох симетричних розподiлiв за незмiщеною вибiркою розглянуто у [3]
- [6]. У роботi [3] побудованi оцiнки методом моментiв для параметрiв сумiшi за не-
змiщеною вибiркою, отриманi умови конзистентностi та асимптотичної нормальностi
цих оцiнок, знайдена їх асимптотична дисперсiя. У працi [4] побудованi оцiнки ме-
тоду узагальнених оцiночних рiвнянь (далi — GEE-оцiнки) параметрiв сумiшi двох
симетричних розподiлiв за незмiщеною вибiркою, отриманi умови їх асимптотичної
нормальностi, та знайдена точна нижня межа для коефiцiєнтiв їх розсiювання. У [5]
побудовано адаптивнi оцiнки невiдомих параметрiв сумiшi двох розподiлiв за незмi-
щеною вибiркою, дослiджена їх асимптотична поведiнка. Результати робiт [3] i [5] у
данiй роботi переносяться на випадок оцiнювання за змiщеною вибiркою.
Оцiнювання функцiй розподiлу за змiщеною однорiдною вибiркою описано у [7,

с. 286]. У данiй роботi ми застосовуємо дещо iнший пiдхiд, що спирається на технiку
оцiнок Горвiца–Томпсона (див. [8, c. 196], [9, c. 31]), але при цьому використовуємо
описану у [7] технiку асимптотичного аналiзу GEE-оцiнок.
Поняття змiщеної вибiрки та формальна постановка задачi розглянутi у п. 2. У

п. 3 i п. 4 вiдповiдно розглянутi оцiнки методу моментiв та GEE-оцiнки параметрiв
сумiшi за змiщеною вибiркою при використаннi оцiночних функцiй вигляду

∑
βiui,
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де ui — фiксованi базиснi функцiї. У п.5 розглянуто умови асимптотичної нормаль-
ностi GEE-оцiнок та визначенi оптимальнi коефiцiєнти β∗

i , при яких досягається мi-
нiмальне значення Σ(β∗

i ) асимптотичної матрицi розсiювання GEE-оцiнок. Оскiльки
значення оптимальних коефiцiєнтiв β∗

i залежать вiд значень невiдомих параметрiв
сумiшi, у п.6 побудовано конзистентнi оцiнки β̂i для β∗

i .
У п. 7 за допомогою оцiнок методу моментiв параметрiв сумiшi та оцiнок β̂i опти-

мальних коефiцiєнтiв для оцiнюючих функцiй, побудованi адаптивнi оцiнки, що ма-
ють асимпотичну матрицю розсiювання Σ(β∗

i ).

2. Постановка задачi

Нехай розглядається вибiрка X = {ξ1, . . . , ξn}, отримана вiдбором деяких об’єктiв
O з (потенцiйно необмеженої) генеральної сукупностi. Нас цiкавить розподiл деякої
вимiрюваної характеристики η(O) цих об’єктiв генеральної сукупностi. Вибiрка є
змiщеною, тобто ймовiрнiсть об’єкта потрапити до вибiрки залежить вiд значення
його спостережуваної характеристики η(O). Ми розглядатимемо випадок, коли

P(об’єкт O потрапив до вибiрки | η(O) = t) = w(t),

w(t) �= 0 для всiх t, що належать носiю розподiлу F , де F — функцiя розподiлу
елементiв η(O) генеральної сукупностi. У данiй роботi ми вважатимемо, що F є су-
мiшшю двох розподiлiв, що вiдрiзняються лише зсувом та якiй вiдповiдає щiльнiсть:

η ∼ pf(x − a1) + (1 − p)f(x − a2), (1)

де 0 < p < 1
2 — концентрацiя першої компоненти сумiшi, ai ∈ R, i = 1, 2; a1 �= a2 —

медiана i-ої компоненти сумiшi, f — симетрична щiльнiсть розподiлу вiдхилення
спостереження вiд медiани (f(−x) = f(x)). Вважатимемо, що f — невiдома дифе-
ренцiйована функцiя.
Згiдно з прикладом 5.2 з [7], функцiя розподiлу випадкових величин ξi, i =

1, . . . , n, дорiвнює

G(t) = P{η(O) < t | O потрапив до вибiрки} =

∫ t

−∞ w(x)F (dx)∫∞
−∞ w(x)F (dx)

, (2)

Таким чином, спостереження (ξ1, . . . , ξn) являють собою вибiрку з незалежних
однаковово розподiлений випадкових величин з функцiєю розподiлу G, визначеною
формулою (2) з F , що задано в (1).
Зазвичай при статистичних обстеженнях параметри p, a1 та a2 — невiдомi, тому

задача даної роботи полягає в оцiнюваннi невiдомого параметра θ = (p, a1, a2) за
вибiркою X = {ξ1, . . . , ξn}.
По аналогiї з оцiнкою Горвiца–Томпсона (див. [9, п. 1.7]), для оцiнювання ма-

тематичного сподiвання довiльної функцiї h(η), для якої iснує Eh(η), за змiщеною
вибiркою X = {ξ1, . . . , ξn} можна запропонувати:

ĥn(η) =
1

1
n

∑n
j=1

1
w(ξj)

1
n

n∑
j=1

1
w(ξj)

h(ξj). (3)
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3. Оцiнки методу моментiв для параметрiв вибiрки за змiщеною
вибiркою

У роботi [3] описано побудову оцiнок методу моментiв для параметрiв сумiшi
за незмiщеною вибiркою. У випадку змiщеної вибiрки процедура залишається ана-
логiчною, але для оцiнки теоретичних моментiв використовуються оцiнки Горвiца-
Томпсона за змiщеною вибiркою:

ŷk =
1

1
n

∑n
i=1

1
w(ξi)

1
n

n∑
i=1

1
w(ξi)

ξk
i .

Якщо E(|η1|k) < ∞, то ŷk є конзистентною оцiнкою для E ηk.
Оцiнка методом моментiв для параметрiв p, a1 та a2 має вигляд:

p̂n = p̂(Cn) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

P1(Cn), Cn > 432;
1
2 −

√
2

3 , Cn = 432;
P2(Cn), Cn < 432,

(4)

â1,n = ŷ1 −
3
√

(1 − 3p̂n + 2p̂2
n)2(3ŷ1ŷ2 − 2ŷ3

1 − ŷ3)
3
√

p̂n(1 − 2p̂n)
; (5)

â2,n =
1

1 − p̂n
(ŷ1 − p̂nâ1,n(p̂n)), (6)

де

Cn =
(24ŷ5

1 − 60ŷ3
1ŷ2 + 30ŷ1ŷ

2
2 + 20ŷ2

1ŷ3 − 10ŷ2ŷ3 − 5ŷ1ŷ4 + ŷ5)3

(2ŷ3
1 − 3ŷ1ŷ2 + ŷ3)5

,

P1(C) =
1
2
−

√
6

12

√
4 +

2C(− cos(B(C)) +
√

3 sin(B(C)))√
(−432 + C)C

,

P2(C) =
1
2
−
√−(C + A(C))2 + 432(C + 2A(C))

2
√

3
√

(432 − C)A(C)
,

A(C) = 3
√
−(−432 + C)2C + 12

√
3
√

(432 − C)3C2,

B(C) = 1/3

(
π − arctan

(
12

√
3√−432 + C

))
.

Теорема 3.1. Якщо

1. E |η1|5 < ∞;
2. a1 �= a2;
3. p ∈ (0, 1/2),

то оцiнки (4)–(6) є строго конзистентними.

Доведення аналогiчне доведенню теореми 3.2 з [3].

Зауваження 3.1. Умови 2 i 3 теореми є умовами iдентифiковностi. Якщо p =
1/2, або a1 = a2, задача оцiнювання стає, взагалi кажучи, не iдентифiковною.
Випадок p ∈ (1

2 ; 1) перетворюється на розглянутий у теоремi, якщо помiняти мi-
сцями першу i другу компоненту. Накладаючи обмеження 3, ми визначаємо другу
компоненту як таку, котра зустрiчається у сумiшi частiше нiж iнша.
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4. GEE-оцiнки для параметрiв сумiшi за змiщеною вибiркою

Для оцiнки параметрiв p, a1, a2 використаємо метод узагальнених оцiночних рiв-
нянь. Для випадку незмiщеної вибiрки цей метод описаний у [5].
Для побудови GEE-оцiнок виберемо трiйку довiльних непарних функцiй g =

gi(x), i = 1, 2, 3 таких, що для всiх α ∈ R E gi(η − α) < ∞. Тодi

E gi(η − α) = p

∫ ∞

−∞
gi(x)f(x + α − a1) dx + (1 − p)

∫ ∞

−∞
gi(x)f(x + α − a2) dx

i,

E[pg(η − a1) + (1 − p)g(η − a2)] = 0.

У данiй роботi розглядатимемо оцiнюючi функцiї вигляду

gi(x) =
M∑

m=1

βimum(x), (7)

де {um(x)}M
m=1 — деякий фiксований набiр M непарних базисних функцiй.

Статистика θ̂n = (p̂n, â1,n, â2,n) називається GEE-оцiнкою параметра θ = (p, a1, a2)
з оцiночною трiйкою (g1, g2, g3), якщо система рiвнянь

πĝi(α1) + (1 − π)ĝi(α2) = 0, i = 1, 2, 3. (8)

виконується майже напевно при пiдстановцi π = p̂n, α1 = â1,n, α2 = â2,n.
Тут ĝi - оцiнка Горвiца-Томпсона для gi за змiщеною вибiркою:

ĝ(α) =
1

1
n

∑n
j=1

1
w(ξj)

1
n

n∑
j=1

1
w(ξj)

g(ξj − α).

Пiдставивши оцiнки для g у (8) отримаємо:

1
1
n

∑n
j=1

1
w(ξj)

1
n

n∑
j=1

πgi(ξj − α1) + (1 − π)gi(ξj − α2)
w(ξj)

= 0, i = 1, . . . , 3.

Спростивши, маємо:

1
n

n∑
j=1

πgi(ξj − α1) + (1 − π)gi(ξj − α2)
w(ξj)

= 0, . . . i = 1, . . . , 3. (9)

Це i є GEE-рiвняння у випадку змiщеної вибiрки.
Позначимо

ν = (π, α1, α2),

g = (g1, g2, g3)T ,

h(ξj , ν) =
πg(ξj − α1) + (1 − π)g(ξj − α2)

w(ξj)
,

(10)

Якщо справжнє значення θ = (p, a1, a2) є коренем рiвняння

Eg(ξj , ν) = 0,

то вiдповiдна GEE-оцiнка θ̂n параметрiв сумiшi є конзистентною. Прикладом кон-
зистентної GEE-оцiнки параметрiв сумiшi є оцiнка методу моментiв.
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5. Асимптотична нормальнiсть GEE-оцiнок

Асимптотична нормальнiсть GEE-оцiнок для незмiщеної вибiрки незалежних в
сукупностi випадкових величин розглянута в [7]. Асимптотична нормальнiсть GEE-
оцiнок для параметрiв сумiшi двох розподiлiв за незмiщеною вибiркою розглянута у
роботах [4] та [5]. Доведемо асимптотичну нормальнiсть GEE-оцiнок для параметрiв
сумiшi двох розподiлiв за змiщеною вибiркою.
Позначимо V (θ) = −E

∂h(ξj ,θ)
∂θ , Q(θ) = Cov(h(ξj , θ)).

Теорема 5.1. Нехай виконуються наступнi умови:
1. Iснують та є неперервними f ′(x) та u′

m(x), m = 1, . . . , M ;
2. θ̂n = (p̂n, â1,n, â2,n)T є конзистентною оцiнкою;
3. E

u2
m(ξ1−ak)
w2(ξ1) < ∞; m = 1, . . . , M ; k = 1, 2;

4. Всi елементи матрицi V є скiнченними; detV �= 0;
5.

∃ε > 0, δ > 0: E sup
α : |α−ak|<ε

∣∣∣∣um(ξ1 − α)
w(ξ1)

∣∣∣∣
1+δ

< ∞;

E sup
α : |α−ak|<ε

∣∣∣∣u′
m(ξ1 − α)
w(ξ1)

∣∣∣∣
1+δ

< ∞; m = 1, . . . , M ; k = 1, 2;

6. um(x + δ)f(x) → 0 при x → ±∞ для будь-якого δ ∈ R;
7. w(x) > 0, x ∈ supp(F ).

Тодi √
n(θ̂n − θ) d→ N(0, Σ),

де Σ = Σ(g1, g2, g3) = V (θ)−1Q(θ)(V (θ)−1)T .

Дана теорема є наслiдком теореми 5.14 з [7].
Знайдемо явний вигляд матриць V та Q. Для цього позначимо

I =
∫ ∞

−∞
w(x)f(x) dx.

Оскiльки
∂ Et h(ξ1, t)

∂t
= 0,

то ∫ ∞

−∞
p
g′(x − a1)

w(x)
w(x) [pf(x − a1) + (1 − p)f(x − a2)] dx

= −
∫ ∞

−∞

[
pg(x − a1) + (1 − p)g(x − a2)

w(x)

]
w(x)pf ′(x − a1) dx.

Аналогiчно,∫ ∞

−∞
(1 − p)

g′(x − a2)
w(x)

w(x) [pf(x − a1) + (1 − p)f(x − a2)] dx

= −
∫ ∞

−∞
[pg(x − a1) + (1 − p)g(x − a2)] (1 − p)f ′(x − a2) dx;∫ ∞

−∞

g(x − a1) − g(x − a2)
w(x)

w(x)[pf(x − a1) + (1 − p)f(x − a2)] dx

= −
∫ ∞

−∞

pg(x − a1) − (1 − p)g(x − a2)
w(x)

w(x)[f(x − a1) − f(x − a2)] dx.
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Використовуючi попереднi спiввiдношення, легко показати, що матриця V має ви-
гляд:

V = −1
I

⎛
⎝
∫∞
−∞ g1b1

∫∞
−∞ g1b2

∫∞
−∞ g1b3∫∞

−∞ g2b1

∫∞
−∞ g2b2

∫∞
−∞ g2b3∫∞

−∞ g3b1

∫∞
−∞ g3b2

∫∞
−∞ g3b3

⎞
⎠ ,

де
b1(x) = p2f ′(x) + p(1 − p)f ′(x + a2 − a1),

b2(x) = p(1 − p)f ′(x + a1 − a2) + (1 − p)2f ′(x),

b3(x) = (2p − 1)f(x) − pf(x + a1 − a2) + (1 − p)f(x + a2 − a1).
Q = Cov(h(ξj , ν))

=
(

E

(
pgi(ξ1 − a1) + (1 − p)gi(ξ1 − a2)

w(ξ1)

)

×
(

pgj(ξ1 − a1) + (1 − p)gj(ξ1 − a2)
w(ξ1)

))3

i,j=1

.

Знайдемо явний вигляд функцiй g1, g2, g3, на яких досягається мiнiмальне значе-
ння матрицi розсiювання Σ.
Розпишемо матрицi V та Q враховуючи розклад по базису (7). Позначимо

b+
k = −1

I

∫ ∞

−∞
b1(x)uk(x) dx,

b−k = −1
I

∫ ∞

−∞
b2(x)uk(x) dx,

dk = −1
I

∫ ∞

−∞
b3(x)uk(x) dx.

Матрицi

V =

⎛
⎜⎝
∑M

k=1 β1kb+
k

∑M
k=1 β1kb−k

∑M
k=1 β1kdk∑M

k=1 β2kb+
k

∑M
k=1 β2kb−k

∑M
k=1 β2kdk∑M

k=1 β3kb+
k

∑M
k=1 β3kb−k

∑M
k=1 β3kdk

⎞
⎟⎠ ,

Q =

⎛
⎝ M∑

k,l=1

cklβikβjl

⎞
⎠

3

i,j=1

,

де

ckl =
(

E

(
puk(ξ1 − a1) + (1 − p)uk(ξ1 − a2)

w(ξ1)

)

×
(

pul(ξ1 − a1) + (1 − p)ul(ξ1 − a2)
w(ξ1)

))3

i,j=1

.

Позначимо

C = (ckl)
M
k,l=1 , B =

⎛
⎜⎝

b+
1 b−1 d1

...
...

...
b+
M b−M dM

⎞
⎟⎠ , β =

⎛
⎜⎝

β11 β21 β31

...
...

...
β1M β2M β3M

⎞
⎟⎠ .

З теореми 3.2 роботи [5], мiнiмальне значення граничної дисперсiйної матрицi Σ
досягається при β∗ = (BT C−1B)−1C−1B i дорiвнює Σ(β∗) = (BT C−1B)−1, тобто
для всiх β

Σ(β) ≥ Σ(β∗).

Зауваження 5.1. Нерiвнiсть Σ(β) ≥ Σ(β∗) означає, що матриця Σ(β) − Σ(β∗) є
невiд’ємновизначеною.
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6. Оцiнки оптимальних коефiцiєнтiв β∗

Матрицi B та C, а вiдповiдно i асимптотична матриця розсiювання Σ залежать
вiд невiдомих параметрiв p, a1, a2, тому виникає завдання побудови конзистентних
оцiнок параметрiв матриць B та C.
За побудовою матрицi V ,

b+
k = p E

u′
k(ξ1 − a1)

w(ξ1)
, b−k = (1 − p)E

u′
k(ξ1 − a2)

w(ξ1)
,

dk = E

[
uk(ξ1 − a2) − uk(ξ1 − a1)

w(ξ1)

]
.

Побудуємо оцiнки для цих коефiцiєнтiв, та визначимо умови їх конзистентностi.

b̂+
k,n = p̂n

1
n

n∑
j=1

u′
k(ξj − â1,n)

w(ξj)
,

b̂−k,n = p̂n
1
n

n∑
j=1

u′
k(ξj − â2,n)

w(ξj)
,

d̂k,n =
1
n

n∑
j=1

uk(ξj − â2,n) − uk(ξj − â1,n)
w(ξj)

,

ĉkl,n =
1
n

n∑
j=1

p̂nuk(ξj − â1,n) + (1 − p̂n)uk(ξj − â2,n)
w(ξj)

× p̂nul(ξj − â1,n) + (1 − p̂n)ul(ξj − â2,n)
w(ξj)

,

де p̂n, â1,n, â2,n — моментнi оцiнки параметрiв сумiшi, що є конзистентними.

Теорема 6.1. Нехай iснують околи нуля Θ1, Θ2 такi, що

1. E
(
supγ∈Θ1

u′
k(ξ1−ai+γ)

w(ξ1)

)2
< ∞, i = 1, 2, k = 1, M ;

2. E supγ∈Θ2

∣∣u′′
k (ξ1−ai+γ)

w(ξ1)

∣∣ < ∞, i = 1, 2, k = 1, M ;

3. E
(
supγ∈Θ1

uk(ξ1−ai+γ)
w(ξ1)

)2
< ∞, i = 1, 2, k = 1, M ;

4. w(x) > 0, x ∈ supp(F ).

Тодi оцiнки b̂+
k,n, b̂−k,n, d̂k,n, ĉkl,n є конзистентними.

Доведення. Розглянемо

b̂+
k,n − b+

k = p̂n
1
n

n∑
j=1

u′
k(ξj − â1,n)

w(ξj)
− p E

u′
k(ξ1 − a1)

w(ξ1)
= ε1,n + ε2,n + ε3,n,

де

ε1,n = (p̂n − p)
1
n

n∑
j=1

u′
k(ξj − â1,n)

w(ξj)
= (p̂n − p)

1
n

n∑
j=1

u′
k(ξj − a1 + a1 − â1,n)

w(ξj)
,

ε2,n = p
1
n

n∑
j=1

u′
k(ξj − â1,n) − u′

k(ξj − a1)
w(ξj)

,

ε3,n = p
1
n

n∑
j=1

u′
k(ξj − a1)

w(ξj)
− p E

u′
k(ξ1 − a1)

w(ξ1)
.



ОЦIНЮВАННЯ ПАРАМЕТРIВ СУМIШI ДВОХ РОЗПОДIЛIВ 59

З конзистентностi моментної оцiнки p̂n випливає, що p̂n − p → 0 за ймовiрнiстю.
Доведемо стохастичну обмеженiсть послiдовностi

Sn =
1
n

n∑
j=1

u′
k(ξj − a1 + a1 − â1,n)

w(ξj)
,

тобто покажемо, що supn P(|Sn| > C) → 0, C → ∞.
P(|Sn| > C) = P(|Sn| > C, (a1 − â1,n) �∈ Θ1) + P(|Sn| > C, (a1 − â1,n) ∈ Θ1)

Перший доданок прямує до нуля, при n → ∞, оскiльки â1,n — конзистентна
оцiнка a1.
Розглянемо окремо другий доданок. За теоремою Чебишева та умовою 1:

P(|Sn| > C, (a1 − â1,n) ∈ Θ1) < P

⎛
⎝ 1

n

n∑
j=1

sup
γ∈Θ1

∣∣∣∣u′
k(ξj − ai + γ)

w(ξj)

∣∣∣∣ > C

⎞
⎠

<
E supγ∈Θ1

∣∣∣u′2
k (ξ1−ai+γ)

w2(ξ1)

∣∣∣
C

→ 0, C → ∞,

тому
ε1,n

P→ 0, n → ∞.

За теоремою про середнє:

ε2,n = p
1
n

n∑
j=1

u′
k(ξj − â1,n) − u′

k(ξj − a1)
w(ξj)

= p(a1 − â1,n)
1
n

n∑
j=1

u”
k(ξj − a1 + θ(a1 − â1,n))

w(ξj)
.

За виконання умови 2 теореми, аналогiчно до випадку ε1,n,

ε2,n
P→ 0, n → ∞.

За ПЗВЧ та умовою 1 теореми

ε3,n
P→ 0, n → ∞.

Звiдси, b̂+
k,n

P→ b+
k , n → ∞. Аналогiчно, b̂−k,n

P→ b−k , n → ∞.
Розглянемо

d̂k,n − dk =

⎡
⎣ 1

n

n∑
j=1

uk(ξj − â2,n)
w(ξj)

− E
uk(ξ1 − a2)

w(ξ1)

⎤
⎦

−
⎡
⎣ 1

n

n∑
j=1

uk(ξj − â1,n)
w(ξj)

− E
uk(ξ1 − a1)

w(ξ1)

⎤
⎦ = ε4,n − ε5,n,

ε4,n =

⎡
⎣ 1

n

n∑
j=1

uk(ξj − â2,n)
w(ξj)

− E
uk(ξ1 − a2)

w(ξ1)

⎤
⎦

=

⎡
⎣ 1

n

n∑
j=1

uk(ξj − â2,n)
w(ξj)

− 1
n

n∑
j=1

uk(ξj − a2)
w(ξj)

⎤
⎦

+

⎡
⎣ 1

n

n∑
j=1

uk(ξj − a2)
w(ξj)

− E
uk(ξ1 − a2)

w(ξj)

⎤
⎦ P→ 0, n → ∞.
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Оскiльки перший доданок прямує за ймовiрнiстю до нуля за умовою 1 теореми,
а другий доданок — за ПЗВЧ та умовою 3 теореми.
Аналогiчно, ε5,n

P→ 0, n → ∞, тому d̂k,n
P→ dk, n → ∞.

Доведемо конзистентнiсть оцiнок ĉkl,n. Маємо ĉkl,n − ckl = δ1 + δ2 + δ3 + δ4, де

δ1 =
p̂2

n

n

n∑
j=1

uk(ξj − â1,n)ul(ξj − â1,n) − p2 E uk(ξj − a1)ul(ξj − a1);

δ2 =
p̂n(1 − p̂n)

n

n∑
j=1

uk(ξj − â1,n)ul(ξj − â2,n) − p(1 − p)Euk(ξj − a1)ul(ξj − a2);

δ3 =
p̂n(1 − p̂n)

n

n∑
j=1

uk(ξj − â2,n)ul(ξj − â1,n) − p(1 − p)Euk(ξj − a2)ul(ξj − a1);

δ4 =
(1 − p̂n)2

n

n∑
j=1

uk(ξj − â2,n)ul(ξj − â2,n) − (1 − p)2 E uk(ξj − a2)ul(ξj − a2).

Покажемо, що δ1 → 0. Доведення δ4 → 0 аналогiчне.

δ1 = ε5,n + ε6,n + ε7,n,

де

ε5,n =
p̂2

n

n

n∑
j=1

uk(ξj − â1,n)ul(ξj − â1,n) − uk(ξj − a1)ul(ξj − a1)
w2(ξj)

;

ε6,n = (p̂2
n − p2)

1
n

n∑
j=1

uk(ξj − a1)ul(ξj − a1)
w2(ξj)

;

ε7,n =
p2

n

n∑
j=1

uk(ξj − a1)ul(ξj − a1)
w2(ξj)

− p2 E
uk(ξ1 − a1)ul(ξ1 − a1)

w2(ξ1)
.

Внаслiдок закону великих чисел

ε7,n
P→ 0, n → ∞. (11)

Оскiльки p̂2
n − p2 P→ 0, n → ∞, а послiдовнiсть

1
n

n∑
j=1

uk(ξj − a1)ul(ξj − a1)
w2(ξj)

за виконання умови 3 стохастично обмежена, то

ε6,n
P→ 0, n → ∞. (12)

Позначимо функцiю Z = u′
kul + uku′

l.
Розглянемо тепер

ε5,n = (a1 − â1,n)
p̂2

n

n

n∑
j=1

Z(ξj − a1 + θ(a1 − â1,n))
w2(ξj)

,

де θ ∈ [0, 1]. Оскiльки

1
n

n∑
j=1

(u′
kul + uku′

l)
w2(ξj)

≤
√√√√ 1

n

n∑
j=1

(
u′

kul

w2(ξj)

)2

+

√√√√ 1
n

n∑
j=1

(
uku′

l

w2(ξj)

)2

,
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то згiдно з умовами 1 та 3 теореми ця послiдовнiсть стохастично обмежена, p̂2
n теж,

а â1,n − a1
P→ 0, n → ∞. Тому

ε5,n
P→ 0, n → ∞. (13)

З (11)-(13) випливає, що
δ1

P→ 0, n → ∞.

Доданок δ4 аналогiчний до δ1, тому доведення δ4
P→ 0, n → ∞, проводиться

аналогiчно.
Розглянемо δ2 = ε8,n + ε9,n + ε10,n, де

ε9,n =
p̂n(1 − p̂n)

n

n∑
j=1

[
uk(ξj − â1,n)ul(ξj − â2,n) − uk(ξj − a1)ul(ξj − a2)

w2(ξj)
;

ε10,n =
(p̂n − p)(1 − p̂n − p)

n

n∑
j=1

uk(ξj − a1)ul(ξj − a2)
w2(ξj)

;

ε11,n =
p(1 − p)

n

⎡
⎣ n∑

j=1

uk(ξj − a1)ul(ξj − a2)
w2(ξj)

− E
uk(ξ1 − a1)ul(ξ1 − a2)

w2(ξ1)

⎤
⎦ .

Внаслiдок закону великих чисел

ε11,n
P→ 0, n → ∞.

ε10,n — це добуток стохастично обмеженої послiдовностi i нескiнченно малої за ймо-
вiрнiстю. Отже

ε10,n
P→ 0, n → ∞.

Аналогiчно до ε5,n,

ε9,n =
p̂n(1 − p̂n)

n
(a2 − â2,n)(a1 − â1,n)

×
n∑

j=1

[
u′

k(ξj − a1 + θ1(a1 − â1,n))ul(ξj − a2 + θ2(a2 − â2,n))
w2(ξj)

+
uk(ξj − a1 + θ1(a1 − â1,n))u′

l(ξj − a2 + θ2(a2 − â2,n))
w2(ξj)

]
,

де θ1, θ2 ∈ [0, 1] — випадковi величини.
З умов 1 та 3 теореми випливає

ε9,n
P→ 0, n → ∞.

Звiдси
δ2

P→ 0, n → ∞.

Доведення δ3
P→ 0, n → ∞, цiлком аналогiчне.

Теорему доведено. �

Наслiдок 6.1. В умовах теореми 6.1, якщо detC �= 0, то

β̂i
P→ β∗

i , i = 1, . . . , 3,

де β̂i — стовпчики матрицi (B̂T Ĉ−1B̂)−1Ĉ−1B̂.

Доведення. З теореми випливає, що B̂
P→ B, Ĉ

P→ C поелементно, тому

β̂n = (B̂T Ĉ−1B̂)−1Ĉ−1B̂
P→ (BT C−1B)−1C−1B = β∗. �
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7. Адаптивнi оцiнки евклiдових параметрiв

Аналогiчно до роботи [5], побудуємо адаптивнi оцiнки параметрiв сумiшi, що ма-
ють мiнiмальну асимптотичну матрицю розсiювання.
Згiдно з теоремою 6.1 про конзистентнiсть оцiнок, ми можемо побудувати {β̂im}

- конзистентнi оцiнки для оптимальних коефiцiєнтiв

{β∗
im} ; i = 1, . . . , 3; m = 1, . . . , M.

Пiдставивши оцiнки в (7), отримуємо оцiнки для оптимальних оцiнюючих функцiй

gβ̂i
(x) =

M∑
m=1

β̂imum(x). (14)

Пiдставивши (14) у (8) отримуємо адаптивну систему рiвнянь

πĝβ̂i
(α1) + (1 − π)ĝβ̂i

(α2) = 0, i = 1, 2, 3 (15)

або, позначивши лiву частину системи (15)

ĥβ̂(t) =

⎛
⎝πĝβ̂1

(α1) + (1 − π)ĝβ̂1
(α2)

πĝβ̂2
(α1) + (1 − π)ĝβ̂2

(α2)
πĝβ̂3

(α1) + (1 − π)ĝβ̂3
(α2)

⎞
⎠ , t =

⎛
⎝ π

α1

α2

⎞
⎠ ,

маємо рiвносильне векторне оцiнююче рiвняння

ĥ(t) = 0. (16)

Оскiльки розв’язати таке рiвняння досить складно, побудуємо наближення до його
розвязку.
Вiзьмемо

θ̃ =

⎛
⎝p̃n

ã1

ã2

⎞
⎠

пiлотну,
√

n-конзистенту оцiнку параметра θ = (p, a1, a2)T . Наприклад, це може
бути оцiнка методу моментiв. Розкладемо лiву частину рiвняння (16) за формулою
Тейлора в точцi θ̃n :

ĥβ̂(t) ≈ ĥβ̂(θ̃n) + ĥ′
β̂
(θ̃n)(t − θ̃n) = 0,

де ĥ′
β̂
(t) це матриця Якобi:

ĥ′
β̂
(t) =

D(h1,2 , h3)
D(π, α1, α2)

.

Розв’язуючи це рiвняння вiдносно t i враховуючи, що за умовою нормування з
теореми 3.2 з [5] ĥ′

β̂
(θ) ≈ E, отримуємо наближену адаптивну оцiнку невiдомого

параметра

θ̆n = θ̃n − ĥβ̂(θ̃n). (17)

Теорема 7.1. Нехай виконуються наступнi умови:

1. Iснують та є неперервними f ′(x) та u′
m(x), m = 1, . . . , M ;

2. θ̂n = (p̂n, â1,n, â2,n)T є конзистентною оцiнкою;
3. E

u2
m(ξ1−ak)
w2(ξ1) < ∞; m = 1, . . . , M ; k = 1, 2;

4. Всi елементи матрицi V є скiнченними; detV �= 0;
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5.

∃ε > 0, δ > 0: E sup
α : |α−ak|<ε

∣∣∣∣um(ξ1 − α)
w(ξ1)

∣∣∣∣
1+δ

< ∞;

E sup
α : |α−ak|<ε

∣∣∣∣u′
m(ξ1 − α)
w(ξ1)

∣∣∣∣
1+δ

< ∞; m = 1, . . . , M ; k = 1, 2;

6. um(x + δ)f(x) → 0 при x → ±∞ для будь-якого δ ∈ R;
7. w(x) > 0, x ∈ supp(F ).

Тодi
√

n(θ̆n − θ) d→ N(0, Σ∗), n → ∞.

Теорема доводиться аналогiчно до теореми 5.1 роботи [5].

Подяка. Автор щиро вдячний своєму науковому керiвнику Р. Є. Майбородi за по-
становку задачi та обговорення результатiв.
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