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НИЖНЯ МЕЖА МАТРИЦI РОЗСIЯННЯ ДЛЯ
СЕМIПАРАМЕТРИЧНОГО ОЦIНЮВАННЯ У МОДЕЛI СУМIШI

УДК 519.21

О. В. ДОРОНIН

Анотацiя. Обговорюється модель сумiшей зi змiнними концентрацiями. Розглядається параме-
тризацiя перших K iз M компонентiв сумiшi. Розвивається технiка семiпараметричного оцiнюва-
ння за допомогою узагальнених оцiночних рiвнянь. Доводиться консистентнiсть та асимптотична
нормальнiсть введених оцiнок. Знаходиться нижня межа матрицi розсiювання.

Abstract. Model of mixtures with varying concentrations is discussed. Parametrization of the first K
of M components is considered. Semiparametric estimation technique based on generalized estimating
equations method is considered. Consistency and asymptotic normality of introduced estimators is
proved. Lower bound of dispersion matrix is found.

Аннотация. Обсуждается модель смесей с переменными концентрациями. Рассматривается па-
раметризация первых K из M компонент смеси. Развивается техника семипараметрического оце-
нивания с помощью метода обобщенных оценочных уравнений. Доказывается состоятельность и
асимптотическая нормальность введенных оценок. Находится нижняя грань их матрицы рассеи-
вания.

1. Вступ

У моделi сумiшi зi змiнними концентрацiями розглядається вибiрка з N елемен-
тiв O1;N , . . . , ON ;N , N ≥ 1. Кожен iз цих елементiв може належати однiй iз M рi-
зних популяцiй (компонент сумiшi), справжнiй номер якої позначимо через ind(Oj;N )
(вважається невiдомим). Для кожного елемента Oj;N спостерiгаємо певнi характе-
ристики ξj;N := ξ(Oj;N ) iз деякого простору X iз σ-скiнченною мiрою μ, визначеною
на борельовiй σ-алгебрi B(X).
Позначимо через Fi(A) := P[ξ(Oj;N ) ∈ A | ind(Oj;N ) = i] розподiл ξ(Oj;N ) за

умови, що Oj;N належить m-ому компоненту сумiшi, i = 1, . . . , M , A ∈ B(X). Через
pi

j;N := P[ind(Oj;N )] позначимо ймовiрнiсть того, що Oj;N належить i-му компоненту
сумiшi (концентрацiю i-го компонента). Припустимо надалi, що набiр ймовiрностей
(pi

j;N )j=1,...,N,i=1,...,M є вiдомим. Тодi

P[ξj;N ∈ A] =
M∑
i=1

pi
j;NFi(A), A ∈ B(X). (1)

Розподiли перших K компонентiв сумiшi вiдомi з точнiстю до деякого евклiдо-
вого параметра t ∈ Θ ⊂ Rd. Iстинне значення цього параметра позначимо через ϑ.
Розподiли останнiх (M − K) компонентiв вважаємо повнiстю невiдомими. Задача
полягає в тому, щоб якомога точнiше оцiнити ϑ.
У класичнiй моделi сумiшi концентрацiї pi

j;N є однаковими для всiх j = 1, . . . , N .
Опис аналiзу статистичних даних за допомогою такої моделi можна знайти у [15] та
[19]. Деякi спецiальнi класи моделей сумiшi розглядаються у [9], [10] та [12]. Рiзнi
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задачi моделi сумiшi зi змiнними концентрацiями обговорюються у [5], [6], [7], [8],
[13], [17] та [18].
Дана робота може бути розглянута як узагальнення результатiв з [14], де роз-

глянуто випадок K = 1. У [14] показана консистентнiсть моментних оцiнок у данiй
моделi. Також там показана асимптотична нормальнiсть оцiнок методу оцiночних
рiвнянь (Generalized Estimating Equations, GEE), визначених як розв’язок рiвнян-
ня 1

N

∑N
j=1 a1

j;Ng(ξj;N ; t) = Od вiдносно параметра t ∈ Θ, де a1
j;N — мiнiмаксний

набiр вагових коефiцiєнтiв (див. (4)), g(x; t) : X × Θ → Rd — вимiрна функцiя. Яв-
ним чином визначається нижня межа матрицi розсiяння для введених GEE-оцiнок.
Знаходиться функцiя g∗(x; t), на якiй вона досягається. А також розвивається те-
хнiка адаптивного оцiнювання, за допомогою якої можливо наблизитись до вказаної
нижньої межi (що виходить за рамки даної роботи).
Дана робота органiзована наступним чином. GEE-оцiнки у випадку, коли параме-

тричнi моделi визначенi для кiлькох компонент сумiшi, вводяться у роздiлi 2. Умови
консистентнiстi та асимптотичної нормальнiстi введених оцiнок отриманi у роздiлi 3.
Нижня межа для їх матрицi розсiяння визначається у роздiлi 4. Доведення основних
результатiв розмiщенi в додатку.

2. Визначення GEE-оцiнок невiдомого параметра

Надалi для зручностi нульовий вектор з простору Rd позначатимемо як Od. Для
дiйсної m × n матрицi A будемо писати A ∈ Rm×n.
Для деякого набору коефiцiєнтiв {aj;N}j=1,...,N , {bj;N}j=1,...,N визначимо опера-

тор осереднення 〈·〉N та вiдповiднi арифметичнi операцiї як

〈a·;N 〉N :=
1
N

N∑
j=1

aj;N , 〈a·;N + b·;N〉N :=
1
N

N∑
j=1

(aj;N + bj;N ). (2)

Для матрицi p·;N := (pi
j;N )j=1,...,N,i=1,...,M ∈ RN×M , побудованої з набору концен-

трацiй, матрицi Грамма (за умови, що вони iснують) позначимо як

ΓN :=
1
N

(p·;N)T · p·;N , Γ := lim
N→∞

ΓN . (3)

У [14] розглянута задача мiнiмiзацiї максимальної дисперсiї навантажених емпi-
ричних розподiлiв F̂ i

N (A) := 1
N

∑N
j=1 ai

j;N I{ξj;N∈A}, що береться серед усiх можливих
A ∈ B(X) та розподiлiв Fi(A) за умови незсуненостi. Отриманi мiнiмакснi ваговi ко-
ефiцiєнти визначаються як

ai
·;N := p·;NΓ+

Nei, (4)
де Γ+

N позначає псевдо-обернену матрицю Мура-Пенроуза для матрицi ΓN , а ei :=
(I{k=i})k=1,...,M ∈ RM .
Навантаженi моменти для вимiрних функцiй gi(x; t) : X × Θ → Rd позначимо

ĝi
N(t) :=

1
N

N∑
j=1

ai
j;Ngi(ξj;N ; t), i = 1, . . . , K. (5)

Означення 2.1. Будемо казати, що випадкова послiдовнiсть φN зрештою спiвпадає
з випадковою послiдовнiстю ψN , якщо φN = ψN м.н. починаючи з деякого випадко-
вого номера N .

Означення 2.2. GEE-оцiнку ϑ̂N визначаємо як борельову функцiю вiд вибiрки
ξ1;N , . . . , ξN ;N таку, що зрештою

K∑
k=1

ĝk
N (ϑ̂N ) = Od. (6)
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Приклад 2.3. В [14] розглянуто приклад соцiологiчного опитування, результати
якого можуть бути змодельованi за допомогою моделi сумiшi зi змiнними концентра-
цiями. Розглянемо подiбну трьохкомпонентну сумiш. Першi двi компоненти (K = 2)
вважаємо гауссовими з рiзним середнiм значенням m1 i m2 та спiльною диспер-
сiєю σ2. Iстинне значення невiдомого параметра позначимо як ϑ = (m1, m2, σ)T .
Середнi значення mi легко оцiнити через m̃i;N := 1

N

∑N
j=1 ai

j;N ξj;N , i = 1, 2. Анало-

гiчно до [14], можемо оцiнити σ як σ̃i;N :=
√

1
N

∑N
j=1 ai

j;N (ξj;N − m̃i;N )2, i = 1, 2, за
умови, що вираз пiд знаком кореня невiд’ємний. Проте σ також можливо оцiнити
як σ̃N :=

√
1
2 (σ̃1;N )2 + 1

2 (σ̃2;N )2. Бiльш загально, можливо ввести в розгляд фун-
кцiї gi(x; t) : R3 × R3 → R3, i = 1, 2, i визначити GEE-оцiнку ĝ1

N (t) + ĝ2
N (t) = O3.

Описанi оцiнки ϑ̃a
N := (m̃1;N , m̃2;N , σ̃1;N )T , ϑ̃b

N := (m̃1;N , m̃2;N , σ̃2;N )T та ϑ̃c
N :=

(m̃1;N , m̃2;N , σ̃N )T можливо трактувати як GEE-оцiнки з вiдповiдними функцiями

g1
a(x; t) :=

(
x − t1, 0, (x − t1)2 − t23

)T
, g2

a(x; t) := (0, x − t2, 0)T ,

g1
b (x; t) := (x − t1, 0, 0)T , g2

b (x; t) :=
(
0, x − t2, (x − t2)2 − t23

)T
,

g1
c (x; t) :=

(
x − t1, 0, (x − t1)2 − t23

)T
, g2

c (x; t) :=
(
0, x − t2, (x − t2)2 − t23

)T
.

Для формулювання тверджень припустимо, що для деякого вiдкритого околу
U ⊂ Θ iстинного значення параметра ϑ, функцiї g1(x; t), . . . , gK(x; t) : X × Θ → Rd

задовольняють наступнi умови.
(b1)

∫
gk(x; t)Fk(dx; t) = Od, t ∈ U (умова незсуненостi), k = 1, . . . , K.

(b2) g1(x; t), . . . , gK(x; t) – диференцiйовними за t для майже всiх x (mod μ),
t ∈ U.

(b3) Iснує δ > 0, для якого
∫

supt∈U

∥∥ ∂
∂tg

k(x; t)
∥∥1+δ

Fi(dx) < ∞, i = 1, . . . , M ,
k = 1, . . . , K.

(b4)
∫ ∥∥gk(x; ϑ)

∥∥2
Fi(dx) < ∞, i = 1, . . . , M , k = 1, . . . , K.

(b5) Iснують скiнченнi матрицi Vk(t) :=
∫ [

∂
∂tg

k(x; t)
]
Fk(dx; t), k = 1, . . . , K, t ∈ U.

(b6) Матриця V (ϑ) :=
∑K

k=1 Vk(ϑ) є невиродженою.

3. Консистентнiсть та асимптотична нормальнiсть GEE-оцiнок

Для виведення асимптотичних властивостей GEE-оцiнок невiдомого параметра ϑ
вибiрку ξ1;N , . . . , ξN ;N розглядатимемо як елемент серiї вибiрок

({ξ1;N , . . . , ξN ;N})N≥1.

3.1. Консистентнiсть GEE-оцiнок.

Теорема 3.1 (Узагальнення теореми 1 з [14]). Нехай ϑ̂N — GEE-оцiнка, визначена
в (6), i виконуються наступнi умови.

(i) Iснує скiнченна невироджена матриця Γ (див. (3)).
(ii) Оцiночнi функцiї мають представлення gk(x; t) = hk(x)−Hk(t), де hk : X →

Rd — деякi вимiрнi функцiї, Hk(t) :=
∫

hk(x)Fk(dx; t), k = 1, . . . , K.
(iii)

∫ |hk(x)|Fm(dx) < ∞, k = 1, . . . , K, m = 1, . . . , M .
(iv) Позначимо H(t) :=

∑K
k=1 Hk(t). Iснує неперервна функцiя H−1 : S → Rd, де

{H(t) : t ∈ Θ} ⊆ S ⊆ Rd. Для всiх t ∈ Θ виконується H−1(H(t)) = t, i H(ϑ)
є внутрiшньою точкою S.

Тодi оцiнка ϑ̂N зрештою спiвпадає з H−1(
∑K

k=1 ĥk
N), причому ϑ̂N → ϑ за ймовiр-

нiстю.
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Доведення. За лемою 1 з [14],
∑K

k=1 ĥk
N → H(ϑ), N → ∞ за ймовiрнiстю. За теоре-

мою 1.10 з [16], H−1(
∑K

k=1 ĥk
N ) → H−1(H(ϑ)) = ϑ, N → ∞ за ймовiрнiстю. �

Приклад 3.2. Розглянемо модель сумiшi з прикладу 2.3. Введенi оцiнки ϑ̃a
N , ϑ̃b

N ,
ϑ̃c

N можливо трактувати як моментнi. Наприклад, для оцiнки ϑ̃c
N функцiї hi(x) ви-

ражаються як h1(x) := (x, 0, x2)T та h2(x) := (0, x, x2)T . Тодi H1(t) = (t1, 0, t23 + t21)T ,
H2(t) = (0, t2, t

2
3 + t22)

T , а H(t) = (t1, t2, 2t23 + t21 + t22)
T , де t ∈ Θ = R×R× (0, +∞) ⊂

R3. Вiдповiдно, H−1(s) = (s1, s2,
√

(s3 − s2
1 − s2

2)/2)T , де s ∈ S := {s ∈ R3 : s3 ≥
s2
1 + s2

2} ⊂ R3.

3.2. Асимптотична нормальнiсть GEE-оцiнок. Припустимо, що функцiї роз-
подiлу F1, . . . , FM є абсолютно неперервними вiдносно мiри μ.
Щiльностi розподiлу кожної компоненти сумiшi позначимо через

fk(·; t) :=
dFk(·; t)

dμ(·) , fk(·) := fk(·, ϑ), k = 1, . . . , K;

fk(·) :=
dFk(·)
dμ(·) , k = K + 1, . . . , M.

(7)

Введемо наступнi позначення:

αr,s :=
(
αk,l

r,s

)
k,l=1,...,K

:=
(

lim
N→∞

〈
ak

·;Nal
·;Npr

·;Nps
·;N

〉
N

)
k,l=1,...,K

∈ RK×K ,

r, s = 1, . . . , M ;
(8)

βm :=
(
βk,l

m

)
k,l=1,...,K

:=
(

lim
N→∞

〈
ak

·;Nal
·;Npm

·;N
〉

N

)
k,l=1,...,K

∈ RK×K ,

m = 1, . . . , M ;
(9)

R(x; t) :=
K∑

m=1

βmfm(x; t) +
M∑

m=K+1

βmfm(x); R(x) := R(x; ϑ) ∈ RK×K . (10)

Матрицю, складену з оцiночних функцiй, позначимо як

G(x; t) :=

⎛
⎜⎝ g1(x; t)T

...
gK(x; t)T

⎞
⎟⎠ ∈ RK×d. (11)

Математичне сподiвання G(x; t) вiд r-го компонента сумiшi виражається як

Ḡr(t) :=

{∫
G(x; t)Fr(dx; t), r = 1, . . . , K,∫
G(x; t)Fr(dx), r = K + 1, . . . , M,

Ḡr := Ḡr(ϑ), r = 1, . . . , M.

(12)

Лема 3.3. Нехай ϑ̂N — GEE-оцiнка, визначена (6), функцiї g1(x; t), . . . , gK(x; t)
задовольняють умову (b4), i виконується наступне.
(i) Iснують границi αr,s, βm, визначенi в (8) i (9), m, r, s = 1, . . . , M .
(ii) Iснує скiнченна матриця

Z(ϑ) :=
∫

G(x; ϑ)T R(x; ϑ)G(x; ϑ)μ(dx) −
M∑

r,s=1

Ḡr(ϑ)T αr,sḠ
s(ϑ). (13)

Тодi N · Var
[∑K

k=1 ĝk
N(ϑ)

] → Z(ϑ).
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Доведення. За лемою 1 з [14] ĝk
N(ϑ) → ∫

gk(x; ϑ)Fk(dx) за ймовiрнiстю, k = 1, . . . , K;

Eϑ

[ K∑
k,l=1

ĝk
N (ϑ) · ĝl

N (ϑ)T

]
= Eϑ

[ K∑
k,l=1

1
N2

N∑
i,j=1

ak
i;Nal

j;Ngk(ξi;N ; ϑ)gl(ξj;N ; ϑ)T

]

=
1

N2

K∑
k,l=1

N∑
i,j=1

ak
i;Nal

j;N Eϑ

[
gk(ξi;N ; ϑ)

]
Eϑ

[
gl(ξj;N ; ϑ)T

]

+
1

N2

K∑
k,l=1

N∑
j=1

ak
j;Nal

j;N

(
Eϑ

[
gk(ξj;N ; ϑ)gl(ξj;N ; ϑ)T

]
− Eϑ

[
gk(ξj;N ; ϑ)

]
Eϑ

[
gl(ξj;N ; ϑ)T

])
=

K∑
k,l=1

∫
gk(x; ϑ)Fk(dx)

∫
gl(x; ϑ)T Fl(dx)

+
1
N

K∑
k,l=1

M∑
m=1

〈ak
·;Nal

·;Npm
·;N 〉N

∫
gk(x; ϑ)gl(x; ϑ)T Fm(dx)

− 1
N

K∑
k,l=1

M∑
r,s=1

〈ak
·;Nal

·;Npr
·;Nps

·;N〉N

×
∫

gk(x; ϑ)Fr(dx)
∫

gl(x; ϑ)T Fs(dx).

Зазначимо, що∫
G(x; ϑ)T R(x; ϑ)G(x; ϑ)μ(dx) =

K∑
k,l=1

M∑
m=1

βk,l
m

∫
gk(x; ϑ)gl(x; ϑ)T Fm(dx);

M∑
r,s=1

Ḡr(ϑ)T αr,sḠ
s(ϑ) =

K∑
k,l=1

M∑
r,s=1

αk,l
r,s

∫
gk(x; ϑ)Fr(dx)

∫
gl(x; ϑ)T Fs(dx). �

Теорема 3.4. Нехай ϑ̂N — GEE-оцiнка, визначена (6), виконуються умови (b1)–
(b6), i справжнюється наступне.

(i) Iснують граничнi матрицi αr,s, βm, визначенi в (8) i (9), m, r, s = 1, . . . , M .
(ii) Iснує скiнченна матриця Z(ϑ) (див. (13)).
(iii) Оцiнка ϑ̂N є консистентною.

Тодi
√

N · (ϑ̂N − ϑ) збiгається за розподiлом до деякого випадкового вектора з
розподiлом N (Od, D(ϑ)), де D(ϑ) := V (ϑ)−1 ·Z(ϑ)·V (ϑ)−T з Z(ϑ) визначеним в (13).

Доведення. Зазначимо, що
K∑

k=1

ĝk
N (t) =

1
N

N∑
j=1

(
K∑

k=1

ak
j;N · gk(ξj;N ; t)

)
.

За центральною граничною теоремою (див. теорему 7.3.8 з [4]),
√

N
∑K

k=1 ĝk
N (t) Wϑ−→

N (Od, Z(t)). Умова Лiндеберга у вказанiй теоремi виконується за умовою (ii), а та-
кож лемою 3.3.
Решта доведення аналогiчна до доведення класичної сендвiч-формули для GEE-

оцiнок, побудованих для незалежних однаково розподiлених спостережень (див. те-
орему 5.14 та лему 5.3 з [16]). �
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Означення 3.5. Нехай послiдовнiсть оцiнок ζN , N ≥ 1 є асимптотично нормаль-
ною, тобто

√
N · ζN збiгається за розподiлом до деякої випадкової величини з роз-

подiлом N (a, Σ). Величину Σ будемо назвати коефiцiєнтом розсiяння, якщо ζN —
випадкове число, i матрицею розсiяння, якщо ζN — випадковий вектор.

Приклад 3.6. Розглянемо модель сумiшi з прикладу 2.3. Припустимо, що всi три
компоненти мають гауссовий розподiл (N (m1, σ

2), N (m2, σ
2), N (m3, σ

2
3) вiдповiдно).

Оберемо справжнi параметри компонентiв як m1 = −3, m2 = 2, σ = 2, m3 = 0, σ3 =
2. Концентрацiї компонент вiзьмемо як p·

j;N := 1
Sj;N

(
u1

j;N , u2
j;N , 2u3

j;N

)T , де ui
j;N —

незалежнi рiвномiрно розподiленi на [0, 1] випадковi величини, i = 1, 2, 3, Sj;N :=
u1

j;N + u2
j;N + 2u3

j;N , j = 1, . . . , N . Розглянемо запропонованi оцiнки параметра ϑ =
(m1, m2, σ)T , вважаючи третiй компонент повнiстю невiдомим. За теоремою 3.4 для
введених оцiнок ϑ̃a

N , ϑ̃
b
N та ϑ̃c

N отримаємо вiдповiднi матрицi розсiяння Da(ϑ), Db(ϑ)
та Dc(ϑ). Так, коефiцiєнти розсiяння для даних оцiнок виражаються як d(m̃1;N ) =
281.204, d(m̃2;N ) = 244.921, d(σ̃1;N ) = 472.254, d(σ̃2;N ) = 406.491, d(σ̃N ) = 217.29.
Зазначимо, що d(σ̃N ) вийшов приблизно у два рази меншим за d(σ̃1;N ) та d(σ̃2;N ).
Тому застосування оцiночної функцiї, що спирається на параметричнi моделi обох
компонент одразу, дозволяє суттєво зменшити коефiцiєнт розсiяння оцiнки для σ.

4. Знаходження нижньої межi матрицi розсiяння введених оцiнок

Знайдемо нижню межу матриць розсiювання GEE-оцiнок, якi можна отримати
запропонованим методом. Для цього будуть кориснi наступнi позначення. Бiльш
повне обгрунтування їх змiсту можна знайти у додатку.
Визначимо вектор iз щiльностей компонентiв f·(x) := (f1(x; ϑ), . . . , fK(x; ϑ))T .
Нехай h(·) ∈ RK — деяка вимiрна функцiя. Для зручностi запису умов типу∫

hk(x)fk(x; ϑ)μ(dx) = 0, k = 1, . . . , K визначимо дiагональну матрицю зi щiльно-
стей як

Diag(f·(x)) :=

⎛
⎜⎜⎜⎝

f1(x; ϑ) 0 · · · 0
0 f2(x; ϑ) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · fK(x; ϑ)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∈ RK×K .

Щоб врахувати такi умови, у деяких мiсцях знадобляться одиничнi K × K ма-
трицi, у яких викреслено s-ий рядок, s = 1, . . . , K:

Hs :=
(

I(s−1)×(s−1) O1×(s−1) O(s−1)×(K−s)

O(K−s)×(s−1) O1×(K−s) I(K−s)×(K−s)

)
∈ R(K−1)×K , s = 1, . . . , K;

Hs := IK×K ∈ RK×K , s = K + 1, . . . , M ;

ᾱr,s := Hr · αr,s · HT
s , r, s = 1, . . . , M

(αr,s визначено в (8)).
Похiднi вiд щiльностей за параметром t позначимо як

f ′
·(x; t) :=

⎛
⎜⎜⎝

∂f1(x;t)
∂tT

T

...
∂fK(x;t)

∂tT

T

⎞
⎟⎟⎠ ; f ′

· (x) := f ′
· (x; ϑ) ∈ RK×d; (14)

у припущеннi, що вони iснують.
Також стануть у нагодi позначення iнтегралiв вiд комбiнацiй функцiй R(x)−1,

fk(x), f ′(x), f·(x):

S0 :=
∫

f ′
·(x)T [R(x)]−1f ′

· (x)μ(dx) ∈ Rd×d
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(R(x) визначено в (10)),

S1
m :=

∫
f ′

· (x)T [R(x)]−1fm(x)μ(dx) ∈ Rd×K , m = 1, . . . , M ;

S2
r,s :=

∫
[R(x)]−1fr(x)fs(x)μ(dx) ∈ RK×K , r, s = 1, . . . , M ;

Q0 :=
∫

Diag(f·(x))[R(x)]−1 Diag(f·(x))μ(dx) ∈ RK×K ;

Q1
m :=

∫
Diag(f·(x))[R(x)]−1fm(x)μ(dx) ∈ RK×K , m = 1, . . . , M ;

Q2 :=
∫

f ′
· (x)T [R(x)]−1 Diag(f·(x))μ(dx) ∈ Rd×K .

Одну iз складових формули для оптимальних оцiночних функцiй, матрицю X ∈
R(KM+d)×(KM+d), будемо будувати поблочно. Для цього стануть корисними насту-
пнi матрицi:

Em := (

K︷ ︸︸ ︷
O(K−1)×(K−1) · · ·O(K−1)×(K−1) I(K−1)×(K−1)︸ ︷︷ ︸

m-те мiсце

O(K−1)×(K−1) · · ·O(K−1)×(K−1)

M−K︷ ︸︸ ︷
O(K−1)×K · · ·O(K−1)×K O(K−1)×KO(K−1)×d) ∈ R(K−1)×(K·M+d), m = 1, . . . , K;

Em := (

K︷ ︸︸ ︷
OK×(K−1) · · ·OK×(K−1)

M−K︷ ︸︸ ︷
OK×K · · ·OK×K IK×K︸ ︷︷ ︸

m-те мiсце

OK×K · · ·OK×K

OK×KOK×d) ∈ RK×(K·M+d), m = K + 1, . . . , M ;

EM+1 := (

K︷ ︸︸ ︷
OK×(K−1) · · ·OK×(K−1)

M−K︷ ︸︸ ︷
OK×K · · ·OK×K IK×KOK×d) ∈ RK×(K·M+d);

EM+2 := (

K︷ ︸︸ ︷
Od×(K−1) · · ·Od×(K−1)

M−K︷ ︸︸ ︷
Od×K · · ·Od×K Od×KId×d) ∈ Rd×(K·M+d).

Сама матриця X ∈ R(K·M+d)×(K·M+d) виражається як

X := −
M∑

m=1

ET
mEm

+
M∑

m=1

ET
mHm ·

(
(S1

m)T EM+2 + (Q1
m)T EM+1 +

M∑
r,s=1

S2
m,rH

T
r ᾱr,sEs

)

+ ET
M+1 ·

(
(Q2)T EM+2 + Q0EM+1 +

M∑
r,s=1

Q1
rH

T
r ᾱr,sEs

)

+ ET
M+2 ·

(
S0EM+2 + Q2EM+1 +

M∑
r,s=1

S1
rHT

r ᾱr,sEs

)
.

(15)

Тодi матриця з оптимальних оцiночних функцiй виглядає як

G∗(x; ϑ) = −[R(x)]−1 ·
(

f ′
· (x)EM+2 + Diag(f·(x))EM+1

+
M∑

r,s=1

fr(x)HT
r ᾱr,sEs

)
· X−1ET

M+2 ∈ RK×d.

(16)
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Нижня межа введених GEE-оцiнок є матрицею розсiяння для G∗(x; ϑ) i має пред-
ставлення

Z(G∗; ϑ) = J1 − J2, (17)

J1 :=
∫

G∗(x; ϑ)T R(x; ϑ)G∗(x; ϑ)μ(dx) = EM+2X
−T · Q(M, T ) · X−1ET

M+2,

де

Q(M, T ) = ET
M+2 ·

(
S0EM+2 + Q2EM+1 +

M∑
r2,s2=1

S1
r2

HT
r2

ᾱr2,s2Es2

)

+ ET
M+1 ·

((
Q2

)T
EM+2 + Q0EM+1 +

M∑
r2,s2=1

Q1
r2

HT
r2

ᾱr2,s2Es2

)

+
M∑

r1,s1=1

ET
s1

ᾱs1,r1

× Hr1

((
S1

r1

)T
EM+2 +

(
Q1

r1

)T
EM+1 +

M∑
r2,s2=1

S2
r1,r2

HT
r2

ᾱr2,s2Es2

)

та J2 :=
∑M

r,s=1 Ḡ∗;r(ϑ)T αr,sḠ
∗;s(ϑ).

Математичне сподiвання G(·; ϑ) вiд m-го компонента сумiшi виражається як

Ḡ∗;m(ϑ) = −
(

(S1
m)T EM+2 + (Q1

m)T EM+1 +
M∑

r,s=1

(S2
r,m)T HT

r ᾱr,sEs

)
· X−1ET

M+2.

Теорема 4.1. Нехай матрицi R(x) (визначено в (10)) i X (визначено в (15)) —
скiнченнi та невиродженi для всiх x ∈ X. Припустимо, що iснують неперерв-
нi похiднi вiд щiльностей по параметру t ∈ Θ, визначенi в (14). Нехай функцiї
g1(x; t), . . . , gK(x; t) задовольняють умови (b1)–(b6), а GEE-оцiнка, визначена в
(6), є консистентною.
Тодi Z(G; ϑ) ≥ Z(G∗; ϑ) (див. (13), i (17)) у сенсi, що матриця (Z(G; ϑ)−Z(G∗; ϑ))

— невiд’ємно визначена.

Доведення теореми див. у додатку.

Приклад 4.2. Розглянемо модель сумiшi з прикладу 3.6. Згiдно (17), нижня межа
для коефiцiєнтiв розсiяння наступна: d(m̂1) = 57.24, d(m̂2) = 60.52, d(σ̂) = 19.21.
Тобто, використовуючи добре пiдiбранi оцiночнi функцiї, коефiцiєнт розсiяння оцi-
нок можливо зменшити у 4-12 разiв у порiвняннi з початковим значенням.

5. Висновок

Запропоновано технiку оцiночних рiвнянь для побудови оцiнок параметрiв у моде-
лi скiнченної сумiшi, де частина компонентiв описується параметричними моделями.
Для введених оцiнок отриманi умови консистентнiстi та асимптотичної нормально-
стi. Знайдена нижня межа для їх матрицi розсiяння та вiдповiдна оцiнка, на якiй
вона досягається. На жаль, ця межа досягається на оцiночних функцiях, якi зале-
жать вiд невiдомих розподiлiв розглянутої моделi. Тому їх неможливо використати
для безпосереднього оцiнювання. Суттєвого зменшення дисперсiї оцiнок можна до-
сягти, використовуючи адаптивну технiку оцiнювання, аналогiчну розглянутiй у [14]
для випадку K = 1. Перенесення даної технiки на випадок K > 1 є предметом окре-
мої статтi. Розроблена технiка оцiнювання може бути застосована у соцiологiчних
дослiдженнях.
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6. Додаток

6.1. Доведення теореми 4.1.

6.1.1. Обмежуючi умови. З умови незсуненостi (b1) маємо:

Od =
∂

∂ti

∫
gk(x; t)fk(x; t)μ(dx)

=
∫ (

∂

∂ti
gk(x; t)

)
fk(x; t)μ(dx) +

∫
gk(x; t)

(
∂

∂ti
fk(x; t)

)
μ(dx).

Звiдси Vk(t) = − ∫
gk(x; t)f ′

k(x; t)T μ(dx).
Зазначимо, що без втрати загальностi можна вважати, що V (ϑ) = Id×d. Дiйсно,

GEE-оцiнка ϑ̂N не змiниться, якщо gk(x; t) замiнити функцiями V (ϑ)−1gk(x; t),
k = 1, . . . , K. Отже, обмеження на функцiї gk(x; t), k = 1, . . . , K можуть бути запи-
санi як {∫

gk(x; ϑ)fk(x; ϑ)μ(dx) = Od, k = 1, . . . , K;
−∑K

k=1

∫
gk(x; ϑ) · f ′

k(x; ϑ)T μ(dx) = Id×d.
(18)

6.1.2. Задача мiнiмiзацiї. Для доведення теореми слiд показати, що ∀c ∈ Rd:

cT (Z(G; ϑ) − Z(G∗; ϑ)) c ≥ 0.

Iншими словами, для всiх c ∈ Rd потрiбно мiнiмiзувати cT Z(G; ϑ)c за обмежень (18).
Позначимо h(x) := G(x; ϑ) · c ∈ RK ; ik := Hk

∫
h(x)fk(x)μ(dx), k = 1, . . . , M .

Зауважимо, що з умови незсуненостi випливає, що
(∫

h(x)fk(x)μ(dx)
)

k
= 0, k =

1, . . . , K. Отже,∫
h(x)fr(x)μ(dx) = HT

r Hr ·
∫

h(x)fr(x)μ(dx), r = 1, . . . , M.

З (13) маємо:

J(h; i) := cT Z(ϑ)c =
∫

cT G(x; ϑ)T R(x)G(x; ϑ)c μ(dx) −
M∑

r,s=1

cT Ḡr(ϑ)αr,sḠ
s(ϑ)c

=
∫

h(x)T R(x)h(x)μ(dx) −
M∑

r,s=1

irT ᾱr,si
s.

Задача мiнiмiзацiї J(h; i) за обмежень (18) набуває вигляду⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

J(h; i) :=
∫

h(x)T R(x)h(x)μ(dx) −∑M
r,s=1 irT ᾱr,si

s → min;
Hk

∫
h(x)fk(x)μ(dx) =: ik, k = 1, . . . , M

(∈ R
K−1, k = 1, . . . , K;∈ RK , k = K + 1, . . . , M);∫

Diag(f·(x))h(x)μ(dx) = OK ∈ RK ;∫
f ′

· (x)T h(x)μ(dx) = −c ∈ Rd.

(19)

6.1.3. Дослiдження функцiоналу Лагранжа. Введемо змiннi λ ∈ Rd; γ ∈ RK ; ψm ∈
RK−1, m = 1, . . . , K; ψm ∈ RK , m = K + 1, . . . , M .
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Функцiонал Лагранжа, який вiдповiдає задачi мiнiмiзацiї (19), виражається як

L
(
h(·); i1, . . . , iM)

:=
∫

h(x)T R(x)h(x)μ(dx) −
M∑

r,s=1

irT ᾱr,si
s

− 2
(

c +
∫

f ′
·(x)T h(x)μ(dx)

)T

λ

− 2
(∫

Diag(f·(x))h(x)μ(dx)
)T

γ

− 2
M∑

m=1

(
Hm

∫
h(x)fm(x)μ(dx) − im

)T

ψm.

Знайдемо стацiонарну точку цього функцiоналу. З рiвняння δL(·) = 0 маємо:

2R(x)h(x) − 2f ′
·(x)λ − 2 Diag(f·(x))γ − 2

M∑
m=1

fm(x)HT
mψm = OK .

Отже,

h(x) = [R(x)]−1

(
f ′

· (x)λ + Diag(f·(x))γ +
M∑

m=1

fm(x)HT
mψm

)
. (20)

З рiвняння ∂L
∂im = 0 маємо:

−2
M∑

r=1

ᾱm,ri
r + 2ψm = 0, m = 1, . . . , M.

Отже,

ψm =
M∑

r=1

ᾱm,ri
r, m = 1, . . . , M.

Звiдси
M∑

m=1

fm(x)HT
mψm =

M∑
m=1

fm(x)HT
m

M∑
r=1

ᾱm,ri
r =

M∑
r,s=1

fr(x)HT
r ᾱr,si

s.

З (20) отримуємо:

h(x) = [R(x)]−1

(
f ′

· (x)λ + Diag(f·(x))γ +
M∑

r,s=1

fr(x)HT
r ᾱr,si

s

)
. (21)

Отже, маємо систему рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

h(x) = [R(x)]−1
(
f ′

·(x)λ + Diag(f·(x))γ +
∑M

r,s=1 fr(x)HT
r ᾱr,si

s
)

;

im = Hm

∫
h(x)fm(x)μ(dx), m = 1, . . . , M ;

OK =
∫

Diag(f·(x))h(x)μ(dx);
−c =

∫
f ′

· (x)T h(x)μ(dx).

Пiдставляючи h(x) в iншi рiвняння, маємо⎧⎪⎨
⎪⎩

im = Hm(S1
m)T λ + Hm(Q1

m)T γ +
∑M

r,s=1 HmS2
m,rH

T
r ᾱr,si

s, m = 1, . . . , M ;
OK = (Q2)T λ + Q0γ +

∑M
r,s=1 Q1

rH
T
r ᾱr,si

s;
−c = S0λ + Q2γ +

∑M
r,s=1 S1

rHT
r ᾱr,si

s.

(22)

Позначимо
φ :=

(
i1

T
, · · · , iM

T
, γT , λT

)T

∈ RK·M+d.
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Отже,
im = Emφ, m = 1, . . . , M ;
γ = EM+1φ; λ = EM+2φ.

Система рiвнянь (22) набуває вигляду⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Emφ = Hm

(
(S1

m)T EM+2 + (Q1
m)T EM+1 +

∑M
r,s=1 S2

m,rH
T
r ᾱr,sEs

)
φ,

m = 1, . . . , M ;
OK = (Q2)T EM+2φ + Q0EM+1φ +

∑M
r,s=1 Q1

rH
T
r ᾱr,sEsφ;

−c = S0EM+2φ + Q2EM+1φ +
∑M

r,s=1 S1
rHT

r ᾱr,sEsφ.

Звiдси⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ET
mEmφ = ET

mHm

(
(S1

m)T EM+2 + (Q1
m)T EM+1 +

∑M
r,s=1 S2

m,rH
T
r ᾱr,sEs

)
φ;

ET
M+1OK =

(
ET

M+1(Q
2)T EM+2 + ET

M+1Q
0EM+1 +

∑M
r,s=1 ET

M+1Q
1
rH

T
r ᾱr,sEs

)
φ;

−ET
M+2c =

(
ET

M+2S
0EM+2 + ET

M+2Q
2EM+1 +

∑M
r,s=1 ET

M+2S
1
rHT

r ᾱr,sEs

)
φ.

Додаючи всi рiвняння, маємо Xφ = −ET
M+2c. Отже, φ = −X−1ET

M+2c.
З (21) маємо

h(x) = [R(x)]−1

(
f ′

· (x)λ + Diag(f·(x))γ +
M∑

r,s=1

fr(x)HT
r ᾱr,si

s

)

= [R(x)]−1

(
f ′

· (x)EM+2 + Diag(f·(x))EM+1 +
M∑

r,s=1

fr(x)HT
r ᾱr,sEs

)
φ

= −[R(x)]−1

(
f ′

· (x)EM+2 + Diag(f·(x))EM+1 +
M∑

r,s=1

fr(x)HT
r ᾱr,sEs

)

× X−1ET
M+2c.

Оскiльки c ∈ Rd вибрано довiльним чином, а h(x) = G(x; ϑ)c, маємо

G∗(x; ϑ) = −[R(x)]−1

(
f ′

· (x)EM+2 + Diag(f·(x))EM+1 +
M∑

r,s=1

fr(x)HT
r ᾱr,sEs

)

× X−1ET
M+2.

6.1.4. Коректнiсть розв’язку. Функцiонал J(h; i) у задачi мiнiмiзацiї (19) є квадра-
тичною формою вiд h(·) (якщо пiдставити туди значення i). Дана квадратична фор-
ма є матрицею розсiяння деякого випадкового вектора, тому вона є невiд’ємною. В
той же час обмеження (18) задають афiнний простiр. Тому стацiонарна точка J(h; i)
в умовах (19) є точкою глобального мiнiмума.

6.1.5. Обчислення Z(G∗, ϑ). Нижня межа матрицi розсiяння введених GEE-оцiнок
виражається як Z(G∗; ϑ) = J1 − J2 (див. (17)). Обчислимо J2:

−Ḡ∗;m(ϑ) = −
∫

G∗(x; ϑ)Fm(dx)

=
∫

R(x)−1 ·
(

f ′
·(x)EM+2 + Diag(f·(x))EM+1 +

M∑
r,s=1

fr(x)HT
r ᾱr,sEs

)

× X−1ET
M+2 Fm(dx)
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=

(∫
R(x)−1f ′

·(x)fm(x)μ(dx) · EM+2

+
∫

R(x)−1 Diag(f·(x))fm(x)μ(dx) · EM+1

+
M∑

r,s=1

∫
R(x)−1fr(x)fm(x)μ(dx) · HT

r ᾱr,sEs

)
· X−1ET

M+2

=

(
(S1

m)T EM+2 + (Q1
m)T EM+1 +

M∑
r,s=1

(S2
r,m)T HT

r ᾱr,sEs

)
· X−1ET

M+2.

Обчислимо J1:∫
G∗(x; ϑ)T R(x; ϑ)G∗(x; ϑ)μ(dx)

=
∫

EM+2X
−T

(
ET

M+2 · f ′
· (x)T + ET

M+1 · Diag(f·(x))

+
M∑

r1,s1=1

ET
s1

ᾱs1,r1Hr1 · fr1(x)

)

× R(x)−1

(
f ′

· (x) · EM+2 + Diag(f·(x)) · EM+1

+
M∑

r2,s2=1

fr2(x) · HT
r2

ᾱr2,s2Es2

)
X−1ET

M+2 μ(dx)

= EM+2X
−T ·

[
ET

M+2 ·
(

S0EM+2 + Q2EM+1 +
M∑

r2,s2=1

S2
r2

HT
r2

ᾱr2,s2Es2

)

+ ET
M+1 ·

(
(Q2)T EM+2 + Q0EM+1 +

M∑
r2,s2=1

Q1
r2

HT
r2

ᾱr2,s2Es2

)

+
M∑

r1,s1=1

ET
s1

ᾱs1,r1Hr1

(
(S1

r1
)T EM+2 + (Q1

r1
)T EM+1

+
M∑

r2,s2=1

S2
r1,r2

HT
r2

ᾱr2,s2Es2

)]
· X−1ET

M+2.

Теорему 4.1 доведено.
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