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СТОХАСТИЧНИЙ АСИМПТОТИЧНИЙ РОЗКЛАД
КОРЕЛОГРАМНОЇ ОЦIНКИ КОВАРIАЦIЙНОЇ ФУНКЦIЇ

ВИПАДКОВОГО ШУМУ В НЕЛIНIЙНIЙ МОДЕЛI РЕГРЕСIЇ

УДК 519.21

О. В. IВАНОВ I К. К. МОСКВИЧОВА

Анотацiя. В роботi розглядається корелограмна оцiнка коварiацiйної функцiї стацiонарного га-
усiвського шуму в нелiнiйнiй моделi регресiї з неперервним часом, побудована за вiдхиленнями
випадкового процесу, що спостерiгається, вiд функцiї регресiї, в яку замiсть невiдомого значення
параметра пiдставлено його оцiнку найменших квадратiв. Отримано стохастичний асимптоти-
чний розклад корелограмної оцiнки коварiацiйної функцiї при необмеженому зростаннi довжини
iнтервалу спостережень.

Abstract. In the paper a correlogram estimator is considered of stationary Gaussian noise covariance
function in the time continuous nonlinear regression model built by the deviations of observed random
process from regression function in which instead of unknown parameter value its least squares esti-
mator is substituted. Stochastic asymptotic expansion of covariance function correlogram estimator in
the case of unlimited increase of the observation interval length is obtained.

Аннотация. В работе рассматривается коррелограмная оценка ковариационной функции стаци-
онарного гауссовского шума в нелинейной модели регрессии с непрерывным временем, построен-
ная по отклонениям наблюдаемого случайного процесса от функции регрессии, в которую вместо
неизвестного значения параметра подставлена его оценка наименьших квадратов. Получено сто-
хастическое асимптотическое разложение коррелограмной оценки ковариационной функции при
неограниченном возрастании длины интервала наблюдений.

1. Вступ

Нехай спостерiгається випадковий процес

X(t) = g(t, θ) + ε(t), t ∈ [0, T ],

де g : [0, +∞) × Θγ → R — неперервна функцiя, що залежить вiд невiдомого па-
раметра θ = (θ1, . . . , θq) ∈ Θ ⊂ Rq, Θ — обмежена вiдкрита опукла множина,
Θγ =

⋃
‖a‖≤1 (Θ + aγ), γ > 0 — деяке число; ε(t), t ∈ R, — випадковий шум, вiд-

носно якого припустимо, що

I. ε(t), t ∈ R, — неперервний в середньому квадратичному сепарабельний ви-
мiрний стацiонарний гаусiвський процес з нульовим середнiм i абсолютно
iнтегровною коварiацiйною функцiєю B = B(t).

Якщо коварiацiйна функцiя B невiдома, то виникає задача статистичного оцiню-
вання B за наявностi заважаючого параметра θ.
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Оцiнкою найменших квадратiв невiдомого параметра θ ∈ Θ називається будь-
який випадковий вектор θ̂T = θ̂T (X(t), t ∈ [0, T ]) = (θ̂1T , . . . θ̂qT ) ∈ Θc (Θc — замика-
ння Θ), для якого

LT (θ̂T ) = min
τ∈Θc

LT (τ), LT (τ) =
∫ T

0

[X(t) − g(t, τ)]2 dt.

У якостi оцiнки B можна обрати корелограму, побудовану за вiдхиленнями спо-
стережень X̂(t) = X(t) − g(t, θ̂T ), t ∈ [0, T + H ], а саме:

BT (z, θ̂T ) = T−1

∫ T

0

X̂(t + z)X̂(t) dt, z ∈ [0, H ],

H > 0 — фiксоване число.
Зауважимо, що BT (0, θ̂T ) = T−1LT (θ̂T ) є оцiнкою найменших квадратiв дисперсiї

σ2 = B(0) випадкового процесу ε, а

BT (z, θ) = BT (z) = T−1

∫ T

0

ε(t + z)ε(t) dt

— корелограмою ε.
У книзi [1] для класичної нелiнiйної моделi регресiї з незалежними однаково роз-

подiленими випадковими похибками спостережень знайдено стохастичний асимпто-
тичний розклад нормованої залишкової суми квадратiв як оцiнки найменших ква-
дратiв невiдомої дисперсiї похибки спостережень (теорема 26, стр.173).
В нашiй роботi отримано стохастичний асимптотичний розклад нормованої оцiн-

ки BT (z, θ̂T ), яка, фактично, узагальнює для моделi з корельованими спостережен-
нями усереднену залишкову суму квадратiв класичного регресiйного аналiзу [1,2].
Цей розклад є вiдправною точкою для вивчення тонких асимптотичних властиво-
стей оцiнки BT (z, θ̂T ), зокрема, для знаходження важливих у застосуваннях асим-
птотик моментiв оцiнки BT (z, θ̂T ).

2. Стохастичний асимптотичний розклад оцiнки найменших квадратiв

Першою частиною доведення основного результата роботи є теорема про стоха-
стичний асимптотичний розклад самої оцiнки найменших квадратiв θ̂T . Для подаль-
ших формулювань необхiдно ввести ряд позначень та припущень.
Нехай α = (α1, . . . , αq) — мультиiндекс, α! = α1! . . . αq!, |α| = α1 + · · · + αq, uα =

uα1
1 . . . u

αq
q , u = (u1, . . . , uq). Для гладкої функцiї a(τ) приймемо

a(α)(τ) =
(
∂|α|/∂α1τ1 . . . ∂αqτq

)
a(τ),

ai1...ir (τ) = (∂r/∂τi1 . . . ∂τir ) a(τ), i1, . . . , ir = 1, . . . , q.

Припустимо, що у функцiї g (t, τ) iснують i неперервнi всi частиннi похiднi за змiн-
ними τ = (τ1, . . . , τq) ∈ Θγ до порядку k ≥ 2 включно для кожного t > 0, причому
функцiї g(α) (t, τ), |α| = 1, . . . , k, локально iнтегровнi з квадратом за t для довiльного
τ ∈ Θc. Позначимо d2

iT (τ) =
∫ T

0
g2

i (t, τ) dt, i = 1, . . . , q, d2
T (α, τ) =

∫ T

0

(
g(α)(t, τ)

)2
dt,

|α| = 1, . . . , k.
Будемо вважати, що limT→∞ d2

iT (θ) > 0, i = 1, . . . , q.
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Позначимо також

ϕT (τ1, τ2) =
∫ T

0

(g(t, τ1) − g(t, τ2))
2 dt,

Φ[α]
T (τ1, τ2) =

∫ T

0

(
g(α)(t, τ1) − g(α)(t, τ2)

)2

dt,

I(θ) = (Iij(θ))
q
i,j=1 =

(
T−1

∫ T

0

gi(t, θ)gj(t, θ) dt

)q

i,j=1

,

Λ(θ) =
(
Λij(θ)

)q
i,j=1

= I−1(θ), s∗(z) = T−1

∫ T

0

ε2(t + z) dt.

Приймемо при z ∈ [0, H ]

bi1...ir (z, θ) = T− 1
2

∫ T

0

[ε(t + z)gi1...ir (t, θ) + ε(t)gi1...ir (t + z, θ)] dt,

bi1...ir (θ) = T− 1
2

∫ T

0

ε(t)gi1...ir (t, θ) dt =
1
2
bi1...ir (0, θ),

b(α)(θ) = T− 1
2

∫ T

0

ε(t)g(α)(t, θ) dt,

b
(α)
1 (z, θ) = T− 1

2

∫ T

0

ε(t + z)g(α)(t, θ) dt,

b
(α)
2 (z, θ) = T− 1

2

∫ T

0

ε(t)g(α)(t + z, θ) dt,

b(α)(z, θ) = b
(α)
1 (z, θ) + b

(α)
2 (z, θ).

Нехай також
ai1...ir (z, θ) = E BT,i1...ir (z, θ),

Π(β)(γ)(z, θ) = T−1

∫ T

0

g(β)(t + z, θ)g(γ)(t, θ) dt,

Π(i)(j)(z, θ) = T−1

∫ T

0

gi(t + z, θ)gj(t, θ) dt,

Π(i)(jk)(z, θ) = T−1

∫ T

0

gi(t + z, θ)gjk(t, θ) dt,

Π(ij)(k)(z, θ) = T−1

∫ T

0

gij(t + z, θ)gk(t, θ) dt.

Тодi

aij(z, θ) = Π(i)(j)(z, θ) + Π(j)(i)(z, θ); (1)
aijk(z, θ) = Π(ij)(k)(z, θ) + Π(k)(ij)(z, θ) + Π(ik)(j)(z, θ) + Π(j)(ik)(z, θ)

+ Π(jk)(i)(z, θ) + Π(i)(jk)(z, θ);
(2)

aij(θ) = aij(0, θ) = 2Π(i)(j)(0, θ) = 2Iij ;

aijk(θ) = aijk(0, θ) = 2
(
Π(ij)(k)(0, θ) + Π(ik)(j)(0, θ) + Π(jk)(i)(0, θ)

)
.

Лiтерами Ci, i ≥ 1, будемо позначати додатнi скiнченi сталi. Присутнiсть у будь-
якому спiввiдношеннi сталої Ci означає, що iснує така стала Ci, що це спiввiдноше-
ння виконується.
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Припустимо, що виконуються наступнi умови.

II. sup
τ∈Θc

T− 1
2 dT (α; τ) ≤ C1(α), |α| = 1, . . . , k; (3)

sup
τ1,τ2∈Θc

T−1Φ[α]
T (τ1, τ2) ‖τ1 − τ2‖−2 ≤ C2(α), |α| = k. (4)

Зауважимо, що умова (4) для мультиiндексiв α, 0 ≤ |α| ≤ k − 1, випливає iз
спiввiдношень (3), що виконуються для α+ei, i = 1, . . . , q, де ei ∈ Rq — i-й одиничний
орт, тобто вектор ei має i-ту координату 1, а решту — нулi.
Нехай λmin(A) i λmax(A) — найменше i найбiльше власнi числа додатно визначеної

матрицi А.
III. Для деякого λ0 > 0 для достатньо великих T (T > T0)

λmin(I(θ)) ≥ λ0.

Нижче ми вважаємо коректним диференцiювання за змiнними τ = (τ1, . . . , τq) пiд
знаком iнтеграла BT (z, τ).
Наступна теорема є зручним для нас переформулюванням теореми 3.3.1 стор. 135

книги [3].

Теорема 2.1. Нехай виконанi умови I–III, а оцiнка найменших квадратiв θ̂T кон-
систентна в тому розумiннi, що для будь-якого ρ > 0 i деякого цiлого m ≥ 2

P
{
‖θ̂T − θ‖ ≥ ρ

}
= O

(
T−m

2
)
, T → ∞. (5)

Тодi

T
1
2

(
θ̂T − θ

)
=

k−2∑
ν=0

hν (θ)T− ν
2 + ξk−1(θ)T− k−1

2 , (6)

де випадковий вектор ξk−1(θ) має властивiсть

P
{
‖ξk−1(θ)‖ ≥ C3 ln

k
2 T
}

= O
(
T−m

2
)
,

hν(θ) = (hνi(θ))
q
i=1, ν = 0, . . . , k − 2, — однорiднi векторнi полiноми степеня ν + 1

вiд випадкових змiнних b(α)(θ), |α| = 1, . . . , ν + 1, з рiвномiрно за T обмеженими
коефiцiєнтами.

Для запису перших полiномiв стохастичного асимптотичного розкладу приймемо
тензорну угоду, а саме: якщо в добутку двох або бiльшого числа множникiв деякий
iндекс зустрiчається двiчi, це означає пiдсумовування за цим iндексом вiд 1 до q.
Тодi маємо, пропускаючи в запису формул залежнiсть вiд θ,

h0 =
(
Λii1bi1

)q
i=1

, (7)

h1 =
(

Λii1Λi2i3

(
bi1i2bi3 −

1
4
Λi4i5ai1i2i4bi3bi5

))q

i=1

, (8)

Достатнi умови виконання (5) мiстяться в [3], див. також [1].

3. Стохастичний асимптотичний розклад корелограмної оцiнки

Нехай виконуються умови I–III. Розглянемо вираз

T
1
2

(
BT (z, θ̂T ) − B(z)

)
= T

1
2 (BT (z) − B(z)) + T−1

2 I2T − T− 1
2 I3T − T− 1

2 I4T ,

де

I2T =
∫ T

0

(
g
(
t + z, θ̂T

)
− g (t + z, θ)

)(
g
(
t, θ̂T

)
− g (t, θ)

)
dt,
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I3T =
∫ T

0

ε(t + z)
(
g
(
t, θ̂T

)
− g (t, θ)

)
dt,

I4T =
∫ T

0

ε(t)
(
g
(
t + z, θ̂T

)
− g (t + z, θ)

)
dt.

Розглянемо спочатку I2T . Зробимо замiну змiнних u = T
1
2
(
θ̂T − θ

)
, тобто

θ̂T = θ + T− 1
2 u ≡ H(u),

i запишемо розклад Тейлора за u = (u1, . . . , uq):

T− 1
2 I2T = T− 1

2

∫ T

0

(g (t + z, H(u)) − g (t + z, θ)) (g (t, H(u)) − g (t, θ)) dt

= T− 1
2

k−1∑
|α|=2

1
α!

[∫ T

0

[
(g (t + z, H(u)) − g(t + z, θ))

× (g (t, H(u)) − g (t, θ))
](α)

∣∣∣
u=0

dt

]
uα

+ T− 1
2

∑
|α|=k−1

1
α!

[∫ T

0

[
(g(t + z, H(u)) − g(t + z, θ))

× (g(t, H(u)) − g(t, θ))
](α)

∣∣∣
u=u∗

dt

−
∫ T

0

[
(g(t + z, H(u)) − g(t + z, θ))

× (g (t, H(u)) − g(t, θ))
](α)

∣∣∣∣
u=0

dt

]
uα,

‖u∗‖ ≤ ‖u‖.

(9)

При |α| ≥ 2 маємо∫ T

0

[(g (t + z, H(u))− g (t + z, θ)) (g (t, H(u)) − g (t, θ))](α)
dt

= T− |α|
2

[ ∑
β+γ=α

C(β, γ)
∫ T

0

g(β) (t + z, H(u)) g(γ) (t, H(u)) dt

+
∫ T

0

g(α) (t + z, H(u)) (g (t, H(u)) − g(t, θ)) dt

+
∫ T

0

(g (t + z, H(u)) − g(t + z, θ)) g(α) (t, H(u)) dt

]
,

де мультиiндекси β 
= 0, γ 
= 0 та C(β, γ) — константи. Завдяки цьому, залишковий
член у розкладi (9) можна записати у виглядi

R
(1)
k−1(θ) = T−k

2

∑
|α|=k−1

1
α!

S(α)uα, (10)
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де

S(α) =
∑

β+γ=α

C(β, γ)
∫ T

0

[
g(β) (t + z, H(u∗)) g(γ) (t, H(u∗)) − g(β) (t + z, θ) g(γ) (t, θ)

]
dt

+
∫ T

0

g(α) (t + z, H(u∗)) (g (t, H(u∗)) − g(t, θ)) dt

+
∫ T

0

g(α) (t, H(u∗)) (g (t + z, H(u∗)) − g(t + z, θ)) dt

За умови (3) при T > T0

T− 1
2

∣∣∣∣∣
∫ T

0

g(α) (t + z, H(u∗)) (g (t, H(u∗)) − g(t, θ)) dt

∣∣∣∣∣
≤ T− 1

2

(∫ T

0

(
g(α) (t + z, H(u∗))

)2

dt

) 1
2

ϕ
1
2
T (H(u∗), θ) ≤ C4‖u‖.

(11)

Аналогiчно

T− 1
2

∣∣∣∣∣
∫ T

0

g(α) (t, H(u∗)) (g (t + z, H(u∗)) − g(t + z, θ)) dt

∣∣∣∣∣ ≤ C5‖u‖, (12)

T
1
2

∣∣∣∣∣∣
∑

β+γ=α

C(β, γ)
(
Π(β)(γ) (z, H(u∗)) − Π(β)(γ)(z, θ)

)∣∣∣∣∣∣
≤ T− 1

2

∑
β+γ=α

C(β, γ)

×
[∣∣∣∣∣
∫ T

0

(
g(β) (t + z, H(u∗)) − g(β)(t + z, θ)

)
g(γ) (t, H(u∗)) dt

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ T

0

g(β) (t + z, H(u∗))
(
g(γ) (t, H(u∗)) − g(γ)(t, θ)

)
dt

∣∣∣∣∣
]

≤ C6‖u‖.

(13)

Оскiльки |uα| ≤ ‖u‖|α|, iз (10)–(13) одержуємо∣∣∣R(1)
k−1(θ)

∣∣∣ ≤ C7T
−k−1

2 ‖u‖k. (14)

Лема 3.1. Якщо виконанi умови I–III та (5), то

P
{
T

1
2 ‖θ̂T − θ‖ ≥ C8 ln

1
2 T
}

= O
(
T−m

2
)
. (15)

Доведення. Застосуємо спiввiдношення (6) при k = 2:

P
{

T
1
2 ‖θ̂T − θ‖ ≥ C8 ln

1
2 T
}
≤ P

{
‖T 1

2

(
θ̂T − θ

)
− h0(θ)‖ + ‖h0(θ)‖ ≥ C8 ln

1
2 T
}

≤ P
{∥∥∥T 1

2

(
θ̂T − θ

)
− h0(θ)

∥∥∥ ≥ C3T
− 1

2 ln
1
2 T
}

+ P
{
‖h0(θ)‖ ≥ C8 ln

1
2 T − C3T

− 1
2 ln

1
2 T
}

= P1 + P2.

За (6) P1 = O
(
T−m

2
)
. З нерiвностей

‖h0(θ)‖ ≤ λmax(Λ)‖B(θ)‖ ≤ λ−1
0 ‖B(θ)‖,

B(θ) = (b1(θ), . . . , bq(θ)) ,
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отримуємо

P2 ≤ P
{
‖B(θ)‖ ≥ λ0C

′
8 ln

1
2 T
}
≤

q∑
i=1

P
{
|bi(θ)| ≥ λ0q

− 1
2 C′

8 ln
1
2 T
}

,

де C′
8 < C8. Скористаємося нерiвнiстю (див., наприклад, [3, стор. 154])∫ ∞

δ

e−t2/2 dt ≤ δ−1e−δ2/2, δ > 0.

Випадкова величина

bi(θ) = T−1
2

∫ T

0

ε(θ)gi(t, θ) dt

є нормальною з нульовим середнiм та дисперсiєю

σ2
iT = E b2

i (θ) =
∫ ∞

−∞
f(λ)

⎛⎝T−1

∣∣∣∣∣
∫ T

0

eiλtgi(t, θ)dt

∣∣∣∣∣
2
⎞⎠ dλ ≤ 2π sup

λ∈R
f(λ)T−1d2

iT (θ) ≤ C9,

f(λ), λ ∈ R, — спектральна щiльнiсть процесу ε(t). Тодi для C10 = λ0q
− 1

2 C′
8C

− 1
2

9

P

{
|bi(θ)|
σiT

≥ λ0q
− 1

2 C′
8

σiT
ln

1
2 T

}
≤ P

{ |bi(θ)|
σiT

≥ C10 ln
1
2 T

}

≤
(

2
π

)1/2 ∫ ∞

C10 ln
1
2 T

e−t2/2dt

≤
(

2
π

)1/2 1

C10 ln1/2 T
exp

{
−C2

10 lnT

2

}
.

Вiзьмемо C2
10 = λ2

0q
−1C′2

8C
−1
9 = m, або C8 > λ

1/2
0 (mqC9)

1/2. Для таких начень C8

P2 = o
(
T−m

2
)
. �

З (14), (15) при u = T
1
2

(
θ̂T − θ

)
отримуємо

R
(1)
k−1(θ) = T−k−1

2 η
(1)
k−1(θ),

причому
P
{∣∣∣η(1)

k−1(θ)
∣∣∣ ≥ C11 ln

k
2 T
}
≤ O

(
T−m

2
)
. (16)

Отже,

T− 1
2 I2T =

k−2∑
ν=1

∑
|α|=ν+1

1
α!

∑
β+γ=α

C(β, γ)Π(β)(γ)(z, θ)
(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α

T− ν
2

+ η
(1)
k−1(θ)T

− k−1
2 .

Маємо далi

T− 1
2 I3T =

k−2∑
|α|=1

1
α!

b
(α)
1 (z, θ)uαT− |α|

2 + R
(2)
k−1(θ) + R

(3)
k−1(θ), (17)

де

R
(2)
k−1(θ) =

∑
|α|=k−1

1
α!

b
(α)
1 (z, θ)uαT−k−1

2 ,

R
(3)
k−1(θ) =

∑
|α|=k−1

1
α!

(
b
(α)
1 (z, θ + T−1/2u∗) − b

(α)
1 (z, θ)

)
uαT−k−1

2 .
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При фiксованому α, |α| = k − 1, за лемою 3.1

P
{∣∣∣b(α)

1 (z, θ)
∣∣∣ · ‖u‖k−1 ≥ C2

12 ln
k
2 T
}

≤ P
{∣∣∣b(α)

1 (z, θ)
∣∣∣ ≥ C12 ln

1
2 T
}

+ P

{
‖u‖ ≥ C

1
k−1
12 ln

1
2 T

}
= O

(
T−m

2
)
.

Це означає, що
R

(2)
k−1(θ) = η

(2)
k−1(θ)T

− k−1
2 , (18)

де випадкова величина η
(2)
k−1(θ) має властивiсть (16) з константою C13.

З iншого боку,∣∣∣(b(α)
1 (z, θ + T−1/2u∗) − b

(α)
1 (z, θ)

)∣∣∣ ≤ (s∗(z))1/2
(
Φ[α]

T

(
T−1/2u∗, 0

))1/2

, (19)

де s∗(z) введено у роздiлi 2. Iз (3) випливає, що для фiксованого α, |α| = k − 1,(
Φ[α]

T

(
T−1/2u∗, 0

))1/2

≤ C14‖u‖. (20)

Розглянемо сепарабельний випадковий процес εz(t) = ε(t + z), t ∈ R. Тодi вели-
чина s∗(z) є значенням корелограми процесу εz в нулi, i ми можемо застосувати до
неї першу з нерiвностей (3.3) стор. 205 книги [4]:

]pr
{

s∗(z) − σ2 >
√

D s∗(z)x
}
≤ K(x),

K(x) =
(
1 +

√
2x
)1/2

exp
{
−x/

√
2
}

, x > 0.

За формулою Iсерлiса ([5], стор. 34)

D s∗(z) =
2
T

B2
T , B2

T =
1
T

∫ T

0

∫ T

0

B2(t − s) dt ds −→
T→∞

∫ ∞

−∞
B2(t) dt < ∞.

Вiзьмемо x = T 1/2√
2BT

, тодi для будь-якого m > 0

P
{
s∗(z) > σ2 + 1

} ≤
(

1 +
T 1/2

BT

)1/2

exp
{
−T 1/2

2BT

}
= O(T−m

2 ). (21)

Покладемо

η
(3)
k−1(θ) =

∑
|α|=k−1

1
α!

(
T−1/2

∫ T

0

ε(t + z)
(
g(α)

(
t, θ + T−1/2u∗

)
− g(α) (t, θ)

)
dt

)
uα.

Iз (19), (20) випливає, що

|η(3)
k−1(θ)| ≤ C15 (s∗(z))1/2 ‖u‖k.

Маємо

P
{∣∣∣η(3)

k−1(θ)
∣∣∣ ≥ C16 ln

k
2 T
}

= P
{∣∣∣η(3)

k−1(θ)
∣∣∣ ≥ C16 ln

k
2 T, s∗(z) ≤ σ2 + 1

}
+ P

{∣∣∣η(3)
k−1(θ)

∣∣∣ ≥ C16 ln
k
2 T, s∗(z) > σ2 + 1

}
= P3 + P4.

За (21) P4 = o
(
T−m

2
)
. Далi отримуємо

P3 ≤ P
{
C15(σ2 + 1)1/2‖u‖k ≥ C16 ln

k
2 T
}

= O
(
T−m

2
)
,

тобто
R

(3)
k−1(θ) = η

(3)
k−1(θ)T

− k−1
2 , (22)

де випадкова величина η
(3)
k−1(θ) має властивiсть (16) з константою C16.
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Iз (17), (18), (22) випливає, що

T−1/2I3T =
k−2∑
|α|=1

1
α!

b
(α)
1 (z, θ)

(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α

T−α
2 + η

(4)
k−1(θ)T

−k−1
2 ,

причому випадкова величина η
(4)
k−1 задовольняє (16) зi сталою C17.

Так само можна довести, що

T−1/2I4T =
k−2∑
|α|=1

1
α!

b
(α)
2 (z, θ)

(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α

T−α
2 + η

(5)
k−1(θ)T

−k−1
2 ,

де випадкова величина η
(5)
k−1 має властивiсть (16) з константою C18.

Ми довели таке твердження.

Лема 3.2. В умовах теореми 2.1

T 1/2
(
BT

(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= T 1/2 (BT (z, ) − B(z))

+
k−2∑
ν=1

⎛⎝ ∑
|α|=ν+1

1
α!

∑
β+γ=α

C(β, γ)Π(β)(γ)(z, θ)
(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α

−
∑
|α|=ν

1
α!

b(α)(z, θ)
(
T 1/2

(
θ̂T − θ

))α

⎞⎠
+ η

(6)
k−1(θ)T

− k−1
2 ,

(23)

де випадкова величина η
(6)
k−1(θ) задовольняє спiввiдношення (16) зi сталою C19.

Для формулювання наступної леми введемо деякi позначення.
Нехай r = (r1, . . . , rq) — мультиiндекс, |r| = s ≥ 1. Розглянемо множину мульти-

iндексiв

als =

(
(i0, . . . , il) :

l∑
ν=0

iν = s;
l∑

ν=0

νiν = l

)
та сукупнiсть (l + 1) × q матриць з невiд’ємними цiлими елементами

Als(r) =

⎧⎨⎩(dνj) :
q∑

j=1

dνj = iν , ν = 0, . . . , l, (i0, . . . , il) ∈ als;
l∑

ν=0

dνj = rj , j = 1, . . . , q

⎫⎬⎭ .

Для λ = (λ1, . . . , λq) ∈ Rq позначимо

〈hν(θ), λ〉 = hν〈λ〉, ν = 0, . . . , k − 2,

〈ξk−1(θ), λ〉 = ξk−1〈λ〉,
〈
T 1/2(θ̂T − θ), λ

〉
= θT 〈λ〉.

Лема 3.3. Нехай виконанi умови теореми 2.1 та s — натуральне число. Тодi

(i) θs
T 〈λ〉 =

k−2∑
l=0

h̃ls〈λ〉T−l/2 + h̃k−1,s〈λ〉T−k−l/2,

h̃ls〈λ〉 =
∑
als

s!
l∏

ν=0

1
iν !

hiν
ν 〈λ〉, l = 0, . . . , k − 2,

де
∑

als
є сумою за множиною мультиiндексiв als;
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(ii) коефiцiєнти h̃l,r(θ), |r| = s, полiнома h̃ls〈λ〉 при степенi λr = λr1
1 . . . λ

rq
q ма-

ють вигляд

h̃l,r(θ) =
∑

Als(r)

s!
l∏

ν=0

q∏
j=1

1
dνj !

h
dνj

νj (θ), l = 0, . . . , k − 2,

де
∑

Als(r) є сумою за множиною матричних iндексiв Als(r).
(iii) коефiцiєнти h̃k−1,r(θ), |r| = s, полiнома h̃k−1,s〈λ〉 мають наступну власти-

вiсть:
P
{∣∣∣h̃k−1,r(θ)

∣∣∣ ≥ C20(r) ln(k+s−1)/2 T
}

= O
(
T−m

2
)
.

Доведення. Доведення (i) очевидно. Для доведення (iii) зауважимо, що коефiцiєнти
h̃k−1,r(θ), |r| = s, полiнома h̃k−1,s〈λ〉 можуть бути сумами добуткiв трьох типiв.
1) Добуток Π1 мiстить s − 1 множникiв bi(θ) та ξk−1,j(θ). В цьому випадку

P
{
|Π1| ≥ C21 ln(k+s−1)/2 T

}
= O

(
T−m

2
)
. (24)

2) Добуток Π2 мiстить степенi координат hiν

νi(θ) векторiв hν(θ), ν = 0, . . . , k − 2,
причому

k−2∑
ν=0

iν = s,

k−2∑
ν=0

νiν = k − 1.

Оскiльки hiν

νi(θ) є однорiдними полiномами степеня ν + 1 вiд величин bα(θ), то Π2

складається з суми добуткiв величин b(α)(θ) степеня
k−2∑
ν=0

(ν + 1)iν = k + s − 1.

Таким чином, Π2 має властивiсть (24) з константою C22.
3) ДобутокΠ3 мiстить величини b(α)(θ), ξk−1,j(θ) у невiд’ємних степенях i додатну

степiнь T−1/2. У цьому випадку Π3 має властивiсть (24) з константою C23.
Твердження (ii) випливає з рiвностi

h̃ls〈λ〉 =
∑
als

s!
l∏

ν=0

1
iν !

∑
dν1+···+dνq=iν

iν !
q∏

j=1

1
dνj !

(
hj

ν

)dνj
λ

dνj

j

=
∑
als

∑
Bl

s!
l∏

ν=0

q∏
j=1

1
dνj !

h
dνj

νj λ
dνj

j ,

де
∑

Bl
— сума за множиною матриць

Bl =

⎧⎨⎩(dνj) :
q∑

j=1

dνj = iν , ν = 0, . . . , l

⎫⎬⎭ . �

Пiдставимо в формулу (23) замiсть величин
(
T 1/2

(
θ̂ − θ

))α їх стохастичнi асим-
птотичнi розклади, отриманi в лемi 3.3. Для цього вiзьмемо r = α та s = ν, ν + 1.
Тодi для |α| = ν(

T 1/2
(
θ̂T − θ

))α

=
k−2∑
l=0

ν!
∑
Alν

l∏
μ=0

q∏
j=1

1
dμj !

h
dμj

μj T− l
2 + h̃k−1,α(θ)T− k−1

2 . (25)

Для s = ν + 1 отримуємо аналогiчний вираз.
Пiдставимо в стохастичний асимптотичний розклад (23) вирази (25). Тодi пiсля

очевидних перетворень приходимо до наступного результату.
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Лема 3.4. В умовах теореми 2.1 справедливий стохастичний асимптотичний
розклад

T 1/2
(
BT

(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= T 1/2 (BT (z) − B(z))

+
k−2∑
ρ=1

⎛⎜⎜⎝ ∑
l+ν=ρ,

0≤l≤k−2,
1≤ν≤k−2

⎛⎝ ∑
|α|=ν+1

1
α!

∑
β+γ=α

C(β, γ)Π(β)(γ)(z, θ)(ν + 1)!

×
∑

Al,ν+1(α)

l∏
μ=0

q∏
j=1

1
dμj !

h
dμj

μj (θ)

−
∑
|α|=ν

1
α!

b(α)(z, θ)ν!
∑

Alν(α)

l∏
μ=0

q∏
j=1

h
dμj

μj (θ)

⎞⎠
⎞⎟⎟⎠T−ρ/2

+ ζk−1(θ)T−(k−1)/2,

(26)

де випадкова величина ζk−1(θ) має властивiсть (16) зi сталою C24.

Стохастичний асимптотичний розклад (26) визначає порядок спадання залишко-
вого члена, але вiн занадто складний, щоб ним користуватись. Зосередимо зусилля
на приданнi формулi (26) прийнятного вигляду. Позначимо

P0(z, θ) = T 1/2 (BT (z) − B(z)) = T−1/2

∫ T

0

(ε(t + z)ε(t) − B(z)) dt. (27)

Позначимо також Pρ(θ) полiноми вiд випадкової величини bi1...ir (z, θ), що є коефiцi-
єнтами при степенях T−ρ/2, ρ ≥ 1, в формулi (26). Припускаючи, що функцiї g(t, τ)
нескiнченно диференцiйовнi за τ i знов використовуючи тензорну угоду, формально
знаходимо

T 1/2
(
BT

(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= P0(z, θ) +

∞∑
r=1

1
r!

(
ai1...ir (z, θ)T−(r−1)/2 − bi1...ir (z, θ)T−r/2

)
ui1 . . . uir .

(28)

Пiдставимо в (28) формальний розклад

uin = T 1/2
(
θ̂inT − θinT

)
=
∑∞

αn=0 hαn,in(θ)T−αn/2, n = 1, . . . , r.

Тодi знаходимо

T 1/2
(
BT

(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
= P0(z, θ)

+
∞∑

ν=1

⎛⎝ ∑
r+|α(r)|=ν+1

1
r!

ai1...ir (z, θ)hα1,i1(θ) . . . hαr ,ir(θ)

−
∑

r+|α(r)|=ν

1
r!

bi1...ir (z, θ)hα1,i1(θ) . . . hαr,ir (θ)

⎞⎠T−ν/2.
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Пiдсумовування в
∑

r+|α(r)|=ν ведеться за r-вимiрними мультиiндексами α(r) =
(α1, . . . , αr). Для ν ≥ 1 позначимо

Aν(z, θ) =
∑

r+|α(r)|=ν+1

1
r!

ai1...ir (z, θ)hα1,i1(θ) . . . hαr,ir (θ), (29)

Bν(z, θ) =
∑

r+|α(r)|=ν

1
r!

bi1...ir (z, θ)hα1,i1(θ) . . . hαr,ir (θ), (30)

Pν(z, θ) = Aν(z, θ) − Bν(z, θ). (31)

Теорема 3.1. В умовах теореми 2.1

T 1/2
(
BT

(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
=
∑k−2

ν=0 Pν(z, θ)T−ν/2 + ζk−1(θ)T−(k−1)/2, (32)

де полiноми Pν(z, θ), визначено спiввiдношеннями (27), (29)–(31), а ζk−1(θ) мiсти-
ться в залишковому членi формули (26).

Очевидно, теорема 3.1 є зручним переформулюванням леми 3.4.

Наслiдок 3.1. В умовах теореми 2.1 при k = 4

T 1/2
(
BT

(
z, θ̂T

)
− B(z)

)
=

2∑
ν=0

Pν(z, θ)T−ν/2 + ζ3(θ)T−3/2, (33)

P
{|ζ3(θ)| ≥ C24 ln2 T

}
= O

(
T−m/2

)
. (34)

Формули (29)–(31) дозволяють знайти в явному виглядi полiноми стохастичного
асимптотичного розкладу (33). В наступних формулах не будемо вказувати зале-
жнiсть вiд θ. Маємо при ν = 1

A1(z) =
1
2!

ai1i2(z)h0i1h0i2 = Λi1j1Λi2j2Πi1i2 (z)bj1bj2 ,

B1(z) = bi1(z)h0i1 = Λi1j1bi1(z)bj1 ,

P1(z) = Λi1j1Λi2j2Πi1i2 (z)bj1bj2 − Λi1j1bi1(z)bj1 . (35)
Нехай тепер ν = 2. Знайдемо A2(z). При r = 2 доданок суми (29), з урахуванням (8),
має вигляд

1
2!

ai1i2(z) (h1i1h0i2 + h0i1h1i2) = ai1i2(z)h1i1h0i2

= Λi1j1Λi2j2Λj3j4ai1i2(z)bj1bj2j3bj4

− 1
4
Λi1j1Λi2j2Λj3j4Λj5j6ai1i2(z)aj2j3j5bj1bj4bj6 .

(36)

При r = 3 та α(3) = (0, 0, 0) доданок суми (29), з огляду на (2), дорiвнює
1
3!

ai1i2i3(z)h0i1h0i2h0i3 =
1
2
Λi1j1Λi2j2Λi3j3 ãi1i2i3(z)bj1bj2bj3 , (37)

де
ãi1i2i3(z) = Π(i1i2)(i3)(z) + Π(i3)(i1i2)(z).

Пiдрахуємо B2(z). При r = 1 доданок суми (30) запишемо у виглядi

bii(z)h1i1 = Λi1j1Λj2j3bi1(z)bj1j2bj3 −
1
4
Λi1j1Λj2j3Λj4j5aj1j2j4bi1(z)bj3bj5 . (38)

Нехай r = 2, тодi α(2) = (0, 0), i вiдповiдний доданок має вигляд
1
2
biii2(z)h0i1h0i2 =

1
2
Λi1j1Λi2j2bi1i2(z)bj1bj2 . (39)
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З урахуванням формул (36)–(39), знаходимо

P2(z) = Λi1j1Λi2j2Λj3j4ai1i2(z)bj1bj2j3bj4

− 1
4
Λi1j1Λi2j2Λj3j4Λj5j6ai1i2(z)aj2j3j5bj1bj4bj6

+
1
2
Λi1j1Λi2j2Λi3j3 ãi1i2i3(z)bj1bj2bj3 − Λi1j1Λj2j3bi1(z)bj1j2bj3

+
1
4
Λi1j1Λj2j3Λj4j5aj1j2j4bi1(z)bj3bj5 −

1
2
Λi1j1Λi2j2bi1i2(z)bj1bj2 .

(40)

4. Приклад

Припустимо, що g (t, τ) = g (y(t), τ), де y(·) : [0,∞) → Y — борелева функцiя,
g (y, τ) — функцiя неперервна за сукупнiстю змiнних (y, τ) ∈ Y × Θγ , Y ⊂ Rm —
компактна область планування регресiйного експерименту. Нехай B — σ-алгебра
борелевих пiдмножин Y .
Розглянемо сiм’ю мiр

μT (A) = T−1λ ({t ∈ [0, T ] : y(t) ∈ A}) , A ∈ B,

λ — мiра Лебега на [0, +∞). Припустимо, що виконується умова

IV. Мiра μT слабко збiгається при T → ∞ до деякої мiри μ : μT =⇒ μ.

Наведемо простий приклад виконання цiєї умови приm = 1. Нехай {yi, i ≥ 1} ⊂ Y
деяка послiдовнiсть та y(t) = yi, t ∈ [i − 1, i), i ≥ 1. Введемо мiру

μT = T−1

[T ]∑
i=1

δyi + T−1 {T } δy[T ]+1 ,

де [T ] та {T } — цiла та дробова частини Т вiдповiдно. Тодi, якщо n−1
∑n

i=1 δyi =⇒ μ
при n → ∞, то μT =⇒ μ, при T → ∞. Припустимо, що у функцiї g (y, τ) для кожного
y ∈ Y iснують всi частиннi похiднi за змiнними τ = (τ1, . . . , τq) ∈ Θγ до порядку
k + 1, k ≥ 2, включно, причому функцiї g(α) (y, τ), |α| = 1, . . . , k + 1, неперервнi за
сукупнiстю змiнних (y, τ) ∈ Y × Θc. Тодi виконується умова II.
За формулою замiни мiри в iнтегралi Лебега

T−1d2
iT (θ) =

∫
Y

g2
i (y, θ)μT (dy) −→

T→∞

∫
Y

g2
i (y, θ)μ(dy),

i умова limT→∞ T−1d2
iT (θ) > 0, i = 1, . . . , q, перетворюється на умову

μ {y ∈ Y : gi(y, θ) 
= 0} > 0, i = 1, . . . , q.

З iншого боку,

IT (θ) =
(∫

Y

gi(y, θ)gj(y, θ)μT (dy)
)q

i,j=1

−→
T→∞

(∫
Y

gi(y, θ)gj(y, θ)μ(dy)
)q

i,j=1

= I(θ),

i умова III виконується, якщо матриця I(θ) додатно визначена.
Зауважимо також, що достатнi умови консистентностi (5) оцiнки найменших ква-

дратiв θ̂T (теорема 3.2.1, стор. 126, книги [3]) не вступають в протирiччя з умо-
вою IV.
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5. Висновки

В роботi отримано стохастичний асимптотичний розклад корелограмної оцiнки
коварiацiйної функцiї стацiонарного гаусiвського шуму в нелiнiйнiй моделi регресiї
з неперервним часом. Такий розклад, тобто представлення оцiнки у виглядi суми
полiномiв вiд стандартних iнтегралiв вiд випадкового шуму, зважених похiдними
функцiї регресiї, i стохастично малого залишкового члена, описує тонку структуру
оцiнки BT

(
z, θ̂T

)
i надає можливiсть отримати асимптотичний розклад її моментiв.

У застосуваннях, у випадку скалярних оцiнок, найважливiшими є розклади їх
зсуву, середнього квадрата вiдхилення та дисперсiї. Саме отримання таких резуль-
татiв щодо корелограмної оцiнки планується надалi.
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