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Abstract. In the paper exact asymptotic of the counting process in the max-scheme is obtained.
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������	
�� �������	��� (ξn)� n ≥ 1� � 	
���
�	�� ��	����� ��������
	�� ���
�������� �
����	 �	���������� � � 	�!�"# �������� F (t) = P(ξn < t)� $ 	
��%

zn = max
1≤i≤n

ξi, N(t) = min(n ≥ 1: zn ≥ t). ���

&��!
 N(t) ' �
�� 	������� ������	�� ���!
�� ��� �������	��� (zn)�
(��� ����� )� ���!
 N(t) ���	� ������ � 	�� �	�� 
�����
	�	�� ��	��

N(t) = min(n ≥ 1: ξn ≥ t),

��'�� N(t) � !
 ����� ���
	� �
�*��� ������		� �������	��� (ξn) � �'����
[t,∞)�

+� ' �
 !������� ���������	� ���
��	�� ���!
 N(t) ��%�
 	��
�	
 ���	���
$ ��� 	�*�� !��
% ��	��
		� ��� '���* �� �	
� '� ���
��	�� ���!
 N(t) ��	�
���,���	� � ���
��	��# �������	��� (zn)�

+�� �	� ���� ��		� ����� #��� )� �
�
	

		� �
� �������� ������� ��� (zn)
	� ���!
 N(t) ���
�� 	
 ������ ' �
 ��������	���

-������ )� � ���	�% ���!� t N(t) �
��
����	� ��������
	� ����

P(N(t) = k) = q(1 − q)k−1, k = 1, 2, . . . , q = 1− F (t).

(���� ��
 ���	� ��
����� 	�� �	 ��'� �'��	��� .
��� t→∞

(1− F (t))N(t) D−→ τe,

�
 ���� τe ��" ��	����	�% 
���	
	!�%	�% ��������� P(τe < x) = 1− exp(−x)�
/�
 ���		" ������	�*
		� ��	���"� )� 	
 �	 " 	
���������0 � 	�!�0 a(t)� ���

���0 ���
 ����	 ����� �����
	�% ����	 �
����� ��
�

N(t)
a(t)

−→ 1 ��	�

����� 1�� � 234256�� ( �	*�0 ����	� ������ �13� � 3776�� )� ��� n→∞
ze

n

lnn
−→ 1 ��	�,

���� ����������	 
����� ���		��������� A�
���� B�C�� �

������� ����� � ������ D.2'/0*0 479.(7)4/8 ;/1.&2#;/8 ;7(/3/4� (
3/(,4/@ 1"#67'� .'/0:

1%#%/2. 0.@)7 4.17;47�
���



��� �� �� ��	�


� ������ ��	
� ��
�� ��������� ����� Ne(t) �� (ze
n) ��
����
�� ��������� ������

�� �����
������� �������� ����
������ �� (τe
k )� ���������� ������ τe�

�����
����� ���������� (zn) �����
����� ������� ������� �  !"# $"%� &�����'
�� ��������� ������ N(t) ����� �������� �
���  ("# )*"� 
� ���� ������ ���������
�� ����+ ����� ������%�
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������ ����� ������  )"� ��� ������ 
����� ������ ����
 ��������� ������'
����� ��� ��� ����� ����������� ������� ��
�������� �� ��+�� ����������- ' ��������
�������%�

.���
�� �
�� �� �������� ����������� ��� ���������� ���������� ������� �
���� ������  ("�

/����
��

R(t) = − ln(1 − F (t)) ��� F (t) = 1− exp(−R(t)),

������� �� ����� ���	
�� �������� F (t) ��������� ����� ��������� ������

��� � F (t) < 1 ��� ���� t ∈ R� ���� ����

lim sup
t→∞

lnN(t)−R(t)
ln lnR(t)

= 1 �0%

lim inf
t→∞

lnN(t)−R(t)
lnR(t)

= −1. �!%

1� ��������� � 
��������� ����
�� �������� ���� �0%#�!% ����� ��+� ��� 
�
�'
������ ����� �� +��
����� ��������� R(t)� ��� �� �������� ������	���� 
�� �����
�������� �����
����� �� ����������� �� ��������������  )*"�

&�������� 2� ���� ������ lnN(t) ���������� ������ N(t)� �� ��
��� ������
�����
�	3���� � �������� ���� ������� ���������� ������4� �0%#�!% ������� ���
�� �
�3�����

5 
���� ������ ��
��� �
������ 
���� ���������� ��� �����	 �� ����	 ������	

�� ���������� ��
����
�� ���� ������� N(t)�

0� ����������	 
���
���� ������� �
� ����������� �������
��

������� 	� ����� ���	
�� �������� F (t) ��������� ����� ��������� ������

��� � F (t) < 1 ��� ���� t ∈ R� ����

lim sup
t→∞

N(t)
exp(R(t)) lnR(t)

= 1 ���� �6%

/�� 
���
���� ������ ) ��
��� ����������� ������ 
�������� ���


��� 	� ����� ���� ν ��� ����������� ������� � �������� q 

P(ν = k) = pk = q(1− q)k−1, k ≥ 1, 0 < q < 1.

���� �� x > 0

P(qν > x) ≤ 1
1− q exp(−x).

����
���� ��� ) ������ �������3 �� ����������- ����������(
1− 1

y

)y

≤ exp(−1) ��� y ≥ 1. �7%

������

P(qν > x) = (1− q)[x/q] ≤ 1
1− q (1− q)x/q ≤ 1

1− q exp(−x).
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���� �� ����� (ξi) � ��	
�����	�� ����
����� ������� �������
���� ��������
�
���� ���������� � ���� F (x)� ����� (un) ���� ��	����� ��	
�����	�� ���	���
��	�
� �� ��	
�����	�� n [1− F (un)] ����� � ��	������� ��� ��!�� ����"	�� ��
�� �"��#�$ F (x) ���������� %��� ��� un < ω(F )� �� ω(F ) = sup (x : F (x) < 1)�
� �����	��

P (zn ≤ un ����)

������� �"
� �&� �����#� " ��������	�� � �� � �&�!����	$ �� ���&�!����	$ �$�

∞∑
n=1

[1− F (un)] exp {−n [1− F (un)]} ���

�� ���� � ��	������� ��	���

�� ����	
���� �	��� �	��� ��� ������� ������ �� ��������� �����

���� �� '���� ����	��

P(ze
n ≤ lnn− ln ln lnn ����) = 1. ���

(������$ 
� � )�  �!"#����� ��	 ��� $�� un = lnn− ln ln lnn� F (t) = 1− exp(−t)�
%�&��

∞∑
n=3

exp {− lnn+ ln ln lnn} exp {−n exp {− lnn+ ln ln lnn}} =
∞∑

n=3

(ln lnn)
n lnn

= ∞.

'�(#)(� ��	 ��� ��!*"�&�)��� �� !�	�� �� #��� � �	��
+&�� �����) ���� �

(������$ ����� � *� ,�*�� �	��� �	���� ��$��(#�	� �-��� .� � +����/ ������� �
���� τe

i = R(ξi)� i ≥ 1� ��0�) ����	�����1 �(�$����21��1 ��!$�	#� 3(.� (ze
n) ��

Ne(t) �	$��	� $��#	�����) ��(���+�� �� #4�#)��1 $��2��� ��

N(t) = min(n ≥ 1: zn ≥ t) = min(n ≥ 1: R(zn) ≥ R(t))

= min(n ≥ 1: ze
n ≥ R(t)) = Ne(R(t)).

���

5�	�� !��!+�#�� .� 	����) ��!"#��+�� ��$�	�( ����	�����"� �(�$����21��"� ��!6
$�	#+ F (t) = 1− exp(−t)� R(t) = t  +��������� �����)

lim sup
t→∞

Ne(t)
exp(t) ln t

= 1 ���� ���

7$�4��(+ $�(�
���� .� ∀ε > 0

lim sup
t→∞

Ne(t)
exp(t) ln t

≤ 1 + ε ���� ����

'�(#)(� Ne(t) ��& "�������4��1 ��!$�	# ! $��������� q = 1−F (t) = exp(−t)� ��
!� #���0 � ��&�� �2�(+

P(exp(−t)Ne(t) > x) ≤ exp(−x)
1− exp(−t) . ����

,�# ��*����� 	��#)�� ��#� δ > 0  $�(#�	��� tk = kδ� k = 1, 2, . . . � 8! ������6
�� ���� $�� x = (1 + ε/2) ln tk� t = tk ������&��

P(Ne(tk) > (1 + ε/2)(ln tk) exp(tk)) ≤ (kδ)−(1+ε/2)

1− exp(−kδ) .

5�	�� ����� .� !*"�&�)�� ��	∑
k≥1

P
(
Ne(tk) > (1 + ε/2)(ln tk) exp(tk)

)
.
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���� �� ����	 
�������������

lim sup
k→∞

Ne(tk)
exp(tk) ln tk

≤ 1 + ε/2 ���� ����

���� tk < t ≤ tk+1� ��

Ne(t)
exp(t) ln t

≤ Ne(tk+1)
exp(tk) ln tk

=
Ne(tk+1)

exp(tk+1) ln tk+1

exp(δ) ln δk
ln δ(k + 1)

.

�������� ��� k →∞
ln δk

ln δ(k + 1)
→ 1,

���  ��!� �	"� ����� ��#��

lim sup
t→∞

Ne(t)
exp(t) ln t

≤ (1 + ε/2) exp(δ) ����

$�� δ ��%��  �&���� �� �� '�(�� ����� )� � ����"�#� �� ���  �(��*���� ��+�  �����
����� "���� ����*�#���� (� ����� �� ∀ε > 0

lim sup
t→∞

Ne(t)
exp(t) ln t

≥ (1 − ε) ����, ��,�

��� ��������#���� ����	 ,� -� �� ����� �.�  ���� �# ���� ���� �����(� ����� )���!
"���� rn = rn(ω) ����/� ��

∀n ≥ 1 ze
rn
≤ ln rn − ln ln ln rn ���� ��0�

1���  �(���"�#��� �� 2���)�� [(1 − ε) exp(t) ln t] + 1 ���� t ����	#����  �( 1 (� ∞
���&�'�# ��� )��� (�(���� "����� ���� (�� 2���� ���'� ε ����# �����(� ����� tn = tn(ω)
����� ��

rn = [(1 − ε) exp(tn) ln tn] + 1.

3���������� �&"������� (�	��

ln rn = tn + ln ln tn + ln(1− ε) + o(1)

�

ln ln ln rn = ln ln tn + o(1).

������� �� ����� ����� �� ��0� (�� ���	�� ��������

∀n ≥ 1 ze
rn
≤ tn + ln(1− ε) + o(1) ����

$�� ln(1− ε) < 0� ���� ��#��

∃n0, ∀n > n0 ze
rn
≤ tn ����

4 �(�� �� �� �����

(Ne(tn) ≥ rn) = (ze
rn
≤ tn) ���� ��5�

�(��%�#��

∃n0, ∀n > n0 Ne(tn) ≥ (1− ε) exp(tn) ln tn ����

6� � ����"�#� �� ���  �(��*���� ��,�  �����
7���� ���� ����� ��+�� ��,� (�	�� �8�� �

������� �� ����� ���	
�� �������� F (t) ��������� ����� ��������� ������

��� � ��� ���� t ∈ R F (t) < 1� ψ(t) � �������� ��������� �������� ���	
��

�� t > t0�



��� ������	�
 ����� ���

��� ���� ��� ∑
n>1

1
nψ(n)

����

�	
������� ��

lim
t→∞

N(t)ψ(exp(R(t)))
exp(R(t))

=∞ ���� ����

���� ���� ψ(t) ���
���� ��
������ �� ����
�������
� ��� ���� ���	
������ 


��� t→∞
ψ(t/ψ(t))
ψ(t)

→ 1, ����

��

lim inf
t→∞

N(t)ψ(exp(R(t)))
exp(R(t))

= 0 ���� ����

���������� �� 	
��� �������� ��� ���������� ���
 ������ ���� ������
 �� ��

�� 
�� ��
�
! t ������� � ���� ���
 "

ψ(t) =
m∏

k=1

Lk(t),

L1(t) = ln t, L2(t) = lnL1(t),

Lm(t) = lnLm−1(t).

#�� 
 ����� �� ����� ����$����%

�������� 	
 � ����� ������� ! ��� 	���"����� m ≥ 1� ε > 0

lim inf
t→∞

N(t)R(t)
∏m

k=1 Lk(R(t))
exp(R(t))

= 0 ����,

lim
t→∞

N(t)R(t)
∏m−1

k=1 Lk(R(t))L1+ε
m (R(t))

exp(R(t))
= ∞ ����.

#�������� ������� !� ��� &� �������� ������
 � ���������� '� �� 
�� ���(�����


�����  ���������(� �� �������)��(� ���������% *�
 �����  ������+���� ����
���
+��� � �� ����
� ,
���

lim
t→∞

Ne(t)ψ(exp(t))
exp(t)

= ∞ �%�% ��-�

.
/����� ������� C > 0� ���� δ > 0 �� ���������

uk =
C exp(tk)
ψ(exp(tk))

, tk = kδ, k = 1, 2, . . . .

0� �/��$�1,
 ��(����� �� /����� �$��
� '� ψ(t) = o(t) �� uk → ∞ ��
 k → ∞
� ����
���� 
����� ������ ��-� �,�
����%

.%% Ne(t) ��� (������
,�
) �������� � ���������� q = exp(−t)% 	���
P(N(t) ≤ uk) = 1− (1 − q)[uk]. ����

2���  ���
 ����� � ����
�
 ����������
�
 �������
"

1− exp(−x) = x+O
(
x2

)
��
 ���
! x > 0,

��

0 ≤ exp(−x)−
(
1− x

n

)n

≤ x2 exp(−x)
2(n− 1)

, n > 1, 0 < x ≤ n,

��
% 3��� (�% �� 45�  % 6-7�%



��� �� �� ����	

�� ���� �� 	
�� �������

P(N(tk) ≤ uk) = x+O
(
x2

) ∼ C

ψ (sk)
, 	

�

�� s = exp(δ)� x = C/ψ(exp(tk))� ��������� g1(t) ∼ g2(t) ������� � ��� t → ∞
g1(t)/g2(t)→ 1�
� ������� ���� ����	���� ������ � �� !� 
""#
"$%�� � ��� �����& !����&

'(��)�& H(t) � ����*�+ s > 1 ����∑
n≥1

H(n) ��
∑
k≥1

skH
(
sk

)
���+�,�*!� �� ����+�,�*!� ����!�� -�( ������,�� H(t) = 1/(tψ(t)) �� ���.�!��
���( 	�/� ���� ∑

k≥1

1
ψ(sk)

<∞.

0!����� )���� ���� �� !������� ����� 	

� �� ���, 1����#�������� ��,�*

P(∃k0, ∀k ≥ k0 : N(tk) ≥ uk) = 1

��

lim inf
k→∞

N(tk)ψ(exp(tk))
exp(tk)

≥ C ����

C ����*�� ������ ��!�� � �.�

lim
k→∞

N(tk)ψ(exp(tk))
exp(tk)

= ∞ ����

2���3 ����*�� t ∈ [tk, tk+1)� -�� ��� k →∞
N(t)ψ(exp(t))

exp(t)
≥ N(tk)ψ(exp(tk))

exp(tk)
exp(−δ) →∞ ����,

��� 	
4� (!��������
	��� 5�����( ��+����� ��� ���(�*��� ��� ������*� ������� ( !��!� ��������

'(��)�3�
2���3 g(t) = tL(t)� L(t) 6 ����*� ����,��*!� ��� t → ∞ � g(t) �� !����� ��

[A,∞)� ���� 	��7� ���� �� ���� ��"� ���4� !� 
8#7
%�� �

g−1(y) = inf(t : g(t) ≥ y, t ∈ [A,∞)) = yL∗(y), 	
7�

�� L∗(t) ��� ����� !���.��� '(��)�� � L(t)� L∗(t) ����*� ����,��*!� ��� t→∞
�

L(L∗(t)) ∼ t, L∗(L(t)) ∼ t.

0���� �+� ��� '(��)�� L(t) �����*��� (��( 	�"�� �

L∗(t) ∼ 1
L(t)

. 	
9�

:��� ������� ���� ξ̃ � '(��)��, ������( F̃ (t) = 1 − 1/t� t ≥ 1 �� R̃(t) = ln t�
;�������� ��� ��& �����!�* 	�$��

2���3 (z̃n) �� (Ñ(t)) �������� �!������!�* ���!��(��� �� �����*��3 ��)�!�
��(����� �� (ξ̃k)� ξ̃k 6 ������.�� ���& ���� ξ̃� <�� ��� 	�/� ����+���*!�� �
	���� �
� ������� 9�7�9� !� 
44#
4�%�

lim sup
n→∞

z̃n

nψ(n)
=∞ ����

2���3 C > 0 ����*�� ��!�� -��

P(z̃n ≥ Cnψ(n) ����) = 1.



��� ������	�
 ����� ���

������ �� 	��
���� ��� ���� ���	����

P(Ñ
(
Cnψ(n)

) ≤ n 
���) = 1 ����

���
����� ϕ(t) = tψ(t)� tn = Cnψ(n) � ������� ε > 0� ����
� ���� �� ���� ���
�
�������� 	��
����

P

(
Ñ(tn) ≤ ϕ−1

(
tn
C

)

���

)
= P

(
Ñ(tn) ≤ (1 + ε)

tn
C
ψ∗

(
tn
C

)

���

)
= 1.

 ���!"�� ψ∗(t) ����!"
� ���
#��"�$� �� ������ ���!���� �%�
��

lim inf
n→∞

Ñ

(tn)ψ∗((tn))
≤ 1 + 2ε

C
��
�

&!� C ����!"
� ���!�� '� 	���� � ��(� ���

lim inf
t→∞

Ñ(t)
tψ∗(t)

= lim inf
t→∞

Ñ(t)ψ(t)
t

= 0 ��
�, ��)�

��*�� 	��
���" ��+� �!$ 	������! F̃ ���
��!�
��

,�!� ���	��������" 	��
���# �-� �	� R̃(t) = ln t �� ��)�

lim inf
t→∞

Ne(t)ψ(exp(t))
exp(t)

= 0 ��
�

. ����!"
�� ������� �������!$#�� �#�� t = R(z) � '� 	�� ��������#�� �-��
�	�/����� �� 	��
���� ��+�� �

���������� �	 0� 
�����
��� ��'� ������

$ �	����!�� '� �	� ����
�

� ���
�
��� ���� ���	��� � ��	�� ���� ��-�� *���� ����

lim inf
t→∞

N(t)
exp(R(t))ψ∗(exp(R(t)))

= 0 ��
�,

�� ψ∗(t) ��	$��
� �� ψ(t)�

�� ����������	 
���
���� �������� ���������� ���	���

1 %"�� 	����!� ��	�� ξ ���
������ ����	��
 ���� � 	������!�� (k, pk)� k ≥ 1�
��*��

P(ξ = k) = pk > 0,
∞∑

k=1

pk = 1,

R(k) = − ln
(∑

i≥k

pi

)
, r(k) = R(k)− R(k − 1).

0 
�/�2 ξi� i ≥ 1� 3
���!��
� ����4 ξ� zn �� N(t) ���
���
� 	��
���# ���� 5������3
	��
"� �� ��
���

$ ���!����� '� ��
�

N(t) = N(k + 1) �	� k < t ≤ k + 1.

6�� ������
"� 	���!$���� �	�%�� N(t) !�7� �!$ �
���
" t = k� k ≥ 1�
8�����
� 
���� 	��!"���� �����#�"� '� � ����	��
�� ������ �
�!��� ���3

	�� �� � ��#�" ���%� !�7� �� ���
�/ ��� 
� 7�������" �	����

$ �
�%�4 R(t)�

������� �� 
�� ξ ��������� �	�	 � ������� (k, pk)� �
���

lim sup
k→∞

N(k)
exp(R(k)) lnR(k)

≤ 1 �	�	 ��9�



��� �� �� ����	

���� ���� ��� k →∞
r(k) → 0, ����

��

lim sup
k→∞

N(k)
exp(R(k)) lnR(k)

= 1 	
�
 ����

����� ���� ��� k →∞
exp(−r(k))lnR(k)→ 0, ����

� �� 0 < b < 1 ∑
k>1

R(k)−b <∞, ��	�

��

lim sup
k→∞

N(k)
exp(R(k)) lnR(k)

≤ b 	
�
 ����

�������� �����	� �
 ��� 
��� ����� ����������� ����� ��������� ����������
���� �� ����� �	� �

!����"#� ���� ξc � ��$�������% &���'�"% ���$����� F c(t) �����$��# (���#�
!������#�

F c(1) = 0, F c(k) =
∑
i<k

pi $�� k > 1,

F c(t) = F c(k) + (t− k)pk $�� k ≤ t < k + 1,
�

Rc(t) = − ln (1− F c(t)) .
)(������* +�

Rc(k) = − ln
(∑

i≥k

pi

)
= R(k). ����

,���� [t] ���#� $����(��� '��� (������ (���� t�
-��.����#� ���� ξd = [ξc]� /���* +�

P(ξd = k) = P (ξc ∈ [k, k + 1)) = F c(k + 1)− F c(k) = pk.

0���# (���#* ���� ξd �� ξ �������� ���$�������� 0�#� ������* �� �#������ ��.���1
�����* ���#� �������* +� ξ = ξd = [ξc]�

2���3 ξc
i ��������� ��$�4 ξc*

zc
n = max

1≤i≤n
ξc
i , N c(t) = min (n ≥ 1: zc

n ≥ t) .

5� $������% &���'�� ���$����� F c(t) ��$�������* ����.� #�������� ������%(� �
��� ���� t ∈ R F c(t) < 1� 0�#�* �.���� � �����#�% 	 #�"#�6

lim sup
t→∞

N c(t)
exp(Rc(t)) lnRc(t)

= 1 #��� ��7�

5����� �����#���* +�

lim sup
k→∞

N c(k)
exp (Rc(k)) lnRc(k)

≤ 1 #���, ��8�

/�+� ��������� $����� ��������

{x ≥ k} = {[x] ≥ k},
�� ������#�

N(k) = N c(k) #��� ��9�

:� �$�������;��� ����* ��8�* ��9� ��� ��$��������� ��$����" ���������� ��<��



��� ������	�
 ����� ���

���� ����� ε > 0 	
����� ����
� ������� ���� 
������� �
 ����� �
���	
�����
(tn = tn(ω)) ����� �


lim sup
tn→∞

N c(tn)
exp(Rc(tn)) lnRc(tn)

≥ 1− ε ���� ����

 
���	��
 kn = [tn]� !
	� 
����	�


N c((kn + 1)) ≥ N c(tn), Rc(kn) ≤ Rc(tn).

"��	�� �� ���� 
	�#$���


lim sup
n→∞

N c(kn + 1)
exp(Rc(kn)) lnRc(kn)

≥ 1− ε ����

% &��
 �'	� �� 	
	��� #���
��� ���� �� ��(�� �
 )�	��
 ����

lim sup
n→∞

N(kn + 1)
exp(R(kn)) lnR(kn)

≥ 1− ε ����

"� ��
�
' �*+� �#� k →∞
exp(R((k + 1))

exp(R(k))
→ 1.

!
��

lim sup
n→∞

N(kn)
exp(R(kn)) lnR(kn)

≥ 1− ε ����

%�� ε 	
����� 	
	���� ����
� �
�� 
�����& 
,���� �� �*�� � 	�'� �*-��

�����  #�������
� �
 ��#������ ��*� �� ��#��� !
	� ����� b
′
> b ����� �


P(N(k) ≥ h(k) ����) = 1,

	� h(k) = [b′ exp(R(k)) lnR(k)]�
"��	�� �� #���
��� ���� �./� 
	�#$���


P(zh(k) ≤ k ����) = 1. ��+�

 
������
 Xk = maxh(k−1)<i≤h(k) ξi� �������� #������ 0 ,� )���
��#�	��� �����1
	
� ��+�

P(Xk ≤ k ����) = 1.

2������ Xk ������$�� ����� �
 �� ���
' 3
#��&45������� #&	∑
k>1

P(Xk ≤ k) ��-�

#
�)�6����&�
7��� 
,����
 ���#�� 	
	���� #&	� ��-�� 8#��
��'�� 
,���� �/� �� ��
�� ��9�

����

P(Xk ≤ k) = (1− exp(−R(k)))h(k)−h(k−1)

≤ exp(−b′(lnR(k)− exp(−r(k) lnR(k − 1)) + o(1))

≤ C

R(k)b′
.

8 ���� ��
�� ��.� �� 
�����
: 
,���� �������� �)�$���� #&	� ��-�� �
 �#��
	��
	
 ����#���
���� �

������� �� ����� ξ ���	
���� �� � 
��������� (k, pk)� ψ(t) � ����
�
�� �����

����� �
������� ���	��� �
� t > t0 �

r(k) = R(k)−R(k − 1) ≤ C <∞. ��9�



��� �� �� ����	

��� ���� ��� ���� �	
������� ��

lim
k→∞

N(k)ψ(exp(R(k)))
exp(R(k))

= ∞ ����

���� ���� ψ(t) ���
���� ��
������ �� ����
�������
� ��� ���� ���	
������ 

���������� ����� ����� ��

lim inf
k→∞

N(k)ψ(exp(R(k)))
exp(R(k))

= 0 ����

��	
�
�� �
��
�� � ����������� ���� ������ 	����	�� �� �
��
�� � �� ��	
�
���
	� 
 �����	��� �� ��	
�
�� �
��
�� !�
"�������# �
������� �
	��$ ����$ �����$� ������ �% �� 	�����$�� ��� ���&

���� ��
�� ��������� � �����
����� 	�������
'����(��� an = max

(
k :

∑
i≥k pi ≥ 1/n

)
�

������� �� ����� ξ ��������� ���� � ������
��� (k, pk)�  ���!
� r(k) ������ 

���������� ����� ∑

k≥1

r(k + 1) exp(−r(k)) <∞. ����

"��


P(∃n0, ∀n ≥ n0 : An) = 1, ����

��

An = {zn = an} ∪ {zn = an − 1} ∪ {zn = an + 1}.
#����$���� !� )���	� �������� 	������� ���	� ���� ����*

pk ∼ exp(−Ck ln k +O(k)), C > 1, ��!�

pk ∼ exp(−Ckα), α > 1, C > 0,

pk ∼ exp(− exp(Ckα)), α > 0, C > 0.

'�������	����# �� +
��
���(��# ��������� �
 ����	����$�� ,� ���	� ��� ������&
��	����+� ��������� ���	� ��!� 	���� ��-
 ��� C = 1%  � �
 ��������� �� 	�����&
�� ������

%�������� ������� &� '�����
��

Rc(t) = R(k) + (t− k)r(k + 1) ��� t ∈ [k, k + 1), k ≥ 1,

rc(t) = r(k + 1) ��� t ∈ [k, k + 1), k ≥ 1.

.���%  �

Rc(t) =
∫ t

1

rc(s) ds. ����

/����� 0���,�$ ���������

F c(t) = 1− exp(−Rc(t)), t ≥ 1, ��1�

F c(1) = 0.
2 �
��# ξc 	�	� � 0���,��$ ��������� F c(t)% ξd = [ξc]� )��� �� 3���&��+� k ≥ 1

P
(
ξd = k

)
= F c(k + 1)− F c(k) = exp(−R(k))− exp(−R(k + 1)) = pk,

��3�� 	�	� ξd ������	� ��������
�� � ξ� )���� (����% �
 �3�
4�$(� ��+��������%
��4�� 		�4���%  � ξi ≡ ξd

i % ξ
d
i 5 �
���
4�� ����6 ξ

d�
���� �� ������	��� 	 ���	�� �
��
�� 1 �
��	�����* ∀ε > 0∫ ∞

1

dF c(t)
1− F c(t− ε) <∞. ����



��� ������	�
 ����� ���

������ ��	
 ���� ���
 ���������� ������������ ��������� �������� ���! �������" ���
n→∞

zc
n − ac

n → 0 ����, ��#


�� zc
n ��������� �� �������� � $������% ������� � F c(t),

ac
n = inf (y : F c(y) ≥ 1− 1/n) .

&�����' F c(t) ��������� � ����(� ������%��) ����

F c(ac
n) = 1− 1

n
.

*���� �����

ac
n = k +

lnn−R(k)
r(k + 1)

��� lnn ∈ [R(k), R(k + 1)), ��+


[ac
n] = k ��� lnn ∈ [R(k), R(k + 1))

���

[ac
n] = max(k : lnn ≥ R(k)) = max

(
k :

∑
i≥k

pi ≥ 1
n

)
= an.

������' ������� �� �������,���' ��#
 �����'�� �� ������) -� ��� ������
� ���! n ��. ��  �,� ���� ������"

��� [zc
n] = an)

��� [zc
n] = an − 1)

��� [zc
n] = an + 1�

���� ��� � ' ����/'��(� n

[zc
n] = zd

n = zn ����,

�� �� � ������� ������� ��0
�
*� �,�����' ��������� ������ ��	
� 1�������,��� ������'�� ���
) ��2
 �����

��� ������ �� ��� ε > 0∫ k+1

k

dF c(t)
1− F c(t− ε) = r(k + 1)

∫ k+1

k

exp(−Rc(t)) dt
exp(−Rc(t− ε))

= r(k + 1)
∫ k+1

k

exp
(
−

∫ t

t−ε

rc(s) ds
)
dt

≤ r(k + 1)((1− ε) exp(−r(k + 1)) + ε exp(−r(k)).

��3


4� ������ ��3
 ������� �) -� ��������� ��	
 �� ��� �� ���� ��5
� �

6������������ �� �������� ������� 2 ��������� ���� ����.���'�

�������� 	
 ����� ac
n ���	�
�	� ���	��� ��+
 � �	�� ����������	��� (nk) �����

��

lim
k→∞

(ac
nk
− ank

) = α > 0,

��

P(∃k0, ∀k ≥ k0 : znk
= ank

) = 1.



��� �� �� ����	

�� ��������

������	
�� ������� ���������	� �����	�� 
��������� �� �
���� ����������
���� ����� ���
�� ���������� �� (ξn) � ��������	���� 	
���
�	�� ���� ���� ξ� �
��!���	� ��"
� N(t) ����#���� ��	���� $%&�

������� � $'��	���	� 	�����	� �������&	 (
�� ξ = γ� γ � 	�����	� ����
� )�� Φ(t)�

Φ(t) =
∫ t

−∞
ϕ(s) ds, ϕ(s) =

1√
2π

exp
(
−s

2

2

)
.

���� �������#���� ���
 ������� �������	�*
		�� ��� ������ )�	�"�+ Φ(t) $����
,%-� �� -./&0 �� t→∞

1− Φ(t) =
ϕ(t)
t

(1 + o(1)).

1� ����� 	
����� ������� ��	����

R(t) =
t2

2
+ ln t+ ln

√
2π + o(1). ����

���� 	
��� 	 �������� � �����

lim sup
t→∞

N(t)
exp(t2/2) t ln t

= 2
√

2π ���

���� ψ(t) ������ ������� 	������ � 	��������� ����� ���� �� 	� �������� !

lim inf
t→∞

N(t)ψ(t exp(t2/2))
t exp(t2/2)

= ∞ �"� = 0 ���

� 	���#���� ��� ��
� 	"�
������ $% � ��� ��&��

������� �	 '�(�) ξ = [γ] �� γ * ������� ���� 	 ��%����� �� ��� ��

P(ξ ≥ k) = P(γ ≥ k) = exp(−R(k)),

�� R(t) 	�������� ������� ���� �

r(k) = R(k)−R(k − 1) = k − 1
2

+ o(1).

+��	����� �� ����% �,�� �,�� ������% , ��% b > 1
2 �%�������� � ��#�

lim sup
t→∞

N(k)
exp(k2/2) k ln k

≤
√

2π ���

���� (γi) ������������ �	���#%( ����) (γ) zγ
n = max1≤i≤n γi ��

��% n→∞
zγ

n −
√

2 lnn→ 0 ���

�-! ./�/ 0� !�,1��
'���#�� ��"�$%�% �� ����� �/�� ����# �%��������� 2���� ��
� zn = [zγ

n]� ����

	� �������� � �%�������� ������� �/!� 	 an = [
√

2 lnn]�
3����%� 	������� ������ 	����#���
4�������� (xn =

√
2 lnn− [

√
2 lnn])� 5����� -�/ 
�� / 	���$� ��,1 �� ��������6

���� (xn) 	��������� ��������7��8

∀ 0 ≤ α ≤ 1, ∃ (nk = nk(α)) : xnk
→ α, k →∞. ����

���� ���� ������������ (nk) 	��������� ���� 	 0 < α < 1 �� 	� �������� !

P
(
∃ k0∀ k ≥ k0 : znk

= [
√

2 lnnk]
)

= 1.



��� ������	�
 ����� ���

������� �	 ����� L(x) ���	
��� �	��� �����	� �� ����	�������	� β > 1�

P(ξ = k) = pk =
C

kβL(k)
, k ≥ 1,

C =
(∑

k≥1

1
kβL(k)

)−1

.

�	���� �������  �

R(k) = − ln
∑
i≥k

pi = − lnC + ln(β − 1) + (β − 1) lnk + lnL(k) + o(1)

	

R(k + 1)−R(k) = (β − 1) ln
(

1 +
1
k

)
+ ln

L(k + 1)
L(k)

+ o(1) → 0

�!" k →∞#
$��"� �"��� ����� �%&� ���!��" ' �"����(����� � ��)�

lim sup
k→∞

N(k)
kβ−1L(k) ln ln k

=
β − 1
C

�#�#

*!���	
��  � ����� �+�� ���!��" + ����) �"����,����# $��� �� � ψ(t) ���������
���	
��� !����, 	 �����
���, ����� ��&� ���!��" %� ��

lim inf
k→∞

N(k)ψ(kβ−1L(k))
kβ−1L(k)

=∞ �-� = 0 �#�#

� �
�)����	 �	� ��.� -	.�,���� �" �	 !�� ��/�#

������� 
 �0�����!"��"� !����	
�	 �����

P(ξ = k) = pk = q(1− q)k−1, k ≥ 1, 0 < q < 1.

$��

R(k) = − ln
∑
i≥k

q(1− q)k−1 = (k − 1) ln
1

1− q ,

r(k) = R(k)−R(k − 1) = ln
1

1− q .
1���"����  � ����� �%&� ���!��" ' �� �"����,����� � �+�� ���!��" + �"����,����#
$���

lim sup
k→∞

N(k)(1− q)k−1

ln k
≤ 1 �#�# �2%�

3� � ψ(t) ���� ����� �� 	 � �!"�
��	 '� ��

lim inf
k→∞

N(k)(1− q)k−1ψ
(
(1− q)−k+1

)
= ∞ �-� = 0 �#�#

� �
�)����	 �	� ��.� -	.�,���� �" �	 !�� ��/�#
4" ��)�� � �2%� ��	�"�" ��!	��	��� �� !	��	��� ��� �� �	����#
�#�#  .�����!"��"� !����	
�� ��)�� �-!�"�" �������"� �"���# ����� τe

������!��� ���������	��� �#�#� � (ze
n) �	����	��� ���
	����	��� ����"���	�# 5�.
�6

���� �#�# ξ = [τe/λ]� λ > 0# $��	

P(ξ = k) = P(τe/λ ∈ [k − 1, k)) = (1− q)k−1q,

�� q = 1− exp(−λ)� ��-�� ξ ��, .�����!"��"� !����	
#
*�	��" ��,��

ze
n/λ = zn + θ, |θ| ≤ 1.



��� �� �� ��	�


������ � �	�
������ ��� ��

lim sup
n→∞

ze
n − lnn
ln lnn

= 1,

lim inf
n→∞

ze
n − lnn

ln ln lnn
= −1 ����

�������� ����� ������ ������� ��	��
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lim sup
n→∞

zn ln 1
1−q − lnn

ln lnn
= 1,

lim inf
n→∞

zn ln 1
1−q − lnn

ln ln lnn
= −1 ����
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