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Abstract. For random functions with trajectories from Besov space, the integral with respect to
general stochastic measure is defined. For some stochastic equations with such integrals, the statements
on existence and uniqueness of solutions are obtained.
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u(x) = g(x) +
∫

(a,b]

f(x, y)u(y) dμ(y),
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‖g‖Bα
22([a,b]) = ‖g‖L2([a,b]) +

(∫ b

a

(
ω2(g, r)

)2
r−2α−1 dr

)1/2

, )��7,

	�

ω2(g, r) = sup
0≤s≤r

(∫ b−s

a

∣∣g(y + s)− g(y)
∣∣2 dy

)1/2

.
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 	��� >���6�+ � Bα
22([a, b])� 1/2 < α < 1� 
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A�� n ≥ 0 �����	���

dkn = a + k2−n(b − a), 0 ≤ k ≤ 2n, Δkn =
(
d(k−1)n, dkn

]
, 1 ≤ k ≤ 2n

)
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 1/2 < α < 1 ��
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�������� Bα

22([a, b]) �

‖g‖α
22 = |g(a)|+

( ∞∑
n=1

2n(2α−1)
2n∑

k=1

(
g
(
dkn

)− g
(
d(k−1)n

))2

)1/2

. )���,
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B((a, b])� ������ 	� Ak1n ∩ Ak2n = ∅ ��� ��� !���� n� k1 �= k2� ��� α > 1/2

∞∑
n=1

2n(1−2α)
2n∑

k=1

∣∣μ(Akn

)∣∣2 < +∞ ���� �"���

#���$ C �� C(ω) �� ������ ��$��%��� �� �&����� �
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∫
(a,b]

h(t, ω) dμ(t)� �� μ * +, �� B((a, b]
)
� ���-�& h(t) ��� ���������' $ ���&����

.�&��� Bα
22([a, b])� 1/2 < α < 1�

��������� �	 /
� +, μ �� ����
 ���0 σ!�
)���� B((a, b]
)
� (���-�' h : [a, b]×Ω→ R

����'� 	� �
� �����)� 1/2 < α < 1 ∀ω ∈ Ω: h(·, ω) ∈ Bα
22([a, b])� ���
�����

∫
(a,b]

h dμ := lim
n→∞

2n∑
k=1

h
(
d(k−1)n, ω

)
μ(Δkn), �����

�� )����-� ����� &� ��0�� ��������

1�� ��2��������� ��������&� �$��%���� ����)��
�� ��&�� ����$��� �&�������
����' )����-�� 3�$��%���

Sn =
2n∑

k=1

h
(
d(k−1)n, ω

)
μ(Δkn), n ≥ 0.

4&��
 �� Δk(n−1) = Δ(2k−1)n∪Δ(2k)n� ��� ������&����5%� �������&� 6�7�8.������!
& ��)�� �����

∞∑
n=1

|Sn − Sn−1| =
∞∑

n=1

∣∣∣∣∣∣
2n−1∑
k=1

(
h
(
d(2k−1)n

)− h
(
d(k−1)(n−1)

)
μ
(
Δ(2k)n

)∣∣∣∣∣∣
≤

⎛
⎝ ∞∑

n=1

2n(2α−1)
2n−1∑
k=1

(
h
(
d(2k−1)n

)− h
(
d(k−1)(n−1)

)2
)⎞⎠

1/2

×
⎛
⎝ ∞∑

n=1

2n(1−2α)
2n−1∑
k=1

∣∣μ(Δ(2k)n

)∣∣2
⎞
⎠

1/2

≤ (‖h‖α
22 − h(a)

)⎛⎝ ∞∑
n=1

2n(1−2α)
2n−1∑
k=1

∣∣μ(Δ(2k)n

)∣∣2
⎞
⎠

1/2

�����
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�9���� �� �������� �������5 0�������&�� ��
 � �� ���0

μ
(
Δk(n−1)

) �= μ
(
Δ(2k−1)n

)
+ μ

(
Δ(2k)n

)
�
� ������ k� n�� :���&� ���
���� �&������� �� �� )����-� ������ : ��)�� 	�∣∣∣∣∣

∫
(a,b]

h dμ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣ lim
n→∞Sn

∣∣∣ ≤ |S0|+
∞∑

n=1

|Sn − Sn−1|, �����
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∫

(a,b]

h dμ

∣∣∣∣ ≤ |h(a)| · |μ((a, b])|

+
(‖h‖α

22 − |h(a)|)
⎛
⎝ ∞∑

n=1

2n(1−2α)
2n−1∑
k=1

∣∣μ(Δ(2k)n

)∣∣2
⎞
⎠

1/2
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∫
(a,b]

h(x, ω) dμ(x)� �� 
�!�
�� ��� ��,
���

�	�����
��� ω 
����������	 ������ 	
������� ����	�,������� � ")2$��
3� �� 
�!���� 	
������ ��1� �� �	��	 ���� 4��	�'�� � 
��)� �� �����/�'�� ��1�

��	����	 ���	�� �	����	�
��� �	��	 ��� ����	 ���
����
	 ����������	 ��
��� 	
�������

� � �!����
����

5��!���� �� ��������� �����,�

� ���  �0� �� 	
������	� �� �	 
�� 	
���������
� 
'��� �� +����� �� ������� ���	�� 
� 2n ��
������ !����
 	 	
������� (a, b]� 	

	
������� (c, d]� 	 ��� ���	�	 ������� 	
������� +����� �,����� �� 
�!�

� d
(c,d]
kn �

Δ(c,d]
kn 
�� 
�!�

� dkn� Δkn� �� 	 ��
	1�� �	����	��/�' ���	��� (a, b]��

������� �� ����� (c, d] ⊂ (a, b] �� {h(·, ω), ω ∈ Ω} ⊂ Bα
22([a, b])� 1/2 < α < 1� 	
��∫

(c,d]

h(t) dμ(t) = lim
n→∞

2n∑
k=1

h(d(k−1)n, ω)μ(Δkn ∩ (c, d]) 
��� 
��#�

�
�������� &� ���
��� 
�+��,�

� h �������(�	
	�
��� ��
��	��� 
� [a, b]� 6����
hj : [a, b] → R 7 ���	 ��
��	8� �� hj(dkj) = h(dkj)� 1 ≤ k ≤ 2j � � 
� [d(k−1)j , dkj ]
��
��	8 hj � �	
	�
���� 9�� �����8 ���������8 ��
���
�� Lj(ω) �����

|hj(x)− hj(y)| ≤ Lj(ω)|x − y|, 
��:�

���� hj ∈ Bα
22([a, b]) � 	
������
���  � μ� 3���� 
� [a, b]

(‖h− hj‖α
22

)2 =
∞∑

n=j

2n(2α−1)
2n∑

k=1

∣∣(h− hj) (dkn)− (h− hj) (d(k−1)n)
∣∣2

≤ 2
∞∑

n=j

2n(2α−1)
2n∑

k=1

∣∣h(dkn)− h(d(k−1)n)
∣∣2

+ 2
∞∑

n=j

2n(2α−1)
2n∑

k=1

∣∣hj(dkn)− hj(d(k−1)n)
∣∣2

:= S1 + S2.

4��	�'�� ‖h(·, ω)‖α
22 < +∞�  
2�2� ����� S1 < +∞� 	 ���� S1 → 0� j →∞�

9�� S2  �	
	�
���	 hj 
� [d(k−1)j , dkj ] �����

∞∑
n=j

2n(2α−1)
2n∑

k=1

∣∣hj(dkn)− hj(d(k−1)n)
∣∣2 =

2j∑
k=1

∣∣h(dkj)− h(d(k−1)j)
∣∣2 ∞∑

n=j

2n(2α−2)+j

=
2j(2α−1)

1− 22α−2

2j∑
k=1

∣∣h(dkj)− h(d(k−1)j)
∣∣2 .
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� �	��
 ����� ��� h 	
�
����	� �	 S2 → 0� j →∞�
� �
�� 	�������� ��	�
	��� ���	��

‖h(·, ω)− hj(·, ω)‖Bα
22([c,d]) ≤ ‖h(·, ω)− hj(·, ω)‖Bα

22([a,b]) ,

� �	�����

hj(·, ω) ∈ Bα
22 ([c, d]) .

� ���������
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� �	��
 ����� � �	��
 � ��	�
	�� ���	�� 
� ������	�
� ��� � ���� !
�	�"����
� �� �������� [c, d]� 	
�
����	� �	∫

(c,d]

(h− hj)dμ → 0 ����, j →∞. ���#�

�� 	��������� ��
�"����� ��� �	$�	"	 %���	���	"	 j &���

∫
(c,d]

hj dμ−
2n∑

k=1

hj

(
d
(c,d]
(k−1)n

)
μ
(
Δ(c,d]

kn

)→ 0 ����, n →∞. ���'�

(�
 n ≥ j ����	∣∣∣∣∣
2n∑

k=1

hj

(
d
(c,d]
(k−1)n

)
μ
(
Δ(c,d]

kn

)
−

2n∑
k=1

hj(d(k−1)n)μ(Δkn ∩ (c, d])

∣∣∣∣∣
≤

∑
1≤k,k′≤2n

∣∣∣hj

(
d
(c,d]
(k−1)n

)
− hj

(
d(k′−1)n

)∣∣∣ ∣∣∣μ(
Δ(c,d]

kn ∩Δk′n

)∣∣∣
�����

≤ Lj(ω)2−n(b− a)
∑

1≤k,k′≤2n

∣∣∣μ(
Δ(c,d]

kn ∩Δk′n

)∣∣∣ .
���)�

*�
 k′ ���
	 
��� �	 � ����	����
+ ����
,�+ Δ(c,d]
kn ∩Δk′n �= ∅� 
	��∣∣∣d(c,d]

(k−1)n − d(k′−1)n

∣∣∣ ≤ 2−n(b− a).

-����.�


∞∑
n=1

∑
1≤k,k′≤2n

2−n
∣∣∣μ(

Δ(c,d]
kn ∩Δk′n

)∣∣∣

≤
( ∞∑

n=1

21+n(2α−2)

)1/2
⎛
⎝ ∞∑

n=1

∑
1≤k,k′≤2n

2n(1−2α)
∣∣∣μ(

Δ(c,d]
kn ∩Δk′n

)∣∣∣2
⎞
⎠

1/2

�����
< +∞ ����,

���/0�
��
 n →∞ ������ �	 ���� �������� � ���)��

1��� �	�"�����	

Tn :=
2n∑

k=1

hj(d(k−1)n, ω)μ(Δkn ∩ (c, d])−
2n∑

k=1

h(d(k−1)n)μ(Δkn ∩ (c, d]), n ≥ 0.

*	��� �	�
	�22�
 ���������� � ����� ��� h− hj �����
. h� ���+	��2�
� �	

(h− hj)(a) = 0



�������� �� ����	
��� 
����
������ ����� ���

� T0 = 0� �����

|Tn| ≤
∞∑

n=1

|Tn − Tn−1|

≤ ‖hj − h‖α
22

⎛
⎝ ∞∑

n=1

2n(1−2α)
2n−1∑
k=1

∣∣μ(Δ(2k)n ∩ (c, d]
)∣∣2

⎞
⎠

1/2

�����
< +∞ ����

	
����


���������� ω ∈ Ω� ��� ���� 	
����	
���� ���������� �� ��� ���� n� j� !�� "����#
������ ω ��$���� �%������ j ���%�� ���$��� �� �������� ������ 	
��� � 	
����� �
���� ��� "���������� j ��$���� n ���%�� ��%�&��� 	
�'� � 	
�(�� )�� �� �������#
�� 	
�*�� �
�������� 	
 ����� a < c < b �� {h(·, ω), ω ∈ Ω} ⊂ Bα

22([a, b])� 1/2 < α < 1� 	
��∫
(a,b]

h dμ =
∫

(a,c]

h dμ +
∫

(c,b]

h dμ 
���

�
�������� +%����%�%�� � �������� � 	
�*�� �

,� ��������	�
 �
������ 

 ������������� �
����

)%�%� �� �������%�� �������� �������� �%������- ���������- "���.�- u

u(x) = g(x) +
∫

(a,b]

f(x, y)u(y) dμ(y), 	,���

�% g, u : [a, b]× Ω → R / ������� ��������� "���.�-�

{g(·, ω), u(·, ω), ω ∈ Ω} ⊂ Bα
22([a, b]), 1/2 < α < 1,

���%���� ���������� �� � �%��� ����0%��� 1�
2 ������� "���.�3 Bα

22([a, b]) �� $��%�� ��������������� �����

‖h‖α
2 =

(
max

x∈[a,b]
|h(x)|2 +

∞∑
n=1

2n(2α−1)
2n∑

k=1

(
h
(
dkn

)− h
(
d(k−1)n

))2

)1/2

.

4$������ �� ����� ������ %������%���� ����������3 �$������� � �$������� �� ����#
������� ������ Bα

22 ([a, b])� )��� ��������3 ���������3 ������� $��% ������� 5�
��� ��������� ����������� ����������� �������0�� ����$���%� ��� ���������
����6�����

7��� $��%�� ��������������� �����0%���

Mα(ω) =

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j(1−2α)
2j−1∑
i=1

∣∣μ(Δ(2i)j

)∣∣2
⎞
⎠

1/2

.

8��������� 5� �� 	1�
� $��% Mα < +∞ �� ��

��
� 	
 ����� {u(·, ω), ω ∈ Ω} ⊂ Bα
22([a, b])� 1/2 < α < 1� ������
�� �������

f(x, y, ω) : [a, b]2 × Ω → R ����� �


|f(x1, y)− f(x2, y)| ≤ Kx(ω)|x1 − x2|δx , δx > α, 	,�1�

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ Ky(ω)|y1 − y2|δy , δy > α, 	,�
�

|f(x1, y1)− f(x1, y2)− f(x2, y1) + f(x2, y2)| ≤ Kxy(ω)|x1 − x2|δx |y1 − y2|δy . 	,�,�

	��
� �
�����

 Kf (ω) = maxx∈[a,b] |f(x, ω)|� 	
��

η(x) =
∫

(a,b]

f(x, y)u(y) dμ(y) 	,�*�



��� �� �� ��	
��
�

��� ������	�
�� η̃(x) ��	
� �� {η̃(·, ω), ω ∈ Ω} ⊂ Bα
22([a, b])� � ��� 
���


(‖η̃‖α
2

)2 ≤ 3
(‖u‖α

2

)2

×
(
(b− a)2δx22α

(
22δx − 22α

)−1

×max
{
K2

x|μ((a, b])|2

+ K2
xy(b − a)2δy22α−1

(
22δy − 22α

)−1
M2

α, K2
xM2

α

}
+ max

{
K2

f |μ((a, b])|2

+ K2
y(b− a)2δy 22α−1

(
22δy − 22α

)−1
M2

α,

K2
f(b − a)2δxM2

α

})
����

�����

���������� � ��	
� �
���
�� ������ 	��
�
�	��� f � u� ��	
� u(·, ω) ∈ Bα
22([a, b])�

�
��
�	���

|f(x, y+s)u(y+s)−f(x, y)u(y)| ≤ |f(x, y+s))−f(x, y)|·|u(y+s)|+|u(y+s)−u(y)|·|f(x, y)|

� ����� 	�������	� �	 {f(x, ·, ω)u(·, ω), ω ∈ Ω, x ∈ [a, b]} ⊂ Bα
22([a, b])� �	�� ���
 ���


 ���!� 
�"��#
��$�
%��
 ��� 
 ���!� 
�"��#���	 "� ����� ��&� �	 '�� 
��( x �
�
�	 	��� $ �� � 

���) μ�

��& 	������� η̃(x) "��	
	���*� �
��
����� ����� �� ��� � 
�&�)#�� ��	���� ���� ����
��� ���
 �'����	) ��* 
��( x ∈ [a, b]�

+��� �	" �*����	

(‖η̃‖α
2

)2 = max
x∈[a,b]

|η̃(x)|2

+
∞∑

n=1

2n(2α−1)
2n∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫

(a,b]

(
f(dkn, y)− f(d(k−1)n, y)

)
u(y) dμ(y)

∣∣∣∣∣
2

.

���,�

-	"��#��	

vkn(y) = f(dkn, y)− f(d(k−1)n, y), Ku(ω) = max
x∈[a,b]

|u(x, ω)|,

� �	�� ����	

∣∣∣∣∣
∫

(a,b]

vkn(y)u(y) dμ(y)

∣∣∣∣∣
2

�����

≤
(
|vkn(a)u(a)| · |μ((a, b])|

+
∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

∣∣∣(vkn

(
d(2i−1)j

)
u
(
d(2i−1)j

)− vkn

(
d(i−1)(j−1)

)
u
(
d(i−1)(j−1)

))

× μ
(
Δ(2i)j

)∣∣∣
)2



�������� �� ����	
��� 
����
������ ����� ���

≤ 3
(|vkn(a)u(a)| · |μ((a, b])|)2

+ 3

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

∣∣(vkn(d(2i−1)j)− vkn(d(i−1)(j−1))
)
u(d(2i−1)j)μ

(
Δ(2i)j

)∣∣
⎞
⎠

2

+ 3

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

∣∣(u(d(2i−1)j)− u(d(i−1)(j−1))
)
vkn(d(i−1)(j−1))μ

(
Δ(2i)j

)∣∣
⎞
⎠

2

�����,�����

≤ 3K2
x(b− a)2δx2−2nδxK2

u|μ((a, b])|2

+ 3K2
u

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

Kxy(b − a)δx+δy2−nδx−jδy
∣∣μ(Δ(2i)j

)∣∣
⎞
⎠

2

+ 3K2
x(b− a)2δx2−2nδx

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

∣∣(u(d(2i−1)j)− u(d(i−1)(j−1))
)
μ
(
Δ(2i)j

)∣∣
⎞
⎠

2

≤ 3(b− a)2δx2−2nδx

×
(
K2

xK2
u|μ((a, b])|2 + K2

uK2
xy(b− a)2δy 22α−1

(
22δy − 22α

)−1
M2

α

+ K2
x

((‖u‖α
2

)2 −K2
u

)
M2

α

)
≤ 3

(‖u‖α
2

)2(b − a)2δx2−2nδx

×max
{
K2

x|μ((a, b])|2 + K2
xy(b − a)2δy22α−1

(
22δy − 22α

)−1
M2

α, K2
xM2

α

}
.

��� � �����	
����
� ���
��	
�
 ���	 ���	��
���	 	�
���

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

2−jδy
∣∣μ(Δ(2i)j

)∣∣
⎞
⎠

2

≤
⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

2j(2α−2δy−1)

⎞
⎠

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

2j(1−2α)
∣∣μ(Δ(2i)j

)∣∣2
⎞
⎠

= 22α−1
(
22δy − 22α

)−1
M2

α.

�����

����	�
��	 ��� �	��	�	 x ∈ [a, b] ����	

|η̃(x)| =
∣∣∣∫

(a,b]

f(x, y)u(y) dμ(y)
∣∣∣

�����

≤
(
|f(x, a)u(a)| · |μ((a, b])|

+
∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

∣∣∣(f (
x, d(2i−1)j

)
u
(
d(2i−1)j

)− f(x, d(i−1)(j−1))u
(
d(i−1)(j−1)

))

× μ
(
Δ(2i)j

)∣∣∣
)2



��� �� �� ��	
��
�

≤ 3
(|f(x, a)u(a)| · |μ((a, b])|)2

+ 3

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

∣∣(f (
x, d(2i−1)j

)− f
(
x, d(i−1)(j−1)

))
u
(
d(2i−1)j

)
μ
(
Δ(2i)j

)∣∣
⎞
⎠

2

+ 3

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

∣∣(u (
d(2i−1)j

)− u
(
d(i−1)(j−1)

))
f
(
x, d(i−1)(j−1)

)
μ
(
Δ(2i)j

)∣∣
⎞
⎠

2

�����,�����

≤ 3K2
uK2

f |μ((a, b])|2

+ 3K2
uK2

y(b − a)2δy

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

2−jδy
∣∣μ(Δ(2i)j

)∣∣
⎞
⎠

2

+ 3K2
f(b − a)2δx

⎛
⎝ ∞∑

j=1

2j−1∑
i=1

∣∣(u (
d(2i−1)j

)− u
(
d(i−1)(j−1)

))
μ
(
Δ(2i)j

)∣∣
⎞
⎠

2

�����

≤ 3K2
uK2

f |μ((a, b])|2

+ 3K2
uK2

y(b − a)2δy22α−1
(
22δy − 22α

)−1
M2

α

+ 3K2
f(b − a)2δx

((‖u‖α
2

)2 −K2
u

)
M2

α

≤ 3
(‖u‖α

2

)2 max
{

K2
f |μ((a, b])|2 + K2

y(b − a)2δy22α−1
(
22δy − 22α

)−1
M2

α,

K2
f(b − a)2δxM2

α

}
.

���������	
 ���
��	���� ������ �
���� ���
��	����
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�������


Ω1 =
{

ω ∈ Ω: (b− a)2δx22α
(
22δx − 22α

)−1

×max
{
K2

x|μ((a, b])|2

+ K2
xy(b− a)2δy 22α−1

(
22δy − 22α

)−1
M2

α, K2
xM2

α

}
+ max

{
K2

f |μ((a, b])|2

+ K2
y(b− a)2δy 22α−1

(
22δy − 22α

)−1
M2

α, K2
f (b− a)2δxM2

α

}
<

1
3

}
.
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 �����
( f ������� ��
���� Ω1 �
�� ��
����	
 �
�
���
#� /�� ��
 ����
��
u(x) = g(x) +

∫
(a,b] εf(x, y)u(y) dμ(y) ��
 ����
�����0 ��
��� �	������
 �
��1
���



�������� �� ����	
��� 
����
������ ����� ���

���� P(Ω1)→ 1� ε → 0� �� �	
�	��
 � 
��������� �� ���� �������
���� Kx� Ky� Kxy

� Kf � ����	� ��� ������� εf �
� ������ 
����� �	 ���������	 �������	��� ����������� �������� �	
�  ��!

�������� "��������� ������#���� �������	����� �������� �	
� ��������� u(x) =
g(x) +
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(a,x] f(x, y)u(y) dμ(y) �� 
�����	��� �������	 ���
�����$ �������	����� ����!
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