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�# ��� �	���
� ���# ����	� "�������� �� ����� ����	� ���� �$���
� O ���� ������� �� ���%! � �����������# Ξm m = 1, . . . ,M &� ����� �������
M = 3' �������! ��������! Ξ� (��# ���� ����	 �	���� ���	�
�# ����	��� 
���
�������� )	�
� #����	��
� pm(O) m = 1, . . . ,M  
��� *� �$��� �	����� ����#
����	 ���� ��
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�����	��%$� 0 ��������� ������� �	������%
��� *� ��� ��	��� K �����������#
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������ ��
�� ����6� �� �������� �������������� 7�
���� ��
�� ��8
��� ����� ������ � ������ �93 :3 ;3 <3 =3 >�3 >:3 >;�� ?����!�� ��
�� ����6�3

 ����������� pm � �
�������� 
�� ��� �	������� ξj;N 3 j = 1, . . . , N 3 �� 	��8
���
� @@ ������������ ���������� � �><3 �A�� ���� �	������� ����� ��
�� ����6�

����
��� � �>A3 >>3 >9��

B ���
��� � ���������� 	�	�
�� ��������� 
� 
���@ ������� 5 ���� �
�	���8
���� ����C����� �������C����� � ���
��� 9� D�������� ������������ ��
�C�����
	���E�� � ���
�� :�

�� ����� ����	��
�� 	���������

F �� �	�������� ξj;N := ξ(Oj;N )3 j = 1, . . . , N 3 ������� 
����� ����8
!���� 	������� X �� σ8����!���C ����C μ3 ��
���� �� ��������� σ8������ B(X)�
G�� Fm(A) := P[ξ(O) ∈ A | ind(O) = m] 	����!��� ���	�
�� m8�� ���	�����
"���	�
�� ξ(O) �� �����3 E� ��H��� O ������� m8�� 	�
	�	�����@43 m = 1, . . . ,M 3
A ∈ B(X)� F���� ����������� (pm

j;N )j=1,...,N,m=1,...,M ������� ��
�����

F�
��� 
�� ���!����� �������� ����� � 	������� Rd 	����!������ �� Od� ���

�����@ m× n ������� A ��
�� 	����� A ∈ Rm×n�

��� ������� p·;N := (pi
j;N )j=1,...,N,i=1,...,M ∈ RN×M 3 	���
�����@ � ������ �����8

������3 ������� I����� "�� �����3 E� ���� ����C��4 	����!��� ��

ΓN :=
1
N
pT

·;Np·;N , Γ := lim
N→∞

ΓN . ">4

B �>;� ���������� ��
�!� ����������@ �����������@ 
��	���@ ���������� �	�8

��!�� ���	�
���� F̂i;N (A) := 1
N

∑N
j=1 a

i
j;N I{ξj;N∈A}3 E� ������ ��
 ��� A ∈ B(X)

�� ���	�
���� Fi(A) �� ����� ���������� F̂i;N (A)�
J������� ���������� ������ ��K������� �����!�C���� ��

ai
·;N := p·;NΓ+

Nei, "�4


 Γ+
N 	����!�� 	��
�8������ ������C L���M7������ 
�� ������� ΓN 3 � ei :=

(I{k=i})k=1,...,M ∈ RM �

N��������3 E� ������ ��K������� ai
j;N ������ 	������� ��
H���� ���!���3 E�

	�����
��� 
� 	����6��� ������� 5��� � �;� ������
�C���� ��	������ �	���!��

K�����@ ���	�
��� F̂+
i;N 3 ���� ��
	���
�C�� 
��� ���
H���� ������ ��K������� ãi

j;N O

F̂+
i;N (x) := min

[
1, sup

y<x
F̂i;N (y)

]
=

1
N

N∑
j=1

ãi
j;N I{ξj;N <x}. "94

F��������� ������ 
�� ������� K������ gi(x; t) : X×Θ→ Rd 	����!��� ��

ĝi
N(t) :=

1
N

N∑
j=1

ai
j;Ng

i(ξj;N ; t), i = 1, . . . ,K. ":4
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	 P�
�� ������3 E� ��	�
���� 	����
������� φN ��6��C �	��	�
��
� ��	�
����C 	����
������C ψN 3 ��E� φN = ψN ���� 	�!���C!� � 
����� ��	�
��8
���� ����� N �
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��������� �	�	 ���������	 ϑ̂N 
�� ϑ ���	�	�����  ��� �� �����	 ������� �

������ ξ1;N , . . . , ξN ;N �	�	� �� ��� ��!

K∑
k=1

ĝk
N (ϑ̂N ) = Od. "#$

��������� �	
	 %�&	' (����
������ ������ ζN � N ≥ 1� � 	���(������� ����	���
��!� �����

√
N · ζN ���)	����� �	 ���(�
���� 
� 
����* �(	
���* ������� � ����

(�
���� N (a,Σ)+ ,������� Σ ��
��� �	�	�� ������������ ���������� ���� ζN -
�(	
��� ������ � �	�����! ���������� ���� ζN - �(	
���' �����+

������ �	�	 .��)������' � ���(� (����	
 �������)����)� 
����
/���� ��/� ���
�� ���
����	��' ����&���(�������! ����  ! �� �������� ��������	�����+ %�&	'
�� ��� ���(������ ����	���� ���(�
����� "�	!�� ���(�
�� N (m1, σ

2)� N (m2, σ
2)�

N (m3, σ
2
3) �
(��
��$+ 0������ ������� (	�	����� ��& ���(����� �� m1 = −3�

m2 = 2� σ = 2� m3 = 0� σ3 = 2+ 1�������	��* ���(������ ������� �� p·j;N :=
1

Sj;N
(u1

j;N , u
2
j;N , 2u

3
j;N )

T � 
� ui
j;N - ���	��/�� ��������� ���(�
����� �	 [0, 1] �(	
�

��� �������� i = 1, 2, 3� Sj;N := u1
j;N +u2

j;N +2u3
j;N � j = 1, . . . , N + .��(�
�� ������)�

���(�����	 	/	��� (�����! ���
����+ 2������ ��	����� (	�	����	 �)��
	� ��

t = (m1,m2, σ)T + 3������� ������ ϑ̃N 
�� ϑ ���	���� �� m̃i;N := 1
N

∑N
j=1 a

i
j;Nξj;N �

i = 1, 2� σ̃N :=
√

1
2

∑2
k=1

1
N

∑N
j=1 a

k
j;N (ξj;N − m̃k;N )2 "�	 ����� �� ��	� (�
 ��	���

������ � ���
4�����$+ 5�	��)����� ����� ���	�	����� (���	���	 �������	 �����

�	 ϑ̃impr
N � ���������!�� �(�	���� 	)�� ����������� ãi

j;N "
�+ "6$$+ 7 ��� ���� ���

������� 	���(������� ����������� ��������� ��������& ������8 dm(m̃1;N ) = 281.204�
dm(m̃2;N ) = 244.921� dm(σ̃N ) = 217.29+ , ��' �	� ��/�� ��/	 ���	 ��	'
��	 ��
d∗(m̂1) = 57.24� d∗(m̂2) = 60.52� d∗(σ̂) = 19.21+

7 ��� ���� (��	�	��� �� �	
��� 
	���� (�
���� ��������& ������' gk(x; t)�
k = 1, . . . ,K ��/��� 
���)�� ��	���)� ���� ���� ����������� ��������� �������
(������� � �������	���� 
����& (�����& ������'+

6+ ��������	 
��������

7 ��� ��	'
��� �(���	���� ������* g∗;k(x; t)� k = 1, . . . ,K� �	 ���& 
���)	�����
��/�� ��/	 �	����� ��������� ������+ 5�� ��� �	��/	�� �
 ���������' ���
��
��& ���(������ ���� �+ 0�/�� *& �	�����	��� �	 (�	����� � ����/����+ 9���
(��(�������� �������	��� 	
	(����* ��&���� ����!	���� 	�	��)����* ���)�����
��' � �:#� �	 �(	
�� �	
	��� (	�	��������* ��
��� ������ 
�� (�� �)� ���(�����	
���� �+
%�&	' �	
	�� 
���� �	����� ������* uk(x; t) : X × Θ → R

Lk � k = 1, . . . ,K+ .��)���
���� �������� ������* gk(x; t)� k = 1, . . . ,K� �)��
�

gk(x; t;Bk) := Bk · uk(x; t), ";$


�Bk ∈ Rd×Lk � k = 1, . . . ,K� - �	����� �����������+ <���� B∗;k� k = 1, . . . ,K� (���	�
���� �	����� Bk� ��� ��������!�� �	����! ��������� ������ � ��	�� ��& ����������
� ���������� ��������� �)��
� ";$ "
�+ �	�	/���� 
� ���� 6+6$+ =�������� �	�
����� �����������  ����� >�����	� ����� 
�� �	����� A � B (� ���� �� A ≥ B�
���� �	����� (A−B) - ���
4���� ���	���	+ 3	����� B∗;k �	��/	�� �
 ϑ � �����
�����' ���
���& ���(�
���+ 9��� *& 	��� �	������ 
����! ������! B̂k

N +

0�/�� ������ ϑ̂N � ���	����  "#$� ��/��� (���
�	�� �� ���4���� �������

K∑
k=1

ĝk
N

(
t; B̂k

N

)
= Od "?$
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�������� t ∈ Θ� �	
�
�� 
����� �
	
�� �������� ��	���	
�� ������ ��
���� �

�
�� � ����������� �� �
� ���� ����� ���� ������ ���� �� ����
 ���� ����������

�� ����
 ϑ̂N ����� � � ����������� �
!
������� ������������ ���
�� 	 ����"

√
N #�����������" $�������"% ����� ϑ̃N

��� ϑ &�� ���� ���� ����
 ������ ��������'� (�	�
����

V
(
t; {Bk}) := K∑

k=1

Bk

∫
∂

∂tT
uk(x; t)Fk(dx; t) ∈ R

d×d. &)'

���� �
�������� �������� &*' �
���� +����

Od =
K∑

k=1

ĝk
N (t; B̂

k
N ) ≈

K∑
k=1

B̂k
N · ûk

N (ϑ̃N ) + V (ϑ̃N ; {B̂k
N}) · (t− ϑ̃N ). &,'

-�� �
����� B̂k
N ���
�� �
� ��� V

(
ϑ̃N ; {B̂k

N}
) ≈ Id×d� �� �
�������. ��	���	�

�������� &*' �
���� ������

ϑ̌N := ϑ̃N −
K∑

k=1

B̂k
N · ûk

N(ϑ̃N ). &/0'

1� � � 	
��������
�
 
�
�����
 ����
 ��� ϑ� 2
�� ���� ��
	
��� �� "" �
�����
��	������ � �
� �� � � �
����� ��	������ D[{B∗;k}] �	 ���� 3�3�
���������� 3�/	 2������
 ������
 +����� gk(x; t) ���� ���� �
������
 �	 	
�
#
�� ������� 	
 �������� +����. ������� Bkuk(x; t) 	
 ����� ������ ����
����
4������ �
	��� uk(x; t) ∈ RLk � k = 1, . . . ,K� 5���� ����
 ������
����� �� ���
��
�������� ������ uk(x; t) �
����� ��	������ ����� ϑ̌N � ��	�
����" � &*'� ����
���	�� �� ������" ����� 	�
.����" � 678�

���������� 3�7	 !
 �
���� V (ϑ̃N ; {B̂k
N}) ������	��� ���� �
�
�
�� ����� ����#

���������� � ������ ���� U ⊂ Θ ��� ϑ� 2�.���� ��9
. V (ϑ̃N ; {B̂k
N}) : ��������


&���
 �
�� ���� ��������� � � ������ ���� ϑ̃N � ��� ��
�� u
k(x; t) ��������#

����'� ���� ����� ����� v ∈ Rd� v 	= 0 �
�.� �� V (ϑ̃N ; {B̂k
N}) · v = Od� ; ���

����� ϑ̂N : ��	���	� �
�������� &,'� �� ��� ���������� c ∈ R 	�
����� ϑ̂N + cv

�
�� ���� ��	���	�� ����� �
��������� 5���� 	������� ����� ϑ̂N � �
���� ��#
�
�� ������� 	������ � 	
������ �������

3�/� ����������	 	
	������ ������� (���������� �� +����" ��	������
F1, . . . , FM � 
���� ��� ������������ �������� ���� μ� <�������� ��	������ ������
��������
 ����4� ��	�
���� ����	

fk(·; t) := dFk(·; t)
dμ(·) , fk(·) := fk(·, ϑ), k = 1, . . . ,K,

fk(·) := dFk(·)
dμ(·) , k = K + 1, . . . ,M.

&//'

2�� 	�������� ��	�
���� �
���� 	 ���9 �
	����9 +����. uk(x; t)� k = 1, . . . ,K=

U(x; t) := Diag(u·(x; t)) :=

⎛
⎜⎜⎜⎝
u1(x; t) OL1 · · · OL1

OL2 u2(x; t) · · · OL2

���
���

� � �
���

OLK OLK · · · uK(x; t)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∈ R

L×K .



�� �� �� �����	�

�� ���������	� 
�����		� �� m��� �����	�	�� ���	����� ��

Ūm(t) :=

{∫
U(x; t)fm(x; t)μ(dx), m = 1, . . . ,K,∫
U(x; t)fm(x)μ(dx), m = K + 1, . . . ,M,

∈ R
L×K .

����� {bj;N}j=1,...,N � {cj;N}j=1,...,N � ���� 	����� ��������	����  ��	����� ����
����� �
���	�		� 〈·〉N �� ������	� ���������	� �������� ��

〈b·;N 〉N :=
1
N

N∑
j=1

bj;N , 〈b·;N · c·;N 〉N :=
1
N

N∑
j=1

bj;N · cj;N . !"#$

 ����� �����%&	� �������� ��%���	� ηm � �'	����( ������%' Fm�
m = 1, . . . ,M � ��
�'�	� ���	���		� ��'�	� ��� ����
%�		� ������� ��' Cov[ûk

N , û
l
N ]�

)�� �&��' ������� αr,s;N �*��%�(�&
� ��� ��	��� ��' E[uk(ηr)]E[ul(ηs)]T � �
βm;N � ��� ��	��� E[uk(ηm)ul(ηm)T ]�

αr,s;N :=
(
αk,l

r,s;N

)
k,l=1,...,K

:=
(〈ak

·;Na
l
·;Np

r
·;Np

s
·;N 〉N

)
k,l=1,...,K

∈ R
K×K , r, s = 1, . . . ,M ;

βm;N :=
(
βk,l

m;N

)
k,l=1,...,K

:=
(〈ak

·;Na
l
·;Np

m
·;N 〉N

)
k,l=1,...,K

∈ R
K×K , m = 1, . . . ,M.

αr,s := lim
N→∞

αr,s;N ∈ R
K×K , r, s = 1, . . . ,M ;

βm := lim
N→∞

βm;N ∈ R
K×K , m = 1, . . . ,M.

!"+$

,����� 	�
�'�	��' ���	���		( �����
∑M

m=1 E[U(ηm)βmU(ηm)T ] ������
'��&
�
' ���%��

∫
U(x)R(x)U(x)T μ(dx)�

R(x; t) :=
K∑

m=1

βmfm(x; t) +
M∑

m=K+1

βmfm(x); !"-$

.'���	' ������	�
�& ���
���' � uk(x; t)� k = 1, . . . ,K� ���	����� ��

L :=
K∑

k=1

Lk.

/ 
'�'�	' ������( � 	������� ��������	��� � ��

B := (B1 · · ·BK) ∈ R
d×L.

0���� Z(ϑ) ���	����� ������( ���
��		� ������� (û1
N (ϑ), . . . , û

K
N (ϑ))

T � ,��	����
��� 1� ��� BZ(ϑ)BT � ������� ���
��		� �����'

∑K
k=1B

kûk
N (ϑ)�

Z1(ϑ) :=
M∑

r,s=1

Ū(ϑ)rαr,sŪ
s(ϑ)T ∈ R

L×L;

Z2(ϑ) :=
∫
U(x;ϑ)R(x;ϑ)U(x;ϑ)T μ(dx) ∈ R

L×L;

Z(ϑ) := Z2(ϑ)− Z1(ϑ) ∈ R
L×L.

/	�%����	� � 2#3� ����'
����� 1� %� �'	���� uk(x; t)� k = 1, . . . ,K� 	�	'%&����
������& Bk� � ������ ��������� ���%' U ⊂ Θ %� ϑ ����	'(�&
� 	�
�'�	� '�����

!4"$ u1(x; t), . . . , uK(x; t) � �����	������	� �� t %� ���5� �
�� x (mod μ)� t ∈ U�



��������� 	
������� ��

���� ����	 δ > 0 
��� ��
∫
supt∈U

∥∥ ∂
∂tT u

k(x; t)
∥∥1+δ

Fi(dx) < ∞� i = 1, . . . ,M �
k = 1, . . . ,K�

����
∫ ∥∥uk(x;ϑ)

∥∥2
Fi(dx) <∞� i = 1, . . . ,M � k = 1, . . . ,K�

���� Bk
∫
uk(x;ϑ)Fk(dx;ϑ) = Od� k = 1, . . . ,K ���������
���

���� ����	 �������� ��������� ��
��� V (t; {Bk}) ����� �!��� t ∈ U�

���� ���� �����

��� ϑ̃N �
√
N ��	
����

� 	��
�� ��� ϑ�

���� ��� ��
���� uk(x; t)� k = 1, . . . ,K� ���	
����� ��	�� ���� ��!��
����� ��� ��"��� Bk� k = 1, . . . ,K� ���	
����� ��	�� �#��� �#$��
��"� %�
��� &"�
�'
� ��"��� αr,s� βm� ��(
�'�
� � ����� m, r, s = 1, . . . ,M �

�"� )��*��
� 	��
�� ��(
�'�
� �� ϑ̂N := ϑ̃N−V (ϑ̃N ; {Bk})−1
∑K

k=1B
kûk

N (ϑ̃N )�

+	��
√
N · (ϑ̂N −ϑ) Wϑ−→ N (Od, D[{Bk}])� �� D[{Bk}] := V −1BZ(ϑ)BT (V −1)T � V :=

V (ϑ; {Bk})�
�	����

�� #��$�%���� ������& 
���� ��� � '�(� �

,����-�

� ��)� * 
���� ��� � '�( +�$� ���,��� ��
��� ����� �� -../�������
0��� �1��1���	 � ��
���& ����� �� D[{Bk}]� ���,���& � $�� ����  ��� �  ���
�
��������2 3�����, �� 
� gk(x; t) = Bkuk(x; t)� k = 1, . . . ,K�

���� ��	
����� ��������	
 B∗� 4�������� 1�2���� ��� ��$����
� ���1���
�
1� 1����
��  �

f ′k(x; t) :=
∂fk(x; t)
∂tT

∈ R
d, k = 1, . . . ,K. ��5�

6$ ��1��� ����� V (ϑ; {Bk}) = Id×d ����� �!�� ����� � ���%$ � ��
���� Vk
1(t)�

4�� ������� 
���� ��5 +�� 1� ����� ���� ���� ��
���� ��&
� ��� 
��� 3�����

V
k
1(t) :=

∫
uk(x; t)f ′k(x; t)

T μ(dx) ∈ R
Lk×d, k = 1, . . . ,K.

7���
� uk(x; t) 1��������  �

V
k
2(t) :=

∫
uk(x; t)fk(x; t)μ(dx) ∈ R

Lk , k = 1, . . . ,K.

* ���
�1��2 1������� 2 ����� ���� 
� V (ϑ; {Bk}) = Id×d ��1���&
��  � BV(ϑ) =
−E0� * ������� 
���� ��5 � 1� ���� �
�$���8� 9
�� 1��������:

V
k(t) :=

(
V

k
1(t)OLk×(k−1)V

k
2(t)OLk×(K−k)

) ∈ R
Lk×(d+K), k = 1, . . . ,K;

V(t) :=

⎛
⎜⎝

V
1(t)
���

VK(t)

⎞
⎟⎠ ∈ R

L×(d+K);

E0 :=
(
Id×dOd×K

) ∈ R
d×(d+K).

;��8
�� �1
���$��� ��3���	�
� 1�� uk(x;ϑ)� k = 1, . . . ,K ��1���&
�� � ��%$ ��

B∗ := −E0

[
V(ϑ)T Z(ϑ)−1

V(ϑ)
]−1

V(ϑ)T Z(ϑ)−1 ∈ R
d×L.

������� ���� . ��	��� ���� !�! 
���� ���	
�/��� 
���*
��

��� %�
��� 
�*�"�"�
� *	���
� ��� 0���
	���� ��(
�'�
� � ��1��
���� %�
��� 
���"	�-�
� ��"��� Z(ϑ) � V(ϑ)T Z(ϑ)−1V(ϑ)�

+	�� D[{Bk}] ≥ D[{B∗;k}] � 	�� "	(���

�� 0	 ��"��� (D[{Bk}]−D[{B∗;k}]) �

����2/�
	 ��(
�'�
��



�� �� �� �����	�

���������� 	
������� � ���
�� ��������
�������	� gk(x; t) := Bkuk(x; t)� 
 �	��� ���� 	�	��

Od =
∂

∂ti

∫
gk(x; t)fk(x; t)μ(dx)

=
∫ (

∂

∂ti
gk(x; t)

)
fk(x; t)μ(dx) +

∫
gk(x; t)

(
∂

∂ti
fk(x; t)

)
μ(dx).


����� V (ϑ; {Bk}) = −∑K
k=1

∫
gk(x; t)f ′k(x; t)

Tμ(dx)�

������	�� �� ��� ������ ����������� 	���� �������� �� V (ϑ; {Bk}) = Id×d�

������� ��� �!��"� ϑ̂N �� �	������#� #"�� ��	����� $��"!�% gk(x; t) $��"!�#	�
V (ϑ; {Bk})−1gk(x; t)� k = 1, . . . ,K�

&���� ��	�����# �� $��"!�% gk(x; t)� k = 1, . . . ,K 	����� ���� ��'����� #"{
−∑K

k=1

∫
gk(x;ϑ) · f ′k(x;ϑ)T μ(dx) = Id×d,∫

gk(x;ϑ)fk(x;ϑ)μ(dx) = Od,
k = 1, . . . ,K. ()*+

,	��� ()*+ '���'���-���# � $��	�{
−∑K

k=1 B
kVk

1(ϑ) = Id×d,

Bk
V

k
2(ϑ) = Od,

k = 1, . . . ,K.

.��� ������������

BV(ϑ) = −E0. ()/+

��� ����������� ��# ��������# �����	� '������� '�"������ �� ��# ����������
c ∈ R

d � B ∈ R
d×R� #"� ���������# �	��� ()/+� ��"������#

cT (D[{Bk}]−D[{B∗;k}])c ≥ 0.

0�1�	� �����	�� ��# ���2 c ∈ Rd '������� 	���	������� cTBZ(ϑ)BT c �� ��	�����
()/+�

�������	� b := BT c� 
����� 	���	���!�% cTBZ(ϑ)BT c �� �	�� ()/+ '���	� $��	�{
bT Z(ϑ)b→ min;
V(ϑ)T b = −ET

0 c.
()3+

	�������� ������������ 4����	� �	���� λ ∈ RR� 5��"!����� 6�������� #"��
���'����� ������ 	���	���!�% ()3+� ���������# #"

L(b) := bT Z(ϑ)b − 2
(
V(ϑ)T b+ ET

0 c
)T
λ.


�����	� ���!������� ���"� !���� $��"!������� 
 ����#��# ∂L(·)
∂b = 0 	�	�

b∗ = Z(ϑ)−1V(ϑ)λ∗� 0� �	�� ()3+ ��'���� V(ϑ)T Z(ϑ)−1V(ϑ)λ∗ = −ET
0 c� 
����� λ∗ =

−[
V(ϑ)T Z(ϑ)−1V(ϑ)

]−1
ET

0 c� &���� b∗ = −Z(ϑ)−1V(ϑ)
[
V(ϑ)T Z(ϑ)−1V(ϑ)

]−1
ET

0 c�

&�"���"� c ∈ Rd ������� ��������	 ����	� � b∗ = B∗T c� 	�	�

B∗ = −E0

[
V(ϑ)T Z(ϑ)−1

Z(ϑ)
]−1

V(ϑ)T Z(ϑ)−1.

����������� ���� ����� 5��"!����� bT Z(ϑ)b� #"�� 	���	������# � ������ ()3+� 
"����������- $��	�- �� �$����	� '�������� &�"���"� 	����!# Z(ϑ) 7 �����8	��
��������� (!�  "������!���� 	����!# '������ ��'��"����� ��"����+� �� ���!�������
���"� !���� $��"!������  ���"�- ���� ����������� 	���	�	�� �

�������� 9�*� ,	��� ����� ���� ��"���-���# ��# 	����!� B∗;k� k = 1, . . . ,K� ��
%2 '�������- (���� ��������# �����	� 9�:+� ;��	 ����� V (ϑ; {B∗;k}) = Id×d�



��������� 	
������� ��

������� �	
	 ��������	� 	�
��� �	��� � ������
 ���� ��� �
�������� ������
����	�	� ����� �� � �����	�����  !����"��� u(x;m,σ) ∈ R7 � ����	� � ��#���

{m+ k · σ}k=−5,...,5.

$����#�	� u1(x; t) := u(x; t1, t3)% u2(x; t) := u(x; t2, t3)� ��� ��� �����#���� �
�!
������� ������ ��� ����	�����	 ������ B∗ ���&���'��� ��������� 
�����((��
da(m̂1) = 62.77% da(m̂2) = 66.40% da(σ̂) = 22.16� )���	 #���	% ���&���'��� ������!
��� �
�������� ������ ' 
����� �������	� 
� ��*���� 	�*� ���&���'���� ���������
+,,!�������

-�-� ��������� B∗	 .���	����� ���&���'��� B∗ �� �������� 	�*���� �������
�������	 #���	/

Ûm
N :=

1
N

N∑
j=1

am
j;NU(ξj;N ; ϑ̃N ) ∈ R

L×K , m = 1, . . . ,M ;

Ẑ1;N :=
M∑

r,s=1

Û r
Nαr,s;N (Ûs

N )
T ∈ R

L×L;

Ẑ2;N :=
1
N

N∑
j=1

U(ξj;N ; ϑ̃N )
[ M∑

m=1

am
j;Nβm;N

]
U(ξj;N ; ϑ̃N )T ∈ R

L×L;

ẐN := Ẑ2;N − Ẑ1;N .

B̂∗N := −E0

[
V(ϑ̃N )T Ẑ

−1
N V(ϑ̃N )

]−1
V(ϑ̃N )T Ẑ

−1
N ∈ R

d×L.

���� �	�	 ���������	
 �	

0�1 ��	������� ��	�� ����
 �����
0��1 ��� ���	� ������	� 		�� U
 ϑ ∈ U ⊂ Θ ��	�������∫

sup
t∈U

∥∥ ∂
∂t
uk(x; t)

∥∥2
Fi(dx) <∞, i = 1, . . . ,M, k = 1, . . . ,K

��	����� ��	� ��!���
0���1 det Γ 	= 0�
0�21 "������ #� ��$�� � ���%� αr,s ∈ RK×K 
 βm ∈ RK×K 
 r, s,m = 1, . . . ,M �

021 ϑ̃N → ϑ & '�	���������

(	�� ẐN → Z(ϑ) & '�	���������

�	�������� 3������#�� 
���
���( ��	� � � 4567�
8����#�	� �� κ(·) 9 ��	�� ��	������� �	���% � λ(·) 9 ����
���� �������

uk(x; t)/

κ(1) := · · · := κ(L1) := 1; λ(1) := 1, . . . , λ(L1) := L1;
���

���

κ(L− LK + 1) := · · · := κ(L) := K; λ(L− LK + 1) := 1, . . . , λ(L) := LK .

:���" k, l ∈ {1, . . . ,K}� $�����	� (Z1)k,l � (Z2)k,l�

(Z1)k,l =
M∑

r,s=1

〈
aκ(k)aκ(l)prps

〉∫
u

κ(k)
λ(k)(x;ϑ)fr(x)μ(dx)

∫
u

κ(l)
λ(l)(x;ϑ)fs(x)μ(dx).

;� ��	�	� � �� 5 � 4567% 
�

bj;N := a
κ(k)
j;N a

κ(l)
j;N , u(x) := u

κ(k)
λ(k)(x;ϑ), v(x) := u

κ(l)
λ(l)(x;ϑ),



�� �� �� �����	�

������ �� (Ẑ1;N )k,l → (Z1)k,l �� ���	
��
���

(Z2)k,l =
M∑

m=1

〈
aκ(k)aκ(l)pm

〉∫
u

κ(k)
λ(k)(x;ϑ)u

κ(l)
λ(l)(x;ϑ)fm(x)μ(dx).

�� ����� � � ����� �� bj;N := a
κ(k)
j;N a

κ(l)
j;N � v(x; t) := u

κ(k)
λ(k)(x; t)u

κ(l)
λ(l)(x; t)� ������ ��

(Ẑ2;N )k,l → (Z2)k,l �� ���	
��
��� �

���� ��������� 	
���� ��������� ������	�� � 
�!� "!

ϑ̌N := ϑ̃N −
K∑

k=1

B̂∗;kN · ûk
N (ϑ̃N ).

��	���� �� ����� ���	
����� ��	�� �������� ���� ���� � ��	��

#
$ ���� � V(ϑ) ! "	�
	#	 ��
#��

#

$ $ �
�� ϑ̃N !
√
N %�	
����

� &�� ϑ�

'	&�
√
N · (ϑ̌N − ϑ) W−→ N (Od, D[{B∗;k}])�

(	��&�

�� %����&
��� ��	������ ������� � � �����

)	*�+,-�	
√
N(ϑ̌N − ϑ)�

√
N(ϑ̌N − ϑ) =

√
N

(
ϑ̃N − ϑ−

K∑
k=1

B̂∗;kN ûk
N (ϑ̃N )

)
= −

√
N

K∑
k=1

B̂∗;kN ûk
N(ϑ) + ε1,

��

ε1 :=
√
N

(
Id×d −

K∑
k=1

B̂∗;kN

∂

∂t
ûk

N(t)
∣∣∣∣
t=ζ

)
(ϑ̃N − ϑ),

ζ ' ����
(�� ���!� �
( ϑ 
 ϑ̃N �
� ��� (� ��

√
N

K∑
k=1

B̂∗;kN ûk
N (ϑ) =

√
N

K∑
k=1

B∗;kûk
N (ϑ) + ε2,

�� ε2 :=
√
N

∑K
k=1(B̂

∗;k
N −B∗;k)ûk

N(ϑ)� )�(��
√
N(ϑ̌N −ϑ) = −

√
N

∑K
k=1B

∗;kûk
N (ϑ)+

ε1 + ε2�
.
��&��	 ε2� �� ��*���	��� B∗V(ϑ) = E0� B̂

∗
NV(ϑ) = E0�

�	
�� B∗;kūk(ϑ) = Od� B̂
∗;kūk(ϑ) = Od� �� ū(ϑ) :=

∫
uk(x;ϑ)fk(x;ϑ)μ(dx)� k =

1, . . . ,K�

)�(�� ε2 =
∑K

k=1

√
N(B̂∗;kN −B∗;k)(ûk

N (ϑ)− ūk(ϑ))� )!
�+!� B̂∗;kN → B∗;k �� ���,

	
��
��� � E
[(√

N(ûk
N (ϑ)− ūk(ϑ))

)2]
� ����� ε2 = op(1) ��� N →∞	

�������� ε1	 
� �������� B∗ �����

E

[
K∑

k=1

B∗;k
∂

∂t
ûk(t)

∣∣∣∣
t=ϑ

]
=

K∑
k=1

∫
B∗;k

∂

∂t
uk(t)

∣∣∣
t=ϑ

Fk(dx;ϑ) = V (ϑ; {B∗;k}) = Id×d.


� ����� � � ����

B̂∗;kN

∂

∂t
ûk(t)

∣∣∣
t=ζ

−B∗;k ∂
∂t
ûk(t)

∣∣∣
t=ϑ

→ Od×d

�� ������������ k = 1, . . . ,K	 ����� ε1 = op(1) ��� N →∞	

����� 
√
N(ϑ̌N − ϑ) = −

√
N

∑K
k=1 B

∗;kûk
N(ϑ) + op(1)	

!����"�#�� ���� �	��
√
N

∑K
k=1B

∗;kûk
N (ϑ)

W−→ N (Od, D[{B∗;k}])	
�����

√
N · (ϑ̌N − ϑ) W−→ N (Od, D[{B∗;k}])	 �



��������� 	
������� ��
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