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Abstract. A polynomial measurement error model is considered. The variance of the errors in the
regressor variable and its covariance with the errors of the response variable are assumed known. The
adjusted least squares estimator of regression parameters adapts an ordinary least squares estimator
for the errors in the regressor. Conditions for the strong consistency of the estimator are presented
that are weaker compared with Cheng and Schneeweiss (1998) [Journal of the Royal Statistical Society
B, X�� 189–199], as well as conditions for the asymptotic normality of the estimator.
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yi = β0 + β1ξi + β2ξ
2
i + · · ·+ βkξk

i + εi,

xi = ξi + δi, i = 1, . . . , n,

�� ������� (δi, εi)� i ≥ 1� ��������
 ���	�� �� �	 ���	���� ����������� !������" �	��
���	������ ����#�� � ���
����� ��������� � ���	�������� �	������

Ω :=
(

σ2
δ σδε

σδε σ2
ε

)
. !�"

$�� ξi� i ≥ 1� � ���������� ��	���� �����	������� ����#��	��� ��� �	���	��

������	���� ��������� %� ��������	� �	� ��	���� ���������	
���� ���	��� ����&
�� � ������	�� �������	���� ' ���������� ���	��� ξi� i ≥ 1� �������	�� ��
������������
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��������� σ2
δ �� σδε ���	�
�� �������� �� ��������	����� (xi, yi)� i = 1, . . . , n�

����� ������� ��������� �������� β0, . . . , βk ��� ��	����� �������� σ2
ε �

����� ��� ! �� "� #$� ��%��&& '() ���**���� ���������* ����+* ��,���-�. +���
����� /0123&4�1 5�0&4 &6307�& �&4�80497: ;�#�����+�< ���������� ��������: ��� 	� ���
���� �������*�� = ��=���*����� ����������>��� ����� ��������� ����� ��� ! �� ���
'?) ��=��@���� A� ;�#�����+� 
 �����,+�� �� ����. �� ������. ������+� � ���**�
���� ���B�+����* ;�#�����+* /C;�#�����+*<� �+� +��A� ���� ������> �� ����.
� ������. ������+ �� 
 ���������@�� �+����������� � ;�#�����+� ��� n →∞� D��
�* �� ���+���� +��A� ��+�������*���� C;�#�����+*� �������� +��� ����� �����+�
������+�,�

����� ��� ! �� ;� E3F3&� 'G) �� ������ ;�#�����+� ���**���� +������, =���
�� B*�+������>��� ����������>��� ����� = ��.��+��� �����������: ��+��>+� ;�#�
����+� ����� �����
 � � ���*+�*����* ����+*� �� ��, +������, ��	�� =�����*����
� � ���*+�*���, ������ H� "055 �� I� C0 'J) �� ���*+�*���� ����������>��� �����
���**���� ���>- ���*	��, +������, =����

K���� ����� ����	���� 
 ��������� *���� +�������������� ;�#�����+� �����
����� �������� � ���������� = '()� � ��+�	 ��� *���� ���������@��� ������>�����
��
� ����+� /@��� �� �*�� =������� � '()<� L�� +�������������� �� �� ������
�� =���
	����� �����. �����+���. �������� ���.������ =������ ξ� � ��������> ������
��
����	�����> �����+����� ������* ����+* 2k �� ���������> �� �*�� ��=��@��+�
������ �������� �+� 
 �������� ��B������,��� ������� �� �+��@����� �����+�� ����
�� �� ���������@��� ������>����� ����+� �� ������������ =��	����> �����+���.
�������� � ����+* 4k−2 �+��@��� ���@�,��� C;�#�����+� *���+��*
 ����������
@�� ����������� ;�#�����+�� ��*��	���� A� �������@�� ��=*�>���� �� ;�#�����+�
* ��+�����, ����,��, ����� �������� � 'MM� MN)�

O����� ���*����� ����*���� @����� P ��=��� N �� ����*
�� ����� ���������

	��> �� ������ ;�#�����+� β̂A �� σ̂2
ε,A� Q�=�� R ������> ��=*�>���� ��� �����*

+�������������> ;�#������+� P ��=��� ( �����>�� ���������@�� ������>����> β̂A

� =�,���
�>�� +���������� ���������� �� ���������@��� +�������,��� �������� Q�=�
�� ? �+�����
 ������+� ����>-�. ����	��>�

S	�����>�� ����*��� ��=��@����� O����� E �=��@�
 ��������@�� ����������
cov T +��������,�* ������� ����+����� ��+����: ���.�� ���+� �=��@�
 *�����
����� =� ������� ��������	���� i� �����+��� ξ = 1

n

∑n
i=1 ξi� xy = 1

n

∑n
i=1 xiyi

��A�� S��.��, ���+� T �=��@�
 ��������*�����: � ������ ��� ��+���� 
 ��+�������
�����@�+���� ���	����> = ����������� M �� =� ��=������ ��=��@�
�>�� ��������
P1−→�

�−→� �����������> ����+���. ��+����� @� ����+���. ������>� A� =����
�>��

� �*�� = ����������� M� ��=��@�
�>�� o(1)� ����� ε
�= ε1 �=��@�
� A� ����@��� ε� ε1

����> ���+���, �����������, ��=����� L����� ������ �+� �� =���	��> �� �����*
�����+� n� ��=��@���>�� const: ��	���� =����� ���* 2 · const = const�

N� ������ ����	�
�����  ���
������ ����� ��������� ����
�	�

��� B�+�������* k ≥ 1 �� ��=����
�� ����> ��������	��>

yi = ρT
i β + εi, xi = ξi + δi, i = 1, . . . , n, /N<

� ρi := (1, ξi, ξ
2
i , . . . , ξk

i )T �� β := (β0, β1, . . . , βk)T: ξi� i = 1, . . . , n� T �� ������������
=��@���� ���.������ =������ ξ: ��.��+� (δi, εi)� i = 1, . . . , n� *�������> ������ ����
����+���. ����@�� = �*�>����� �������� � +��������,��� �������� Ω� =�����
� /M<� = ������� ���������� σ2

δ � σ2
ε �

S��	�
�� ������� ��� ������� E δj � j = 2, . . . , 2k� �� E δjε� j = 1, . . . , k� O��*�@�
'()� ���**
�� ���������* ����+* ��,���-�. +������� /;�#�����+*< ��������� β�
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���� �����	
������ (ξi, yi)� i = 1, . . . , n� �� ������ ����� ���	���� ���
���
�������� �� � ��������� ��������� �������

S
(β)
LS (ξ, y; β) := ρy − ρρTβ, ρ = ρ(ξ) :=

(
1, ξ, . . . , ξk

)T
.

�	 �	����	� ������� ������ � ����� �
� ���� β ∈ R
k+1 ������!��� 

Eβ S
(β)
LS (ξ, y; β) = 0. "#$

%�� � ��&�	 Eβ ����! ��	�����	 �������� � ������ '� β ( �	 ������	 ���	)

�� �
�	�
 
	�
	���� ����� '� y = ρT(ξ)β+ε� ε
�= ε1* ξ ( �	�	
������ �	�����+

,����� ξ �� �����	
��!�� x = ξ + δ� (δ, ε) �= (δ1, ε1)+ -�� ����!��� ���
��	�

������� ������ S
(β)
C (x, y; β)� �� '�

Eβ S
(β)
C (x, y; β) = Eβ S

(β)
LS (ξ, y; β), β ∈ R

k+1.

,�� �� 
������� "#$ ��� ������� ������ ���& ���	 �	����	���� '� ! �	��������

������ �������	������� ./0)�������  � ���	 ������ ��������� ������!� S
(β)
C +

1�� ��������� S
(β)
C � �
	� ������
����� ��
��� H(x) � �	���
 h(x, y) ����

'�

EH(x) = ρρT, "2$

Eβ h(x, y) = Eβ ρy; ξ ∈ R, β ∈ R
k+1, "3$

� ���� ���
��	� ������� ������ ��
��������	

S
(β)
C = h(x, y)−H(x)β. "4$

-� �������� H(x) ������� �
� ��&���� 0 ≤ r ≤ 2k �������� �������	��

tr =
r∑

j=0

arjx
j , "5$

�	 arj ! ������ �� ��� E δp� p = 0, . . . , r� �
����� �� ��� �������	��� "5$ ������!)
��� 

E tr(x) = ξr, ξ ∈ R.

6�
����� t0 = 1� t1 = x� t2 = x2 − σ2
δ � t3 = x3 − 3xσ2

δ − E δ3+ -	��� �������� tr
������ � 728+ %	�	
 
���9 ��� 
��� �� "2$ ��!��� ��
��	� H � 	�	�	����

Hij(x) = ti+j(x), i, j = 0, . . . , k. ":$

;
� ����� ��� �� ������ ���	��� E δp� p = 0, . . . , 2k+
-��� 
���9 ��� 
��� �� "3$ �! ���� �

h = (hr)k
r=0, hr = try −

r∑
j=0

brjtj , "<$

�
����� brj ! ������ �� ��� E δp� p = 0, . . . , r� � E δpε� p = 0, . . . , r+ ,��
	� h0 = y�
h1 = xy − σδε� h2 = (x2 − σ2

δ )y − E δ2ε− 2σδεx+ -	��� �������� hr ������ � 728+

;��� �����  � ��������� �������� ������� "4$� ./0)����� β̂A ��!��� 
��� )
�� �

1
n

n∑
i=1

S
(β)
C (xi, yi; β) = 0,

��

Hβ = h, β ∈ R
k+1. "=>$

%�� H � h ( �	 ��	
	��	�� ���	�� ��
��� H(i) := H(xi) � �	���
�� h(i) :=
h(xi, yi)+
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��������� �	 ������ β̂A ����	
�� �������

β̂A = H
−1

h, ����

��� ��
��� H 	 ������������� ��� � ���� �������	
��� 
� �������	�� β̂A =
0�

 ���� ��!���	�� ������ ��������" σ2
ε � #�!� ����
���$����� (ξi, yi)� i = 1, . . . , n� 
�

���
���� �����%�� &����� !��� ! ����������'

S
(σ2

ε)
LS

(
ξ, y; β, σ2

ε

)
:= y2 − yρT(ξ)β − σ2

ε ,


�!
�

Eβ,σ2
ε
S

(σ2
ε)

LS

(
ξ, y; β, σ2

ε

)
= 0, β ∈ R

k+1, σ2
ε > 0.

(��������� �����%�� &����� ����	
�� ������
�

S
(σ2

ε)
C

(
x, y; β, σ2

ε

)
= y2 − hT(x, y)β − σ2

ε .

) �$��� �� ������
� �*�� ���� 
�� !��� ����������� ��������

Eβ,σ2
ε
S

(σ2
ε)

C

(
x, y; β, σ2

ε

)
= Eβ,σ2

ε
S

(σ2
ε)

LS

(
ξ, y; β, σ2

ε

)
.

+� ��������� σ2
ε ��	�� ����
���� �� ��,� ������

1
n

n∑
i=1

S
(σ2

ε)
C

(
xi, yi; β, σ2

ε

)
= 0;

σ2
ε = y2 − h

T
β.

��������� 
	 ������ σ̂2
ε,A ����	
�� �������

σ̂2
ε,A = y2 − h

T
β̂A. ��-�

.� ��������������	 
��������

���� 	 ����� r > 1 � ��	
���� ���
� ��
��� {ηk, k ≥ 1} � ��
������
�� �����

�����	���� ������ � ������� 
������� ������� E |η1|r < ∞� ����� ��	�� ���

��� ��
���� ��
������
�� {ak, k ≥ 1}� ��� �	��

|a|r =
1
n

n∑
k=1

|ak|r ≤ const .

����

aη =
1
n

n∑
k=1

akηk
P1−→ 0.

 ������� /�� �!������ ��$������
� ����� �����
�� �� 1 < r ≤ 2� +� �����0
����1 ����%�� Xn = anηn� n ≥ 1� ���$����� ��

∞∑
n=1

E |Xn|r
nr

= E |η1|r
∞∑

n=1

|an|r
nr

. ��.�

2����%��� A0 = 0� An = 1
n

∑n
k=1 |ak|r� n ≥ 1�  ��� |an|r = nAn − (n− 1)An−1� n ≥ 1�

3� � �����4 %��
��� ��.� �!�$�	
��� !� 4�$� ���� �������	

∞∑
n=1

nAn − (n− 1)An−1

nr
=

∞∑
m=1

Am
(m + 1)r −mr

mr−1(m + 1)r
,
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� �������� �	
 ��������	 ������
�� ����������� {Am}� ��
� ���
	�� ����� �� 1 <
r ≤ 2 �� �	
 ���� ��������	� �� ������� �! �� "�� �� !!!#� �����$

aη =
1
n

n∑
k=1

Xk
P1−→ 0. �

%��
��� &��	��	� 	�� ��
� �������� &�� 
����
����� �����' ���������������
�(�����

��������� �	 )�*�� ��
��� &����
������� ����
���� {An(ω), n ≥ 1}� 	�� ��������
��
 �����������' &�
�' ω ∈ Ω� +������ �� ����
����	 An = An(ω) ����������	
�������� 	��� ����� ���� &�
�	 Ω0� P(Ω0) = 1� �� 
�	 ���* ω ∈ Ω0 ����
����	
����� n0(ω)� 
�	 	��� &�� ���* n ≥ n0(ω) ����
����	 An(ω) ����������	�

)����&�� ����� ��
��� &������� 
�	 ��������������� �(���� β̂A�

��� ξ2k = 1
n

∑n
i=1 ξ2k

i ≤ const�
��′� ,�� 
�	���� r > 1 ����������	 E |δk−1ε|r < ∞�
���� limn→∞ det(ρρT) > 0�


����� �	 �	 
��� (i) (i′) (ii) �����	 β̂A ������ �����������	 ����� β̂A
P1−→ β

n →∞�

���������� �� -&�.���� &�������� �� �����(	 H ������
���� ���/�� �� �����
����.���	 0�� 1�
�� � �2� �����.�� �������� Hij = ti+j � 3����(	 ti+j − E ti+j �
������'.�� ���� 
�
����� ��
� zp := xp − Exp� 0 ≤ p ≤ 2k� 3��&��� .� xp =
(ξ + δ)p �� 4������ ������ )� ����� ���������� �� zp � ������'.�� ���� 


�
����� ��
� guv := ξuδv − E ξuδv� u, v ≥ 0� u + v ≤ p� ,�� u = 0 ����� �� ,1%5�
�� δv − E δv P1−→ 0$ �
�� v ≤ 2k �� E δ2k < ∞� 6��� v = 0� �� gu0 = 0� ,�� u, v ≥ 1�
u + v ≤ 2k� �����

guv = ξu(δv − E δv). ��0�

1��������� ���� �$

ξru ≤ const
&�� r = 2k

2k−1 7 
�	 (��� � r �����

E |δv − E δv|r ≤ constE |δ|vr ≤ const(1 + E |δ|(2k−1)r) < ∞;

��� ���� �����&�.�� ��������� guv
P1−→ 0� n →∞� ����� .�����

H − E H = H − ρρT P1−→ 0, n →∞. ��8�

3���	���� �����( Φn := ρρT� 1� ����� (ii) ���� ������
���� &�� n ≥ n0� 1�

����� (i) ' ' �����.�� �������� ξi+j � 0 ≤ i, j ≤ k� ��������� 9������� �����(	 Φ−1
n

��&�������	 .���� �����.��� �� &���
���� �����( � ���� 
�	 �����
���' �����.��'
����� ����� &�� n ≥ n0$∥∥Φ−1

n

∥∥ ≤ const
det(Φn)

, lim
n→∞

∥∥Φ−1
n

∥∥ ≤ const
limn→∞ det(Φn)

< ∞,∥∥Φ−1
n

∥∥ ≤ const . ��:�

1�������� ��8� �� ���������� ��:� &����� ��� �� ���/�� 
∥∥H − Φn

∥∥ <
∥∥Φ−1

n

∥∥−1
�

6� ������ ������	 ���������� ����������	� �� �����(	 H ���� ������
���� ��
������� &�� �������	 ��������� �&�������7 ��� �&���
�H ������
���� ���/�� �

��
� ���/�� β̂A ��
�����	 4������ �����

�� ,���
���� h�



�� �� �� ����� 	 
� �� �����������

� ������� 	
� ���� ��� 0 ≤ r ≤ k�

hr = trρ
Tβ + trε−

r∑
j=0

brjtj . 	���

�� ������ ����������� ��

hr − Eβ hr
P1−→ 0.

� ���������� � �� ��  ��� ����� �����  �� ��!  ��"�  � ���#

trε− E trε, 0 ≤ r ≤ k.

$�� ���� !�%�& ��'�%��(��� !���  � ��#�� �� �

fij := ξiδjε− E ξiδjε, i + j ≤ k. 	�)�

*�� i = 0 �� *�$+ ��#����,!� f0j
P1−→ 0� -���. ����� i ≥ 1, j ≤ k − i� ����

ξ2i ≤ const� �� ��� r > 1 � ����� (i′) ��������

E |δjε− E δjε|r ≤ const ·E |δjε|r <∞.

/� � �� ����& 0� fij
P1−→ 0� /�#�� ������

h− Eβ h
P1−→ 0. 	�
�

� �'�� � �� 	1�� ���� �� �

h = ρρTβ + o(1) = Φnβ + o(1).

�� � ������� 	��� ���� ���"��&�

β̂A = (Φn + o(1))−1(Φnβ + o(1)) =
(
I + Φ−1

n o(1)
)−1 (

β + Φ−1
n o(1)

)
. 	23�

/�� I ������� � ������ �����4&� �� �������!�& 	�5� ����∥∥Φ−1
n o(1)

∥∥ ≤ ∥∥Φ−1
n

∥∥ · ‖o(1)‖ ≤ const ·o(1) = o(1). 	2��

-���"��� �� !����� ��"��, 	23�� 	2�� ������� "�#��� �%�6��!�, β̂A
P1−→ β� �

7��'������  � ��#��� ������

	���� *��  ��#��� c > 0 ��#����,!� E |ε|2+c < ∞�

������� �� ����� ���	
�
� �	�� ���� ��′�� ����� ������ �	�� 	����� 	��
�� β̂A� σ̂2
ε,A

���	�	 �	
�����
�
�� �	����

σ̂2
ε,A

P1−→ σ2
ε , n →∞.

�	����

�� ����"���!�  ���!�� !���'� #��!�!������!�, �4��#�  �!���!�(� ����

y2 = βTρρTβ + 2βTρε + ε2.

�� ����& 0 ρε
P1−→ 0� %� ��#����� ����� 	����8 ��#�6 ε2 P1−→ σ2

ε � /� � y2 = E y2 + o(1)�
� � �����!�� 	�2� ���� ���#�� 

σ̂2
ε,A = E y2 + o(1)− (

βTρρT + o(1)
)
(β + o(1)) = σ2

ε + o(1). �

�������

� �� /������ 5 �!����� ��!��%�& ����� #��!�!������!�� �4���# � ��9
�������� � :;<� ��#���!���� ������� ����%�# ���"�� ���� #��� �� ����!�, �!�����9
�� ������ 6���( '����4� �����4, Φn ����'��,!� ��"� �!���������� ��  �����!�,

detΦn �� ���� � �%��6���!�, ��%��#���'� ������� ξ2k8 �%�6��!�, ��%��#���� �����9
��� �� �� ����'����



��������� 	
��	� � 	���	�������� �	���� ��

�� ����������	
 	���
�	��� β̂A

������	� 
�	����	� ���	��	� ������� � �����	��� ������� ����	��� ��� �� ����

������� �� ����� {zi, i ≥ 1} � ��	
�����	�� ����
����� �������� �������

�������
����  R
d � � ��
����� 	��������� cov(z) = 1

n

∑n
i=1 cov(zi) → S� n → ∞�

������� �	��� ���� c > 0� ��

1
n

n∑
i=1

E ‖zi‖2+c ≤ const . ��� 

����

√
nz =

1√
n

n∑
i=1

zi
�−→ N(0, S).

������	� ����� !�"�!����#�� ����������	� 	�����	���� �
�	$��

��% &�� $�'	��� r = 0, . . . , 4k − 2 ��	�� �$�	��		� ���	�
�

μr := lim
n→∞ ξr, ��� 

������� �����
� H∞ := (μi+j)k
i,j=0 � 	�����('�	�#�

�% ��)�* E δ2kε2 < ∞ �� ��� (��$��� c > 0 ��$�	������+

|ξ|4k−2+c ≤ const, E |δ|4k−2+c < ∞, E |ε|2+c <∞, E |δk−1ε|2+c < ∞.

������� 	� ����� ������� ���� (iv)− (v)� ����
√

n(β̂A − β) �−→ N(0, Σ), ��� 

Σ = H−1
∞ UH−1

∞ , U = lim
n→∞ cov(h−Hβ) = lim

n→∞
1
n

n∑
i=1

cov
(
h(i) −H(i)β

)
,

�� h(i) = h(xi, yi)� H(i) = H(xi)�

��������� ,���� ������� - ��$�	�	�� � ����

H = EH + o(1) = ρρT + o(1).

.�(� �	���(�$ !"�'	���� ��� ����� H
P1−→ H∞� ������� ����		� �����
� (�(��	�

��!	���	�� .��� H ��$�' (�(��	� ��!	���	� / !��0��# �(��� �!	���		� � � 1����
!��0��#+ √

n(β̂A − β) = H
−1 · √n · h−Hβ. ��- 

2� 	�!��'	�) ����($���) ��$����� zi := h(i) − H(i)β !��������� ������� 3� 4�
5�����# �6� 

z := h−Hβ = (tρT −H)β −Bt + tε, ��7 

(� ����	�� �����
� B (����	##��

Brj =

{
brj, 0 ≤ j ≤ r ≤ k;
0, j > r, 0 ≤ r ≤ k − 1.

4� ��"�(���# 5�	$
�* h� H ����� E z = 0� � ��(� !� �����# (iv) $���$�	� ��!	���	�

�����
� U := limn→∞ cov(z) = limn→∞ E zzT� �����$�(� μ4k−2 �)�(��� � ����!

limn→∞ E (tρT −H)ββT(tρT −H)T� .�� ��'���� 8� ����! tkρk − Hkk = tkρk − t2k

�$ �	�����	 ��( ξ ������� ξ2k−1� �� 	� ������� ξ2k� 9��� ����� ����! tε �������
(�(�	�$ δkε� �$�* ��� �$�	��		� (�������# !��(�$� ���0�* 	����	���� � ����� (v)�



�� �� �� ����� 	 
� �� �����������

����� ���	
��� ��� ����
	����� ������� ������� (v)� ���������� ����� tkρk−
Hkk ������� ����
�� ���	 const ·ξ2k−1δ� ��� r > 2 ������
���

1
n

n∑
i=1

E |ξ2k−1
i δi|r = E |δ|r · |ξ|(2k−1)r <∞,

���� r = 2 + c
2k−1 �� ����� c � 	���� (v)� !
�����"
� � ���������

�� 	���� (v)

������������� 	���� ���	
��� ��� �
#�$ ��������$ ������� z�
%�& �� ������� ' √

n · h−Hβ
�−→ N(0, U),

� �� ���� (�	)����� *+, � ���
���� ��- �����	���.
√

n(β̂A − β) �−→ N
(
0, H−1

∞ UH−1
∞

)
. �

������� ��	 ����� ���	
�
� ��	�� (iv) � ���	� 
�����
� ��	���

�/� E δ4k < ∞ E δ2kε2 < ∞ �� ��� ����	�� c > 0 ���	
�������

E |ε|2+c <∞, E |δ2k−1ε2|1+c < ∞, E |δ3k−1ε|1+c <∞.

�/�� |ξ|4k ≤ const�

�	�� 
�����
� ������� Σ̂ � ���	�	 �	
�����
�
	� 	��
�	� ������� Σ � ��0�

Σ̂ = H−1ÛH−1, Û =
1
n

n∑
i=1

(
h(i) −H(i)β̂A

)(
h(i) −H(i)β̂A

)T

,

�	��	 Σ̂ P1−→ Σ ��� n →∞�
 	����

�� 1���� ����
�
� 	���� ������� 2� ���	 ��� ���)� �3�&
���� ��0� �� �)�
��

β̂A ������ ��
�����
�
��

1 ������

� ������� 2 3�"���� �� H
P1−→ H∞� ���	 ����#������ ����������� ��

Û
P1−→ U.

���
�"��� Δβ̂ = β̂A − β4 Δβ̂
P1−→ 0� %���

Û = (h−Hβ)(h−Hβ)T + rest,

rest = HΔβ̂ · (Δβ̂)TH − (h−Hβ)(HΔβ̂)T −HΔβ̂(h−Hβ)T.

5
������� ������6 ��
�����
�
���� β̂A ����
	�����. rest P1−→ 0� (������� �������
	����� �/�� �/�� ��������
���� 	�����
�
� {x4k, n ≥ 1} �3��&�
� ��
�� ���	 �����
�
‖H‖2 ��
� ����#������ �3��&�
�� ��� ������

� �3���	 ��3����� � ���#�7 ����
��
����#�	 rest ����	� �� 
	�� ��
� %��� & �3�&
���� �8�� �� 98�� ����
��� �����8
��� � 
����
���� :�#�;<���)�� �������� ���� 3	�� ������
�� �� ��
� � �3��&�
� 
��������
���� 	�����
�
�

‖h−Hβ‖2. ��=

%��	 ����#����� ����������� ��

(h−Hβ)(h−Hβ)T P1−→ U = lim
n→∞ cov(h−Hβ), ��'

�3�

(h−Hβ)(h−Hβ)T − E (h−Hβ)(h−Hβ)T P1−→ 0. ��2

�1������� �� �3�&
���� ��' ������������ �� 	�����
�

� ��= �3��&�
� ��
�� >��
�����	 z = h−Hβ ����� ������� ��?� >���
�� z ������� ������ ξiδj ��� i+j ≤ 2k�
i ≤ 2k−1� � ����& ������ ξuδvε ��� u+v ≤ k� ��� �������� zzT �@���� ���� 
���	�
�
����
���



��������� 	
��	� � 	���	�������� �	���� ��

�� ������ ξiδj ��� i + j ≤ 4k� i ≤ 4k − 2	 
� ����� ����������� ��������

ξiδj − E ξiδj P1−→ 0. ����

��� i = 0� j = 4k �������� ���� ������������ �� E δ4k <∞ �� ������ ����	  �!�"

����� j ≤ 4k − 1	 
�#�� |ξ|ri ≤ const� ��� ��$%��� r > 1 ����$%� ����� �����& ��%��
E |δj |q < ∞� q = 4k

j > 1	 '������� ���� ��������#���$ �� ����� �	
�� ������ ξiδjε2 ��� i + j ≤ 2k	 
� ����� ����������� ��������

ξiδjε2 − E ξiδjε2 P1−→ 0. ��(�

��� i = 0� j ≤ 2k ��#�� δjε2 − E δjε2 P1−→ 0� �� E |δjε2| < ∞ �� ������ (vi)	 ���
1 ≤ i ≤ 2k� j ≤ 2k − 1 ��#�� |ξ|ri ≤ const ��� ��$%��� r > 1 ����$%� ����� �����&
E |δjε2|1+c < ∞� �� ����� c ��$�� � ����� ����	 '������� ��(� ��������#���$ ��
����� �	
�� ������ ξiδjε ��� i ≤ 3k − 1� i + j ≤ 3k	 )���� ����������� ��������

ξiδjε− E ξiδjε
P1−→ 0. ��*�

��� i = 0� j ≤ 3k ��#�� δjε − E δjε
P1−→ 0� �� E |δjε| < ∞ �� ������ ����	 ���

1 ≤ i ≤ 3k − 1� j ≤ 3k − 1 ��#�� |ξ|ri ≤ const ��� ��$%��� r > 1 ����$%� ����� �����&
E |δjε|1+c < ∞� �� ����� c ��$�� � ����� (vi)	 '������� ��*� ��# ���+� �� ����� �	
,��-�$��� �����%� ����������� �������� �*.�� /� � �������� �������$ ��0

�����	 �

'�������� /� � ������ 123 ��������� ����4�%���� �+�%� β̂M � σ̂2
ε,M ��$ �5�6

�����������6 ��-����6	 ��� ���"%�5� �� 7890�+�%� ��$ �����%� ����6 �����%�� ��

β̂M �������#���$ ������ �� �((�� ����� �����+$ H �$%� ���� ���� �����%�� ��
��-��$��6� ����$#���$ � ���� ������ ������� �����+�& %��� ��-�� �+�%�
σ̂2

ε,M ������ ������� � ������ ��� σ̂2
ε,A	 '� ����� ������������ %������+�"�6

�����+� Ω � �(� �� -�����6 �����+� H∞ � (iv)� �+�%� β̂M ����������� �%������0

�� β̂A� �����
√

n(β̂M − β̂A) P−→ 0 ����	 ������� * � ������ 123�	 )��� �� ��������
:��+�%�-� 1(3 ������� . ����5�#���$ ������������ ��$ β̂M �� ����� ���������0

��� Ω	 '� +�#6 ����� �����������" ����- ������� (�� � $%��� � ������ ��$ Û ��

����$#�� �+�%� β̂A � β̂M 	

2	 ��������

; �����������" 4�%+������" ������ � ��!��%��� ��������$ �� ��������
����%�5� ����� %����������� 7890�+��%� �� � ������ 1<3� � ��%�� ����� �����

�����������6 ���������� �+�%� β̂A� ��-� � ���� ������� � �-����" ������	 =�$

����6 �� �������6 �����%� %��/� %������������ ����4�%������ �+�%��� β̂M � σ̂
2
ε,M

� ������ 123� ������� β̂M ��# ��%� � ����������� %������+�"� �����+�� /� � β̂A&

�+�%� β̂M ����������� ������� �� ��! �� ����� /� � β̂A� $%/� �����+$ �(�
���������	
; ������5��� �� ����#�� �>$������� �� ������ ����������� �%����������

�+�%� σ̂2
ε,A �� σ̂2

ε,M 	 ?�%��� ��%�� ���-�$��� ����%���� ������� ������ �*�� �
$%�" ξi� εi� δi ������� ����������	 ; ��%�" ������� �����"�� ��%�� ���+�# 7890

�+�%�� ��� ���� ���������� � %��������-��� �+�%� β̂Q	 @������� �� �����$��

����������� �4�%������� �+��% β̂A �� β̂Q	 =�$ �%���������! ��!���% (σδε = 0)
+� ������� � 1.3& %��� ��-�� ���	 �-�$� 1(�3� �� �-�������$ ��%�� �5� ������ ��-����6
� �����%��� ��������$	 ; ������ 1A3 ��������� ����������� ������������
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