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Abstract. We study the asymptotic behavior as T → ∞ of the functionals I(tT ) with an appropriate

normalizing factor, where I(t) = F (ξ(t)) +
� t
0 g(ξ(s)) dW (s), t ≥ 0, the function F is continuous, g

is locally square integrable, ξ is an unstable solution of Itô stochastic differential equation dξ(t) =
a(ξ(t)) dt + dW (t), the function a is measurable and bounded. The normalizing factor for certain
classes of these equations is established, which provides the weak convergence of the normalized random
processes I(tT ), t ≥ 0, and the explicit form of the limit processes.
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dξ(t) = a(ξ(t)) dt + dW (t), t ≥ 0, ξ(0) = x0, ���

�
 a = a(x) : R → R � ����	�� ���
�
	� � 	!����W = {W (t), t ≥ 0}� ���	����	�"
�	
����!�" #���
�� ����	�" 	� #�	�� "����	��	�� #������� (Ω,�,P)�

$ ������ %�& ��
�
	�� '� ��	�		� ��� ��( ����	�" (��	�" #� ���(!������ ���)�*
��! ξ = {Xξ(t), t ≥ 0}� � �
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lim
t→∞

1
t

∫ t

0

P{|ξ(s)| < N} ds = 0
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������ ���	 
� ���������� ��������� ���������� ���������� �������������
������� ����� ��������� � �������� �� |x| → ∞ ���������� � ����!

f(x) =
∫ x

0

exp
{
−2
∫ u

0

a(v) dv
}
du. "�#

$ ���� %&� �������� ��������  ��� �����'����� �������� ξ �������� "(#	 
�
��������� � ���������� �� �������������� � ����! "�#&

)� ���������� �������� ���������� �� t → ∞ �����'�� ���������� ������
����� ������� ����� "(# ��� ���� K1 � K2 ��  ����� �� �������*�� a+

K1 :
∣∣∣∣∫ x

0

a(u) du
∣∣∣∣ ≤ C ��� ���� x ∈ R, lim

|x|→∞

[
1

f(x)

∫ x

0

du

f ′(u)
− 1
σ̄2(x)

]
= 0,

�� σ̄(x) =

{
σ1, x > 0,
σ2, x < 0,

0 < σi <∞,

K2 : |xa(x)| ≤ C ��� ���� x ∈ R, lim
|x|→∞

1
x

∫ x

0

va(v) dv = c0 > −1
2
.

,�
� ��������� ξ �������� "(# ����������  ����� K1	 �� ��� ��� ����� δ	 C ����	

� ��� ���� x+ 0 < δ < f ′(x) < C& -�.�	 �� ����� %&� ��������� ξ �������� "(#
�� ���� K1 �����'�'& /����'����� ���������� �������� "(# �� ���� K2 ��������  
��0��� �1�&

2���. ������ "��& �1�#	 
� ��� �������� ξ �������� � ���� K1 ������ ζT (t) =
f(ξ(tT ))√

T
"�������� T > 0# �� T →∞ ���0�� �0���*���� �� ������ ζ = {ζ(t), t ≥ 0}	

��' * *��� ����� ���������� ��������

ζ(t) =
∫ t

0

σ̄(ζ(s)) dW (s), "1#

�� ���� 
∫ t

0
P{|ζ(s)| = 0} ds = 0	 � ��� �������� �������� � ���� K2 ������

rT (t) = |ξ(tT )|√
T

�� T → ∞ ���0�� �0���*���� �� ������ r = {r(t) ≥ 0, t ≥ 0}	 ��' *

*��� ����� ���������� �������� 3��

r2(t) = (2c0 + 1) t+ 2
∫ t

0

r(s) dŴ (s). "%#

4���5� ����	 ��������� 
�������� ���������� �������� ζ �� r ������	 � !� ������
 ����� ������ "��&	 ��������	 �6�#&

���������� (&(	 2 � � ������  ������ ���0�� �0�.����� �������� ������* ���0� 
�0�.�����  ����������' ��������! ������� ���������� � ����'&

$ ����' ��0��� ��������*���� ���������� �� t→∞ ��������� ���������� � �7
��������� ����� 

I(t) = F (ξ(t)) +
∫ t

0

g(ξ(s)) dW (s), "8#

�� � ����� F = F (x) : R → R ��'��� � ����������	 g = g(x) : R → R ��������
���������� � ���������	 ������ ξ � W ��������� ��. ��0�� ����� �������� "(#	 � ��
�������� ����.�� �� ������ �� ������ K1 �0� K2&

9��� ������ * ������.����� ������.��� ��0�� �%�:�6�& $ ��0���� �%�:�;� ������.���
�������� ���������� � ����������

β(1)(t) =
∫ t

0

g(ξ(s)) ds, β(2)(t) =
∫ t

0

g(ξ(s)) dW (s)
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��� ������� 	
� �� ���� K1� � � ������� ���� ��� ���������� �������� ����������
����������� β(1)(t) � β(2)(t) ��� ������� 	
� �� ���� K2�  ������� ���������� ���!
�������� I(t) ��� ����������"� ������� 	ξ = W � ����#� �������������� � ������
�
$�� %���# �������&' �"��� ����� � ���(� �����(� �������� � ������� ���� ���� )
��(� *�
 ��������� +� ���������& I(t) ��,-�,��� ����(�� ���������& β(1)(t) �
β(2)(t)� � ���� ��������� �&"����

β(t) =
∫ t

0

g(ξ(s)) dξ(s).

.����, ���������� ��&( -&��(� /������&' ������ (���&�� ���(��,����� �����!
�&� ������������ ) ������� 0 �����&���� ��������� ����������� ������� 1 �� ��&��!
�&� ) ��������(� ������� ������� ����(���� ���������&�
) ������ -���� Ψ �����-�2���� ��� �����' ψ = ψ(x) > 0� x ≥ 0 3 �������&��

��"������ �(���&� �� �����-������� ������ α ≥ 0� ����� limT→∞
ψ(|x|T )

ψ(T ) = |x|α
��� ���� x �≡ 0�

1� ��������	

� ��
��
� �������	���

������� ��	� ����� ξ � ��	
��	� ��
����� 	
� �	 ���� K1� ����� ������ F � g
� ���������� I(t) � ������ ψ ∈ Ψ ������ α ≥ 0 ���� �� ��� ��
��� ������ ai�

bi� i = 1, 2 
��������� �������� ���
� 

(A1) lim
|x|→∞

[
F (x)

f(x)ψ(|f(x)|) − ā(x)
]

= 0, ā(x) =

{
a1, x > 0,
a2, x < 0;

(A2)
∣∣∣∣ g(x)
f ′(x)ψ(|f(x)|)

∣∣∣∣χ{|x|≤N} ≤ KN

��� ��
�����!� N > 0 �

lim
|x|→∞

[
g(x)

f ′(x)ψ(|f(x)|) − b̄(x)
]

= 0, b̄(x) =

{
b1, x > 0,
b2, x < 0.

"��� 
�����
�� ������

IT (t) =
I(tT )√
Tψ(

√
T )

��� T →∞ ���#� 	#�!�$���� �� �������

I0(t) = ā(ζ(t))ζ(t)|ζ(t)|α +
∫ t

0

b̄(ζ(s))|ζ(s)|α dζ(s),

�� ζ = ζ(t) � ��	
��	� ��
����� 	0��

%��
�&���� 1�
� 
� 4+� α = 0� ā(x) = a0 signx� b̄(x) = −a0 signx� ��

I0(t) = a0

[
|ζ(t)| −

∫ t

0

sign ζ(s) dζ(s)
]

= a0Lζ(0, t),

�� Lζ(0, t) 3 ������&' -�� ������� ζ � ��-�� $ �� ������� [0, t] 	�&�� �

���
1� 4+� α = 1� ā(x) = a0 signx� b̄(x) = −2a0 signx� �� �&��&�����,-& ���(���

5�� ��� ������� ζ2(t)� ���&(�2(�

I0(t) = a0

∫ t

0

σ̄2 (ζ(s)) ds,

� ��& σ1 = σ2 = σ0 (�2(� I0(t) = a0σ
2
0t�
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����� ��� �	 ���� K1� ����� ������ F � g
� ���������� I(t) � ������ ψi ∈ Ψ ������ αi ≥ 0� i = 1, 2 ���� �� ��� ��
���

������ ai� bi� i = 1, 2 
��������� �������� ���
� 

(A3) lim
|x|→∞

[
F (x)√|f(x)|ψ1(|f(x)|) − ā(x)

]
= 0, ā(x) =

{
a1, x > 0,
a2, x < 0;

(A4) lim
|x|→∞

[
1

ψ1(|f(x)|)
∫ x

0

g2(|v|)
f ′(v)

dv − b̄(x)
]

= 0,

b̄(x) =

{
b1, x > 0,
b2, x < 0,

b1 ≥ 0, b2 ≤ 0;

(A5)
∣∣∣∣ 1
ψ2(|f(x)|)

∫ x

0

|g(v)|
f ′(v)

dv

∣∣∣∣ ≤ C, lim
T→∞

ψ2(
√
T )√√

Tψ1(
√
T )

= 0.

!��� 
�����
�� ������

IT (t) =
I(tT )√√
Tψ1(

√
T )

���"� 	"�#�$���� ��� T →∞ �� �������

I∗0 (t) = ā(ζ(t))|ζ(t)| 1+α1
2 +W ∗

(
β̄(1)(t)

)
,

β̄(1)(t) = 2

[∫ ζ(t)

0

b̄(x)|x|α1dx−
∫ t

0

b̄(ζ(s))|ζ(s)|α1dζ(s)

]
,

�� ζ � ��	
��	� ��
����� ���� W ∗ = {W ∗(t), t ≥ 0} � 
�����
���� ������� �������

W ∗ � ζ � ��	���%���

�����	
�� �� � ��������� ������
 ��� ��
�� ������� ����� �
��
��� �� ������

β̄(1)(t) � ��� �!���
"�

&��
�%���� ���� �� #$�� α1 = 0 b̄(x) = b0 signx b0 ≥ 0 ��

I∗0 (t) = ā(ζ(t))
√
|ζ(t)| +W ∗ (2b0Lζ(0, t)) ,

�� Lζ(0, t) � ��$��%�
" &�� ������� ζ � ��&� ' �� � �� �$� [0, t] W ∗ � � ��� ��%$
"
������ ������
 W ∗  ζ � ������	� �

�� #$�� α1 = 1 b̄(x) = b0 signx b0 ≥ 0 �� �
$��
�����(&
 ������� )�� ���
*
�����

I∗0 (t) = ā(ζ(t))|ζ(t)| +W ∗
(
b0

∫ t

0

σ̄2 (ζ(s)) ds
)
,

������
 W ∗  ζ � ������	�  ��$���� �$�� σ1 = σ2 = σ0 ��

I∗0 (t) = ā(ζ(t))|ζ(t)| +W ∗ (b0σ2
0t
)
.

�� #$�� b̄(x) ≡ 0 �� I∗0 (t) = ā(ζ(t))|ζ(t)| 1+α1
2  α1 ≥ 0�

������� ��	� ����� ξ � ��	
��	� ��
����� ��� �	 ���� K2� ����� ������ F � g
� ���������� I(t) � ������ ψ ∈ Ψ ������ α > 0 ���� �� 
��������� ��������

���
� 

(B1) lim
|x|→∞

F (x)
|x|ψ(|x|) = a0;

(B2) ������
g(x)
ψ(|x|) �"��%��� � lim

|x|→∞

[
g(x)
ψ(|x|) − b0 signx

]
= 0,

�� a0� b0 � ��
�� ������
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���� �����	���
 �����

IT (t) =
I(tT )√
Tψ(

√
T )

��� T →∞ ����	� ���������� �� ������

I0(t) = a0r
α+1(t) + b0

∫ t

0

rα(s) dŴ (s),

� r � ��������	�
 ����� Ŵ = {Ŵ (t), t ≥ 0} ��������� ��� �������� ����

��������� ���� ��	
 α = 1� �
 I0(t) =
(
a0 + b0

2

)
r2(t)− b0

2 (2c0 + 1) t� 
������ ���

a0 = − b0
2 ����
 I0(t) = a0(2c0 + 1)t�

������� ��	� ���
 ξ  ��������	 �������� ��� �� 	���� K2� ���
 !��	��" F � g �
!��	������� I(t) ��	�# $� ����%�� !��	��" ψi ∈ Ψ �����	� αi > 0# i = 1, 2 � ������
!��	��� ĝ = ĝ(x) : R → R# ��	����� ��������� � 	�������&# ��	�# $� ��� �����

������ a0# b0 ��	���%���� �������� �&���'

(B3) lim
|x|→∞

F (x)√|x|ψ1(|x|)
= a0,

(B4) lim
|x|→∞

[
f ′(x)
ψ1(|x|)

∫ x

0

ĝ2(u)
f ′(u)

du− b0 signx
]

= 0,

(B5) lim
|x|→∞

[
f ′(x)
ψ1(|x|)

∫ x

0

[g(u)− ĝ(u)]2

f ′(u)
du

]
= 0,

(B6)
∣∣∣∣ f ′(x)ψ2(|x|)

∫ x

0

|g(u)|
f ′(u)

du

∣∣∣∣ ≤ C, lim
T→∞

ψ2(
√
T )√√

Tψ1(
√
T )

= 0.

���� �����	���
 �����

IT (t) =
I(tT )√√
Tψ1(

√
T )

��� T →∞ ����	� ���������� �� ������

I∗0 (t) = a0 [r(t)]
1+α1

2 +W ∗
(
β̂(1)(t)

)
,

�

β̂(1)(t) = 2b0

[
rα1+1(t)
α1 + 1

−
∫ t

0

rα1(s) dŴ (s)
]
,

r  ��������	 �������� ���# W ∗  ��������	�
 �����# ������ W ∗ � Ŵ  ����(

����

��������� ���� ��
�� (B6) ��
���� ��� ���
����
������� ������ ��� �
����� 

�� �����!�
��� W ∗ � Ŵ � ��	
 α1 = 1� a0 = 0� �
 ��
�� (B6) �"�� � I∗0 (t) =√
b0 (2c0 + 1)W ∗(t)�

�� ��������� ������	
 ����������

#�����
 �������� T > 0 � � �
����$
�� %����
 �
����������� ����& �
��'���(

ζT (t) =
f(ξ(tT ))√

T
, WT (t) =

W (tT )√
T

, ŴT (t) =
∫ t

0

sign ξ(sT ) dWT (s),

rT (t) =
|ξ(tT )|√

T
, t ≥ 0,

�� )���*�� f(x) ����'��� � ���� ϕ(x) + )���*��� 
%������ �
 )���*�, f(x)�



�� �� �� ����	�
� �� � ���	���	�� � �� �� ������

���������	 
� ��� ������ T ������� WT (t) � ŴT (t) ���� � ������������
����� �����

��������� ���	�
� �� ��������	 
� ����� f(x) ��� ���������� ��!���� f ′(x) �
��� ��"�� ���#� �#� ����$ %�&�'�� (��(��� ����'����� ���'� ��!���� f ′′(x)� )���
�( ������� f(ξ(t))	 �� ξ * ��#�+ #� ���� �� �,�	 ����� #���������� �����(� -��
��,.�	 /,0	 '(� --� �	 ���!���$�� �������� f ′(x)a(x)+ 1

2 f
′′(x) = 0	  � ��� ����� ��"��

���#� �#� ����$ %�&�'��	 �������� ���� �� 

dζT (t) = f ′(ξ(tT )) dWT (t).

1���������$�� �������� ξ(tT ) = ϕ(ζT (t)
√
T )	 (�'� ����������	 
� ��� �����

��������(��� 

IT (t) = FT (ζT (t)) +
∫ t

0

gT (ζT (s)) dζT (s),

��

FT (x) =
F (ϕ(x

√
T ))√

Tψ(
√
T )

, gT (x) =
g(ϕ(x

√
T ))

ψ(
√
T )f ′(ϕ(x

√
T ))

.

2������	 
� #� ���� (A1)3(A2) � (��� K1 �( ����(���'� N > 0 ��$�� �����
#&�������

lim
T→∞

sup
|x|≤N

|FT (x) − F0(x)| = 0,

lim
T→∞

∫ N

−N

|gT (x)− g0(x)|2 dx = 0,
�4�

�� F0(x) = ā(x)x|x|α	 g0(x) = b̄(x)|x|α�
���#���(�	 
� FT (x) − α(1)

T (x) = α
(2)
T (x)	 ��

α
(1)
T (x) = ā(x

√
T )x

ψ(|x|√T )
ψ(
√
T )

,

α
(2)
T (x) =

[
F (ϕ(x

√
T ))√

Tψ(
√
T )

− ā(x
√
T )x

ψ(|x|√T )
ψ(
√
T )

]
.

�� �����$ (A1) �( ����(���'� ε > 0 ����� ��� Cε	 
� ��� |x√T | > Cε ������5
��� ���������� ∣∣∣∣∣ F (ϕ(x

√
T ))

x
√
Tψ(|x|√T )

− ā(x
√
T )

∣∣∣∣∣ < ε,

����

sup
|x|≤N

∣∣∣α(2)
T (x)

∣∣∣ ≤ sup
|x|≤N

∣∣∣∣∣F (ϕ(x
√
T ))√

Tψ(
√
T )

− ā(x
√
T )x

ψ(|x|√T )
ψ(
√
T )

∣∣∣∣∣χ{|x√T |≤Cε}

+ sup
|x|≤N

∣∣∣∣∣ F (ϕ(x
√
T ))

x
√
Tψ(|x|√T )

− ā(x
√
T )

∣∣∣∣∣ |x|ψ(|x|√T )
ψ(
√
T )

χ{|x√T |>Cε}

≤ Kε√
Tψ(

√
T )

+
CNCN√

T
+ εNCN ,

�6�

���� � ���'��� ������ F (ϕ(x
√

T ))√
Tψ(

√
T )

�������(� � ����(�(� �� xψ(|x|√T )	 � �����

�����(� ���(���" �������	 �� ���(� Kε � C �&����$�� ���������� �����7∣∣∣F (ϕ(x
√
T ))
∣∣∣χ{|x√T |≤Cε} ≤ Kε, |ā(x

√
T )| ≤ C,



�������� ��	
���� ����������	 	�� ����
��	 ����������� ���� ��

� ����� CN ����	
��� 
 ���������� ������ 
 ����� Ψ� sup|x|≤N
ψ(|x|√T )

ψ(
√

T )
≤ CN �����

���� ���� ��� �
! ����� �" ���#$����

lim
T→∞

sup
|x|≤N

∣∣∣α(2)
T (x)

∣∣∣ ≤ εNCN .

%
 ����&���� ε > 0 ��'��� (�

lim
T→∞

sup
|x|≤N

∣∣∣α(2)
T (x)

∣∣∣ = 0.

)#� ��*�� 
 �����

sup
|x|≤N

∣∣∣α(1)
T (x)− ā(x)x|x|α

∣∣∣
≤ max (|a1|, |a2|) sup

|x|≤N

|x|
∣∣∣∣∣ψ(|x|√T )
ψ(
√
T )

− |x|α
∣∣∣∣∣

≤ max (|a1|, |a2|)
{
δ sup
|x|≤δ

∣∣∣∣∣ψ(|x|√T )
ψ(
√
T )

− |x|α
∣∣∣∣∣+N sup

0<δ≤|x|≤N

∣∣∣∣∣ψ(|x|√T )
ψ(
√
T )

− |x|α
∣∣∣∣∣
}

��'��� (�  sup|x|≤N

∣∣α(1)
T (x)− ā(x)x|x|α∣∣→ 0 �#� T →∞�

+�$�� 
 ��#�����

sup
|x|≤N

|FT (x)− ā(x)x|x|α| ≤
∣∣∣α(2)

T (x)
∣∣∣+ ∣∣∣α(1)

T (x) − ā(x)x|x|α
∣∣∣

��'��

sup
|x|≤N

|FT (x) − ā(x)x|x|α| → 0 �� 

�#� T →∞�
)#� ��*�� 
 ��#�����∫ N

−N

|gT (x)− g0(x)|2 dx ≤ 2
∫ N

−N

∣∣∣∣∣ g(ϕ(x
√
T ))

ψ(|x|√T )f ′(ϕ(x
√
T ))

− b̄(x)
∣∣∣∣∣
2(

ψ(|x|√T )
ψ(
√
T )

)2

dx

+ 2C2

∫ N

−N

[
ψ(|x|√T )
ψ(
√
T )

− |x|α
]2

dx,

�� C = max |b̄(x)|�  ����� (A2) ��'��  �#�*� 
,$���& � �- �
%
 
,$������ �- �������' ����� �"� � (� �#���� IT (t) �#� T →∞ ���,�� 
,*�'�&�	

� #����#�� ������*. �#����#� ����#�#���/ ������ �� �#����� I0(t)� ��

I0(t) = F0(ζ(t)) +
∫ t

0

g0(ζ(s)) dζ(s).

!����$���� (� � #�,�� �"� ����
���� (� ����� �- '  ���,/����� ������� ���,0
��. 
,$���� IT (t) �� I0(t)� �

������� �	
	 1�
*�	���� #��	��	 �� 
 a(x) = x
1+x4 � 2 �&��� ������� #�
��	
��

#��	��	 �� ζ(t) = σ0W (t)� �� σ0 = exp
{−2
∫∞
0 a(v) dv

}
= e−

π
2 �

% 3�/�� g(x) → g0 �#� |x| → ∞� ��� ����#�������4� 
��	
�� ���������� β(t) =∫ t

0 g(ξ(s)) dξ(s) 
 ����������� I(t) ����� ���� 5�� � ��*�� ����
���� (� ��	 �&�*�



�� �� �� ����	�
� �� � ���	���	�� � �� �� ������

���������	� 
��������� ���
� ������ ��� ��� ψ(|x|) = 1� ā(x) = 2ᾱ(x)� b̄(x) =
g0
σ0
− 2ᾱ(x)� ��

ᾱ(x) =

{
α1, x > 0,
α2, x < 0,

α1 =
∫ ∞

0

g(v)a(v)
f ′(v)

dv, α2 =
∫ −∞

0

g(v)a(v)
f ′(v)

dv.

���� βT (t) = 1√
T

∫ tT

0 g(ξ(s)) dξ(s) ��� T →∞ �	���� ��������� �� �������

I0(t) = 2
[
ᾱ(ζ(t))ζ(t) −

∫ t

0

ᾱ(ζ(s)) dζ(s)
]

+
g0
σ0
ζ(t)

= 2σ0

[
ᾱ(W (t))W (t) −

∫ t

0

ᾱ(W (s)) dW (s)
]

+ g0W (t).

 ������� �! ��"� α0 = α1 = −α2� � I0(t) = 2σ0α0LW (0, t) + g0W (t)#
�! ��"� α0 = α1 = α2� � I0(t) = g0W (t)�
$$! %�&�' I(t) = Lξ(0, t) = |ξ(t)| − ∫ t

0
sign ξ(s) dξ(s) ( 	���	���' )�� ���
*����

ξ � �)�� + �� 
������� [0, t]� ,��� �� 	���� -�� g(x) = − signx + Φ′(x)� F (x) =
|x| − Φ(x) + Φ(x0)� ��

Φ(x) = 2
∫ x

0

f ′(u)
(∫ u

0

a(v) sign v
f ′(v)

dv

)
du.

.	� ����� ���������	� ���
� ������ ��� 
��������� ��� ψ(|x|) = 1� ā(x) = signx�
b̄(x) = − signx�
���� 1√

T
Lξ(0, tT ) ��� T → ∞ �	���� ��������� �� ������� I0(t) = Lζ(0, t) =

σ0LW (0, t)�

��������� ���	�
� �� /����������� ������
	�����

IT (t) =
I(tT )√√
Tψ1(

√
T )

=
F (ξ(tT ))√√
Tψ1(

√
T )

+
1√√

Tψ1(
√
T )

∫ tT

0

g(ξ(s)) dW (s)

= FT (ζT (t)) +
∫ t

0

gT (ζT (t)) dWT (s),

01!

��

FT (x) =
F (ϕ(x

√
T ))√√

Tψ1(
√
T )
, gT (x) =

4
√
T√

ψ1(
√
T )
g(ϕ(x

√
T )).

2����� 345� "� �	� ��
�	���& ��	�& L > 0� ε > 0

lim
N→∞

lim
T→∞

sup
0≤t≤L

P {|ζT (t)| > N} = 0,

lim
h→0

lim
T→∞

sup
|t1−t2|≤h; ti≤L

P {|ζT (t2)− ζT (t1)| > ε} = 0.
0�+!

 ������	�� "� ���	���)�� ���

����6���� 
��������� � �	� WT (t)� ,��� 03��5�
�	� $� 78! �	� �������
 ζT (t)� WT (t) ��� ����� ������� 9�2� /����&��� 
����� ���:

���; ������	���
����� ���� �	� ����:���; ���	���
���� T
′
n → ∞ ����� 
����:

� ������	���
���� Tn → ∞� '��
�������' ������ (Ω̃, �̃, P̃ ) � 
������
� �������(
ζ̃Tn(t), W̃Tn(t)

)
�
(
ζ̃(t), W̃ (t)

)
�� ����� ������� ��� "� 
�� ����)����
������ �����:

��	� �������

(
ζ̃Tn(t), W̃Tn(t)

)
���
������ �� 
����
������ ����)����
�������� ���:

����	��� �������
 (ζTn(t), WTn(t))� ��� ����� ���� ����� �������� ζ̃Tn(t) P̃→ ζ̃(t)�

W̃Tn(t) P̃→ W̃ (t) �	� ������� t ≥ 0� 9��	���)���� �����
������ 0��
� 3�45� �	� $$ 78!



�������� ��	
���� ����������	 	�� ����
��	 ����������� ���� ��

��������	
�� � 
��������������� ��������� �����
� ITn(t) 
���������	 �� ���������
���� 
����������������� ����������� �����
�

ĨTn(t) =
F
(
ϕ
(
ζ̃Tn(t)

√
Tn

))
√√

Tnψ1(
√
Tn)

+
4
√
Tn√

ψ1(
√
Tn)

∫ t

0

g
(
ϕ
(
ζ̃Tn(s)

√
Tn

))
dW̃Tn(s). ����

����� �� ���� ���� ��!��	��
��� � �����
�� �"� ������ ��� ���� � ��� �����	��#

��
�������
�� Tn →∞ ����� ξTn(t) P→ ξ(t)� WTn(t) P→ W (t) ��� �� ��!� t ≥ 0$
%����
�� �����!������ ������������ ��������� ��� ��
�� �&� �������	
�� �

��� ���	����!� N > 0

sup
|x|≤N

∣∣∣∣∣ F
(
ϕ
(
x
√
Tn

))√√
Tnψ1(

√
Tn)

− ā(x)|x|α1+1
2

∣∣∣∣∣→ 0 ��'�

��� Tn →∞$
(��	)� ��!�� ����$*+,� ��� �����	��# 
����# L > 0

sup
0≤t≤L

|ζTn(t)− ζ(t)| P→ 0

��� Tn →∞- ∫ t

0
P {|ζ(s)| = 0} ds = 0 ��� �� ��!� t ≥ 0 �

lim
N→∞

lim
T→∞

P

{
sup

0≤t≤L
|ζT (t)| > N

}
= 0.

.� �� �� ��� ��
�� ��'� � �������
��

P

{
sup

0≤t≤L

∣∣∣FT (ζT (t))− ā(ζT (t)) |ζT (t)|
α1+1

2

∣∣∣ > ε

}
≤ P

{
sup

0≤t≤L
|ζT (t)| > N

}
+ P

{
sup

0≤t≤L

∣∣∣FT (ζT (t))− ā(ζT (t)) |ζT (t)|
α1+1

2

∣∣∣χ{|ζT (t)|≤N} >
ε

2

}
,

�� FT (x) ��������� 	 
�� ��� �����	����� ��� ��������� ε > 0 L > 0 N > 0 �����
��

sup
0≤t≤L

∣∣∣∣∣F
(
ϕ
(
ζTn(t)

√
Tn

))√√
Tnψ1(

√
Tn)

− ā(ζ(t))|ζ(t)|α1+1
2

∣∣∣∣∣ P→ 0 
���

��� Tn →∞�
���� 	 ������������	 ���� ���� � �������� 
�� ��� T = Tn ������������� �����!

����" ������" ���	 
���� #$% &'� ����������(� ��� )���	 ���	 '�� � ���������
��������

4
√
Tn√

ψ1(
√
Tn)

∫ t

0

g
(
ϕ
(
ζTn(s)

√
Tn

))
dWTn(s) = W ∗

Tn

(
β

(1)
Tn

(t)
)
,

�� W ∗
Tn

(t) * ����+���� ������������ ���)����

β
(1)
Tn

(t) =
√
Tn

ψ1(
√
Tn)

∫ t

0

g2
(
ϕ
(
ζTn(s)

√
Tn

))
ds.

,�-� �����

ITn(t) = ā(ζ(t))|ζ(t)|α1+1
2 +W ∗

Tn

(
β

(1)
Tn

(t)
)

+ αTn(t), 
�'�



�� �� �� ����	�
� �� � ���	���	�� � �� �� ������

��

αTn(t) =

⎡⎣ F
(
ϕ
(
ζTn(t)

√
Tn

))√
|ζTn(t)|√Tn ψ1

(|ζTn(t)|√Tn

) − ā(ζTn(t))

⎤⎦√|ζTn(t)|
√
ψ1

(|ζTn(t)|√Tn

)
ψ1

(√
Tn

)
+ ā(ζTn(t))

[√
|ζTn(t)|

√
ψ1

(|ζTn(t)|√Tn

)
ψ1

(√
Tn

) − |ζ(t)|α1+1
2

]
+ |ζ(t)|α1+1

2 [ā(ζTn(t)) − ā(ζ(t))] .
������	
�� �������� ����� ����������� ���	����� ������ �� �������������� �	� 

�!�" � ����������� #��!��	 ζ ����� #������� $�

sup
0≤t≤L

|αTn(t)| P→ 0 ��%�

#�� Tn → ∞& ' ��������� ������� � ������ ()* ��#����+� $� #�� ��������� 	�� 
�� (A4)

β
(1)
Tn

(t) P→ β̄(1)(t) ��,�

#�� Tn →∞� ��

β̄(1)(t) = 2

[∫ ζ(t)

0

b̄(x)|x|α1dx−
∫ t

0

b̄(ζ(s))|ζ(s)|α1dζ(s)

]
,

�� ζ - ���.��� �������� ���� #�� !���	 ��� ��������� L > 0� ε > 0

lim
h→0

lim
T→∞

P

{
sup

|t1−t2|≤h; ti≤L

∣∣∣β̄(1)
Tn

(t2)− β̄(1)
Tn

(t1)
∣∣∣ > ε

}
= 0. ��/�

0���� ������	
�� �������� ��,�� ��������� #���������� ��"�� �������� ������� 
�
 ������� 1&� ������ ()*�  ��+
 ��2� ����!�
� $� #�� ������������ �����������
#��!���� W ∗(t) � β̄(1)(t) ����������	+���� 	���� (A5)& �

��������� ���	�
� �� 3�������+���� #�������������

IT (t) =
I(tT )√
Tψ(

√
T )

=
F (ξ(tT ))

|ξ(tT )|ψ (|ξ(tT )|)
|ξ(tT )|ψ (|ξ(tT )|)√

Tψ(
√
T )

+
∫ t

0

g (ξ(sT ))
ψ (|ξ(tT )|)

ψ (|ξ(tT )|)
ψ(
√
T )

dWT (s)

= a0rT (t)
ψ(rT (t)

√
T )

ψ(
√
T )

+ b0

∫ t

0

ψ(rT (s)
√
T )

ψ(
√
T )

dŴT (s) + α
(1)
T (t) + α

(2)
T (t),

��4�

��

α
(1)
T (t) =

[
F (ξ(tT ))

|ξ(tT )|ψ (|ξ(tT )|) − a0

]
rT (t)

ψ(rT (t)
√
T )

ψ(
√
T )

,

α
(2)
T (t) =

∫ t

0

[
g (ξ(sT ))
ψ (|ξ(tT )|) − b0 sign ξ(sT )

]
ψ (|ξ(tT )|)
ψ(
√
T )

dWT (s).

5��������� ��������
 �������� ���� ����� #������� $� #�� ��������� 	��� (B1)
� (B2) ������� 1&� ��� ��������6 �����6 L > 0

sup
0≤t≤L

∣∣∣α(i)
T (t)
∣∣∣ P→ 0, i = 1, 2 ��)�

#�� T → ∞& 7��� ����� ����& (�*� ��� #��!���� rT (t)� ŴT (t) �����	
���� ��������

��8�� � � ��������" ��)� ��#����+ ��������� ��������" ��8� � ��� α
(i)
T (t)� i = 1, 2&



�������� ��	
���� ����������	 	�� ����
��	 ����������� ���� ��

����� ��� 	
����
(
rT (t), ŴT (t), α(1)

T (t), α(2)
T (t)

)
��� ���� 	
����	 ���� ���
�����

����
� ������� 	��	�����������
����� �� ������ !� ��"��#����� � 
������ $%&' ������ �������� (� ��� �����#���

	��	���������� Tn → ∞ ��� �����"� t ≥ 0 �� �# ���� �������� rTn(t) P→ r(t)�
ŴTn(t) P→ Ŵ (t)�
)��� 	�
�*���� � $%&' �� "
����� 	
� Tn → ∞ � ��
������ �������# ITn(t) P→

I0(t)� �� I0(t) = a0r
α+1(t) + b0

∫ t

0 r
α(s) dŴ (s)� �� r(t) � Ŵ (t) 	��+����� !�
�� 
�����,

�� $-'� .� ������� ��#��"� 
���+���� 
������� $-' ����� �������# ���!��������
,
��� 
��	������ 	
���� IT (t) �� ���	������� ���!��������
��� 
��	������ 	
����
I0(t)� /
�������� (� 	
���� IT (t) � I0(t) ��	�
�
��� � *����
��� %� �����"�!��
�������� �������� $%0' � ����� 1&2� ����
����� !� 	
� �#��� �������� $%3'�
��
������ �������� ��"���� $%4' � ��� 	
���� IT (t) � ������ ��	�����
���� $���� 1%-2� "�� .5� 67' 	
��� IT (t) 	
� T →∞ ����� ���"���#� � 
������
��*

��	���"�� 	
���
� ��	�
�
���� 8�����* �� 	
���� I0(t)� �

��������� ���	�
� �� ���
������# 	
�����������

IT (t) =
I(tT )√√
Tψ1(

√
T )

= ÎT (t) + α
(3)
T (t) + α

(4)
T (t), $79'

��

ÎT (t) = a0

√
rT (t)

√√√√ψ1

(
rT (t)

√
T
)

ψ1(
√
T )

+
4
√
T√

ψ1(
√
T )

∫ t

0

ĝ
(
rT (s)

√
T
)
dŴT (s),

α
(3)
T (t) =

[
F (ξ(tT ))√|ξ(tT )|ψ1 (|ξ(tT )|) − a0

]√
rT (t)

√√√√ψ1

(
rT (t)

√
T
)

ψ1(
√
T )

,

α
(4)
T (t) =

4
√
T√

ψ1(
√
T )

∫ t

0

[g (ξ(sT ))− ĝ (ξ(sT ))] dWT (s).

�����"�!�� �������� �������� $%:' ��
������� (� ��� �����#��� ����� L > 0
	
� T →∞ ��� ���� �������# $%3' ��� i = 3� � ����
����� !� ���
��� % 
�����
1;2� ��
������� (� �������# $%3' ��� ���� � ��� i = 4�
< 
����� 1:2 	�������� (� 	
���� rT (t)� ŴT (t) �������#�� �# 	�������=��,

�� $%9'� ����#�� ��� α
(i)
T (t) 	
� i = 3, 4 ��� ���� $%3'� �� �� 	
���� �������#�� �#

	�������=���� $%9'�

����� ��� 	
����
(
rT (t), ŴT (t), α(3)

T (t), α(4)
T (t)

)
��������#� 	
����	 ����
� ���,

���� 	��	���������� ���� ���
����� � ����� �� ������ !� ��"��#����� 	
�	���,
��� (� � 
������ $79' ��� �����#��� 	��	���������� Tn → ∞ ��� �����"� t ≥ 0
�� �# ���� �������� rTn(t) P→ r(t)� ŴTn(t) P→ Ŵ (t)� α(i)

Tn
(t) P→ α(i)(t)� i = 3, 4� >��#,

=� ��"�� � ������ ��	���� 	
���� r(t) � Ŵ (t) 	��+����� !�
�� 
������� $-' $���� 1:2'
� 	
� Tn → ∞ ��� α

(i)
Tn

(t)� i = 3, 4 ��� ���� �������# $%3'� )���� �����"�!�� ����,
���� ���
��� 7�7 ����� 132� � ������!���� ����"
��� 8���������� ITn(t) 
�����
��	������ ������ !�� � ��
������� (�

4
√
Tn√

ψ1(
√
Tn)

∫ t

0

ĝ
(
rTn(s)

√
Tn

)
dŴTn(s) = W ∗

Tn

(
β̂

(1)
Tn

(t)
)
,



��� �� �� ����	�
� �� � ���	���	�� � �� �� ������

��

β̂
(1)
Tn

(t) =
√
Tn

ψ1(
√
Tn)

∫ t

0

ĝ2
(
rTn(s)

√
Tn

)
ds,

W ∗
Tn

(t) � �������	
 	�����	���� ��
����	�
�� �
	������ ��
���� ��� ������ ��� ����
� �


β̂
(1)
Tn

(t) P→ β̂(1)(t) = 2b0

[
rα1+1(t)
α1 + 1

−
∫ t

0

rα1(s) dŴ (s)
]
.

�����  ��
�� �!� �
	�
"
 �
	������ ��
���� ��# �
���$�
 ��
	���� ���%� �
&
�!�	�� ����'	���� �
	������ ��
���� ��� �
$
�� ���� 	���
	'( � ��� �
�' �$�%�
&
��� )*�+ �!� i = 3, 4� �

������� �	
	 ,
�"!����
 ��	����� )*+ � a(x) = x
1+x2 � �	���� f

′(x) = 1
1+x2 � -����

g(x) = sinx� �
�� �!� .'����
��!� β(t) =
∫ t

0 sin(ξ(s)) dξ(s)� 	��
����
	'( � �	/��
�
.'����
��!� β(t) �� .'����
��!
� I(t) )��	� !��' #�*+� !�"�
 �
������� �
 	��
�'&
(��� '�
	� (B3) � (B5) ��
���� ��# ��� ψ1(|x|) = |x|� a0 = 0� α1 = 1� ĝ(x) = sinx�
b0 = 1

6 � c0 = 1� 0"���
 �� ��'	�%����� ��# .'����
��! βT (t) = 1√
T

∫ tT

0 sin(ξ(s)) dξ(s)
��� T →∞ �!�$�
 �$�"����� �
 ��
���' I∗0 (t) = 1√

2
W ∗(t)�

#� ��������� �	
������

1
	����
 !��� #�* � #�� �� �.
��'!(��
 !��' #�2� �
 	��
����
	'���� ��� �
&
	������ 
��
	��� ���'!����	 �
$
���

��� �	�	 ���� ����	
����
� I(t) ������� �������� ����	
����� �������

β(t) =
∫ t

0

g(ξ(s)) dξ(s), β(1)(t) =
∫ t

0

g(ξ(s)) ds, β(2)(t) =
∫ t

0

g(ξ(s)) dW (s).

���������� 0�
�'��!
� �
 β(2)(t) = I(t) ��� F (x) ≡ 0�
,
�"!����
 .'����(

Φ(x) = 2
∫ x

0

f ′(u)
(∫ u

0

g(v)
f ′(v)

dv

)
du,

�� f(x) 	���� ��� 	 )�+� 3� .'����� ��� �������	�' �
����' Φ′(x) � ��� ���%�
����� )�� ���
( 4�$�"�+ !
��!�
 ����"�
	�' ��'"' �
����' Φ′′(x)� �
�' �!� ��
���'
Φ(ξ(t)) �
%�� ����
�'	��� .
��'!' ��
 )�*2�� 5*6� "!� ��+ � 
������� � ��
	������(
* �!� 	��� t > 0

Φ(ξ(t)) − Φ(x0) =
∫ t

0

[
Φ′(ξ(s))a(ξ(s)) +

1
2

Φ′′(ξ(s))
]
ds+

∫ t

0

Φ′(ξ(s)) dW (s).

1�!�� 	���
	'( � ��	����

Φ′(x)a(x) +
1
2

Φ′′(x) = g(x),

��� ��� ����� ���%� ����� )�� ���
( 4�$�"�+� 
�������


β(1)(t) = Φ(ξ(t))− Φ(x0)−
∫ t

0

Φ′(ξ(s)) dW (s),

�
�' β(1)(t) = I(t) ��� F (x) = Φ(x) − Φ(x0)� g(x) = Φ′(x)�



�������� ��	
���� ����������	 	�� ����
��	 ����������� ���� ���

���� ����� �	 �
������ ��������

β(t) =
∫ t

0

g(ξ(s))a(ξ(s)) ds +
∫ t

0

g(ξ(s)) dW (s)

= Φ̂(ξ(t)) − Φ̂(x0)−
∫ t

0

Φ̂′(ξ(s)) dW (s) +
∫ t

0

g(ξ(s)) dW (s)

= Φ̂(ξ(t)) − Φ̂(x0) +
∫ t

0

[
g(ξ(s))− Φ̂′(ξ(s))

]
dW (s),

��

Φ̂(x) = 2
∫ x

0

f ′(u)
(∫ u

0

g(v)a(v)
f ′(v)

dv

)
du,

������ �� � β(t) 	������� �� ����������� ������ I(t)� �

���� ���� ����� ξ � ��	
��	� ��
����� ��� �

lim
t→∞

1
t2

∫ t

0

E (f ′(ξ(s)))2 ds = 0.

���� ξ � �������� ��	
��	��

��
�������  �	������� ������!

Φ̄(x) = 2
∫ x

0

f ′(u)
(∫ u

0

χ{|v|<N}
f ′(v)

dv

)
du.

"���������# ������� $�� ��� ������� Φ(x)� ��������

1
t

∫ t

0

P{|ξ(s)| < N} ds =
1
t

E
[
Φ̄(ξ(t)) − Φ̄(x0)

] ≤ CN
1
t

E |f(ξ(t)) − f(x0)|

≤ CN

(
1
t2

E (f(ξ(t))− f(x0))
2

) 1
2

= CN

(
1
t2

∫ t

0

E (f ′(ξ(s)))2 ds
) 1

2

,

�� � �������% �������� ���������� �������! $�� ��� f(ξ(t))�
&�'�� ���(���!
 ����� ��� � ������� ����������� ����� �)����������� ����*

�'���� ���� �

���� ���� ����� ξ � ���������� ������ ����
���� ������� ���� ��� �������

�������
��� 	 
������� ������� � ���� g �≡ 0∫ ∞
0

g2 (ξ(s)) ds =∞
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0 g(ξ(s)) ds � ������������ �	��
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��� � ������� ���
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