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Abstract. A modification of Kaplan–Meier estimator is proposed for mixture components CDFs
estimation by censored data in the case when mixing probabilities vary from observation to observation.
Consistency of the estimators in the sup-norm is demonstrated and an upper bound for the convergence
rate is derived.
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������	
�� ������ � n �������� O1, . . . , On �� ������ �� ���		� ��	�
	��������
����� ���
�� ������� �� ���
	 Oj 	��
��� ��	�� � M  � ������ !��� �	
	���
������"� #��	�$�� ind(Oj) % 	��
�  � �����&� ���� 	��
��� Oj � '�������� ��
�	�$
		� ind(Oj) 	
������� ��
 ������ ��	�
	�����& ��� �	
	��� � ������  � �������
Oj � ����� wm

j = P(ind(Oj) = m)� m = 1, . . . , M � (�� ���	��� Oj ��	�� 	
������	�
)�����
����� ξj = ξ(Oj)� ��� ���
�� 	����� ��������* ���� Oj � ��� ����
ξ(O) ���
��� ��� ����� ����� ��� �	
	�� 	��
��� O+

Fm(A) = P(ξ(O) ∈ A | ind(O) = m).

, ��������� ��  � � ���
�
�
		� Oj ������������ � �����
 �
	������		�
� ����� ����� � ���
���������  ��� ξ∗j = min(ξj , cj) �� δj = �{ξ∗j ≤ cj}� �
 cj %
	
������	� � ������ �
�$	�� �� ��
���� �
	������ #� ����� ��� ���� cj �����
���
 ��� ���	� ��� ���	) ��� �	
	���+

Gm(A) = P(cj ∈ A | ind(Oj) = m)

-���$�  ������ � ����� ��� ���	� .�	���* ��� ����� ξ(O) ��� k/��� ��� �	
	/
��� ����� Fk(x) = Fk((−∞, x])� �� � ���
�
�
		�� (ξ∗j , δj)n

j=1� #� ����� � ������
�
���� (ξj , cj) �����*���� 	
���
�	�  � ���	) j0 ξj �� cj 	
���
�	�  � .����/
��	��� ind(Oj)� 1�	�
	�����& wm

j � j = 1, . . . , n� m = 1, . . . , M � �����*���� �������
��� ���� Fm �� Gm % 	
�������

, ���
�� ����������� ��� ���$	�  ��
��	�� ���	��  � ������		� ������
������ #� ����� � ���
�
����	� ������ Oj �� ��� ����	� ��	�
	�����& wk

j  �
���	) n 	��� ��� ����* 	
  ������	�� ����� ξj = ξj;n� wm

j = wm
j;n� (�� � ���
		�

 ��	�$
	� �	�
�� n 	�����  ��� 	
 ���
���
2����� .�	���* ��� ����� ���
��  ��	�$�� ���* � ���
��*� �� � ��� ����	�

��� ����� 2� ������ Gm(t) = Gm((−∞, t])� Gm(t−) = lims↑t Gm(s) = Gm((−∞, t))
% 	
 
�
��	� ����� �
���� .�	���& ��� ������ '�� ����	� .�	���� ����		�  ��	�/
$������ ����* �����+ Gm(t) = 1−Gm(t)� Fm(t) = 1− Fm(t)�

#��	�$�� �����

Nm(t) = P(ξ∗j ≤ t, δj = 1 | ind(Oj) = m) =
∫

(0,t]

Gm(s−)Fm(ds),

Ym(t) = P(ξ∗ ≥ t | ind(Oj) = m) = Gm(t−)Fm(t−).
3���

F k(t) = π
(0,t]

(
1− Nk(ds)

Yk(s)

)
, !4"

�
π(1+dα)  ��	�$��  ������/�	�
���� �� �.
�
	������ ����	�& .�	���& α !��/
����	��
 ��� � ������� 5"�

-�.������� k % 	��
� ��� �	
	��� ��� �����  ��������� ���	*��		�� (�� �����
��� ���	� F k(t) !� ��� ����	�� Fk(t) = 1 − F k(t)" � ���	�� Nk �� Yk �  �����/
��� ��� ����	� ���	� � !4" ������� � ����	�) �	�$
	�� 6�  �����	� � 789� 	� ����
���	�� Nk �� Yk ���	� ������������ ��� ����	� 	���	���
	� 
� ��$	� .�	���&
��� �����+

N̂k,n(t) =
1
n

n∑
j=1

ak
j�{ξ∗j ≤ t, δj = 1}, !�"

Ŷk,n(t) =
1
n

n∑
j=1

ak
j�{ξ∗j ≥ t}. !5"

3�� ak = (ak
1 , . . . , ak

n) % 	
� ������ ������ ��
.����	�� �� 	
 ���
���� ��� � �/
��
�
�
	�� ��
 ���
���� ��� ��	�
	������ wm

j � !6� � ��� wm
j � � 	
 �������� ��	�



������ �������	
���� ��� 
����� ��
���� ���

��������	
 ak
j ��� n �� �������� ��������
�� �� 	���� ��� ������ ��� 	� ��� ����

��������� �� ����	
� ���

1
n

n∑
j=1

wm
j ak

j = �{k = m}, m = 1, . . . , M. �!�

"� �������� � #!$� � ����� ���% ��������% ������  ��� ����� � & ������ � ������ �
���'���&�	� �

ak = ekΓ−1
n W�

n , �(�

�� ek = (�{k = l})M
l=1 ) ���	��*�����Wn = (wm

j )j=1...,n;m=1...,M ) �� n×M  �	���

������	����+� Γn = ( 1
n

∑n
j=1 wm

j wl
j)

M
m,l=1 ��� � ���� �� detΓn �= 0��

,�����  � ���� � �������	� ��������� ������ ���� ��� � ������ � ���'���&�	� �
������ �(�� ��� 	���� � ��-� �������� ������ & �����������. �� ���
*��% ������%
���'���&�	��� �� �������
�.	
 // � ����
0��� ���� � ������ �� Fk(t) ������& ������1

F̂k,n(t) = 1−π
(0,t]

(
1− dN̂k,n(s)

Ŷk,n(s)

)
= 1−

∏
j:ξ∗

j≤t

⎛
⎜⎝1− ak

j δj

n− ∑
i:ξ∗

i <t

ak
i

⎞
⎟⎠ . �2�

3������ �� �� � �������� ���� ��� ξ∗j �������� ����������� 	� ak
j = 1� ������ �2�

����	���.&	
� �� �����+�� ������ 4������56�+&�� �� '�����/ ���������� ����*
������% �� ��������� � ����������� � ����	������� ��

7������ � �n =
√

ln n
n � ak

n = supj=1,...,n |ak
j |� τk = sup{t : F k(t)Gk(t) > 0}� k =

1, . . . , M �

������� ��	� ����� Tk ∈ (0, τk) � ��	 ak
j 
��������	 ��
� ��� �� �n(ak

n)2 → 0
��� n →∞� ��� ����� ���� 
�����
� 
������� η� 0 < η < ∞ �� ��� �

sup
t∈[0,Tk]

|F̂k,n(t)− Fk(t)| ≤ η�n(ak
n)3


������ ��	�  �� 
�!
� ��"�#����� ak
j 
�$��������	 �%� �� �n(detΓn)−3 →

0� n → ∞� � F̂k,n(t) � ��
����� ����� ����������� #���� ��	 Fk(t) ��

����$�� [0, Tk]�

��+���� �����
�� + �������	� 0 ≤ wm
j ≤ 1� 	� �� ak

j ������% � �(�� ������&	
�

ak
n ≤ C detΓn�
8�� �	� �� �� ��� detΓn = 0 ���	��� ������	����+ �� �����	�� �� �9� wm =

(wm
1 , . . . , wm

n )� m = 1, . . . , M & ����+�� ������� �� : �
� � ��������� � �������
������ ����.���� '�����+ ��������� �� �����	�� �	�& ������	�'������. ����	
 ��
�����	���	� ����������� #!$� � �	��� ������	��	�� ����.���� �� ������� 0� ��

 ��9�� �������� ������&� �� ������ F̂k,n ����	
 ������	��	�� �� ��� detΓn → 0�
��� �� �����	� 9������

�� ��������� ��	���
��

;����.�� #<$� ������& � ���		  ��
	������	������ ��	������� ��  � ����*
���	�& � � ��������� 	���� � ��� ���
�� ������	��	���	
  ���'�������/ ������
4������56�+&��� =������ � �����		 ��	������ (0, t] 	� ������� � +��� �����

P = {0 = t0 < t1 < . . . < t|P | = t}. �>�

?���� P ���� � �������	� ���� ���% �����������	�+ �����		�� 	���%� ��

max
i=0,...,|P |−1

|ti+1 − ti| → 0, |P | → ∞. �@�



��� �� �� ��	
�����  �� �� ������

��������� �	
	 ������� α(u, v)� 	
������ ��� 0 ≤ u < v ≤ t� ���
	������ ��
�
�
	��� �������� �� [0, t]� ���� ��� 	��� 0 ≤ u < v < s ≤ t

α(u, s) = α(u, v) + α(v, s).

��������� �	�	 ����� α � ��
�
	�� �������	�� ����	� ������� !��� "����
����
���
	�
" ����#����" ���
	������ #���
��$

π
(0,t]

(1 + dα) = lim
P∈P:
|P |→∞

|P |∏
i=1

(1 + α(ti−1, ti)) %&'

(�� ��	����
� ������� f, g : [0, t] → R� ���
�� �� ����#��� )�������� α(u, v) =∫ v

u
f(s)dg(s) ����� ��
 0 ≤ u < v ≤ t� �����
"�

π
(0,t]

(1 + f(s)dg(s)) = π
(0,t]

(1 + dα) .

������ ������"� Tk� �� 	����	���� �"�	� �����"
 * +� � �������"�

‖x‖∞ = sup
t∈[0,Tk]

|x(t)|,

‖x‖v � ��	�� 	������� x(t) �� �����	��� [0, Tk] 

��� �	
	 ����� α, αn � ���	�
�� ������� ��������� μn(t) = π
(0,t]

(1+dαn)� μ(t) =

π
(0,t]

(1 + dα)� ����

‖μn − μ‖∞ ≤ 4‖μ‖v exp(‖αn‖∞)‖αn‖v‖αn − α‖∞.

(�	������ 	
��
	�� � �������
� ����	������� ���
"��
� � ,&- ��
 ��	������ ���
���"
 .$

‖μn − μ‖∞ ≤ 4‖μn‖v‖μ‖v‖αn − α‖∞
��

‖μn‖v ≤ exp(‖αn‖∞)‖αn‖v.

�

/ ��������� ���	�
� ��

0����
"� Λk(s, t) =
∫
(s,t]

dNk(u)
Yk(u) � Λk(t) = Λk(0, t) �� Λ̂k,n(s, t) =

∫
(s,t]

dN̂k,n(u)

Ŷk,n(u)
�

Λ̂k,n(t) = Λ̂k,n(0, t) ������� Λk(t) ���
	���� %����#������� �1� ��"����
	���'
�������� �
�
�� ��� ��
	������ 2
��� � ���������" Fk 

��� �	
	 ����� ��� ak
j 
������	��� ���
� ����������	� �� � ���� ����! 	���


�"����
� 
���#��� η0� 0 < η0 <∞ �� ��� $�%

‖N̂k,n −N‖∞ ≤ η0�nak
n,

‖Ŷk,n − Y ‖∞ ≤ η0�nak
n.

&�
������� 3��#����"� 	
�����	� 	�����
 ζj = (ξ∗j , δj) 4�#�� 1�
�
� �� ��1��
(ζ1, . . . , ζn) �	��� ��1�� 	
1���� � ��"�5� �� �"���
"
 ������������"
$

P(ζj ≤ z) =
m∑

k=1

wk
j Hk(z),

�� z = (z1, z2) ∈ R
2�

Hk(z) = P(min(ξ(Oj), cj) ≤ z1,�{ξ(Oj) ≤ cj} ≤ z2 | ind(Oj) = k)



������ �������	
���� ��� 
����� ��
���� ���

� ������� 	
��
��� ζj �� ��
��� �
 Oj �������� k�
�� �
��
����� ������� ���
��
������� 
 ζj �����
� ����� �  !"� 
�	���#�
� �
 ����# ���� �����
�� ����$���
η1 <∞ �� ��� �� ��
%

sup
z∈R2

|Ĥk,n(z) −Hk(z)| ≤ η1�nak
n, &'()

� Ĥk,n(z) = 1
n

∑n
j=1 ak

j�{ζj ≤ z}� *������� Ŷk,n(t) = 1−Ĥk,n(t, 1)� Y (t) = 1−Hk(t, 1)�
N̂k,n(t) = Ĥk,n(t, 1) − Ĥk,n(t, 0)� Nk(t) = Hk(t, 1) − Hk(t, 0)� �
 � &'() 
�	���#�

���	����� ����� �

���� ���� � ������ �	�
	�� �� ������� ���� ��������� �	������ η2� η2 < ∞ �

� �� n0� n0 <∞ ��� �� ��� ���� n > n0

‖Λ̂k,n − Λk‖∞ ≤ η2�nak
n.

���	�	��� �� 
���$����� Λ �� Λ̂ 
�	���#�


‖Λ̂k,n − Λk‖∞ = sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣
∫

(0,t]

dN̂k,n(s)
Ŷk,n(s)

−
∫

(0,t]

dNk(s)
Yk(s)

∣∣∣∣∣ ≤ I1 + I2, &'')

�

I1 = sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣
∫

(0,t]

(
1

Ŷk,n(s)
− 1

Yk(s)

)
dN̂k,n(s)

∣∣∣∣∣ ,
I2 = sup

t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣
∫

(0,t]

d(N̂k,n(s)−Nk(s))
Yk(s)

∣∣∣∣∣ .
*+�����
 I1 ≤ ‖ Ŷk,n−Yk

Ŷk,nYk
‖∞‖N̂k,n‖v� *������� Tk < τk� �
 σk := inf{Yk(t) | t ∈

[0, Tk]} > 0 � �� ���
, ��' 
�	���#�
� �
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