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Abstract. Conic section fitting problem is considered. True points are assumed to lie on a conic
section. The points are observed with additive errors, which are independent and have bivariate
normal distribution N(0, σ2I), with unknown σ2. We study asymptotic properties of the estimator of
conic section parameters introduced in Kukush et al., Computational Statistics and Data Analysis 47
(2004), 123–147. The conditions for singular asymptotic normality of the estimator are provided. (The
asymptotic covariance matrix is singular and has defect 1 because the unit sphere in Euclidean space
is taken for a parameter space.)
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Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0. #�$

%��
�
���� "�� &��
 � �	�� �� ���'�������� A� B 
�� C ��� ����������
%�
�
���� "� ������� ����� (ξk, ηk) ���
� �
 ��������� ��������� �����

Aξ2k + 2Bξkηk + Cη2
k + 2Dξk + 2Eηk + F = 0, k ≥ 1. #($

)� ����� ���������
���� � ��&���
�� (δk, εk)� ����� ��������������� � (xk, yk)�
k = 1, . . . , n� 	�

xk = ξk + δk, yk = ηk + εk, k ≥ 1.
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��������� 	� �
��� (δk, εk) ��� ���������� ��������� ������� N(0, σ2I) � ���
������ �

���� �� ������������ �����
�� ���������� ���������� �� �����
�

�
����� (xk, yk)� k = 1, . . . , n� �������� ��
 ������� A� B� � � � � F ������� !"#�
$ ������ %&' ��������
�� �������� ����� ������( �������
������� ������ )*+,� ���

�� ��������� ������� � ����� �-���� .��/��
�� ��
 ������� ������� !"# � ����
�
���0

β = (A, 2B, C, 2D, 2E, F )�.

1
� �
��� ������������ � �������� �� �������/� ��������� � ���� ���
�� �
 �
��
��� �������� 2�� ��������/� ����
��� �
��
��� ��������� ����/����
�� ‖β‖ =
1� �
 ‖β‖ �������� ���� �
���� β � 
���������� ������� 3� ������ ���������
�
��� β ������
��� � �������� �� ������ 3�� ������� �������
������� ������ β̂n

�������� �-�������

min
(‖β̂n − β‖, ‖β̂n + β‖)→ 0, n→∞, !4#

����
 ���
����
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���������� 	
 5�-� ������6 ���
� !� ��6������� ��������# ������( ���
�
�����( ������ M ����� n × n� ������������ �� ���������� ����������
��
(λmin,1(M), λmin,2(M), . . . , λmin,n(M))�

λmin,1(M) ≤ λmin,2(M) ≤ . . . ≤ λmin,n(M).

5���
�7
 �����
 ����� ������
�� λmin(M) = λmin,1(M)� 5��-���7
 �����
 �����
������� λmax(M) = λmin,n(M)�

8������� ������ ψ(x, y, σ2) ����� 6× 6 ��������� ������ 3� σ2 = 0 ������
�
��

ψ(x, y, 0) =
(
x2, xy, y2, x, y, 1

)� (
x2, xy, y2, x, y, 1

)
.

3� σ2 > 0 �������� ψ(x, y, σ2) �� ���9����  ������������/� �������

E(δ,ε)�∼N(0,σ2I) ψ
(
ξ + δ, η + ε, σ2

)
= ψ(ξ, η, 0). !:#

;�� �� �-����
��� ���
�������/� ���������� ��������� 	� ξ �� η � �
��������
���� �������� δ �� ε � �
���
����� ����������� ��������� 	� ����� ���������
������� N(0, σ2)�
<������������  ������ ψ(x, y, σ2) ��������� � ��/���� ���
�����( �������

�����
��( � ���/���
���0

ψ
(
x, y, σ2

)

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x4−6x2σ2+3σ4
(
x3−3xσ2

)
y

(
x2−σ2

) (
y2−σ2

) ∗ ∗ ∗(
x3−3xσ2

)
y

(
x2−σ2

) (
y2−σ2

)
x
(
y3−3yσ2

) ∗ ∗ ∗(
x2−σ2

) (
y2−σ2

)
x
(
y3−3yσ2

)
y4−6y2σ2+3σ4 ∗ ∗ ∗

x3−3xσ2
(
x2−σ2

)
y x

(
y2−σ2

)
x2−σ2 xy x(

x2−σ2
)
y x

(
y2−σ2

)
y3−3yσ2 xy y2−σ2 y

x2−σ2 xy y2−σ2 x y 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

8������� ������ ���
������ �� ��
�� ������/������� 
�
�
��� ������
�� ����
������ 5����� ���
����� ������ -��
�� ���������� ����-��� ������
=������� ��-������ ������ ����
�� σ2� 2��  ��������/� n ���������

Ψ(v) =
n∑

k=1

ψ(xi, yi, v), v ≥ 0.
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�������� ��� �	��
� ������ σ2 ���� ������ 
���
�� ������� ���������
���� ��
�� σ̂2 �
 ��������
 ��������

λmin

(
Ψ
(
σ̂2
))

= 0. ���

���� �
�� ��
�� σ̂2 �
 � ����� ������!��� ��������
 ��������

det
(
Ψ
(
σ̂2
))

= 0. �"�

#�� n ≥ 6 � �� ������ ����	� Ψ(0) ����������� $ ����
�% 
��� ����	�
Ψ(0) ����������% �������� ��� �! ����� ���� ��������
% 	� ��������
 ������ �
! � ������ ������!���� �������
�� �������� �"��

����	� Ψ(σ̂2) ������!���� ���������&� '��(��� �	��
� ��
��� β �
 ������)

�� �������� ��
��� β̂ ∈ R
6% ‖β̂‖ = 1% �
� *� Ψ(σ̂2)β̂ = 0� +�� ��,�% *��

��
��� β̂ ��� �������(��& �	��
�&% �������� *� �
���� �����% *�� β̂ ��� ����)
����& -��
	�!& ��� ������������ (x1, y1)% � � � % (xn, yn)� . �������& ��� ������� 
����� /�0 �
 �	��
 ����!�

'	��
 1234 ���������� � ����� /40� 5�,����� 66 ��(������� ������� � /70�

8� ����� ������	
�	���	�

+������ ����� 
�������������� � �,������ ������ � ��� 9 ������ �	��&����
�������� ��������% ����6 ����� ��������� ���,�,� �����
�% � �������� ������)
��6 ������������ ������� � ����� /"0� +�� ���,� ����
� �	��&���� ��������

���(��,� �������� � ���*��� 	� ����� ������� � ������� �������

������� � �/"0�� ����� ���	�
���� ��	��� 	���� ���������� ������

����� ��� ��	����

Ψn =
n∑

k=1

ψ(ξk, ηk, 0) =
n∑

k=1

(
ξ2k, ξkηk, η

2
k, ξk, ηk, 1

)� (
ξ2k, ξkηk, η

2
k, ξk, ηk, 1

)
��� ����� ��������
��

lim
n→∞

1
n
λmin,2(Ψn) > 0.

����������  �! ����������� �����

��:� ���"	� C1 > 0 	� γ ∈ [0, 1)� 	���  � ��� ���� n ≥ 1

1
n

n∑
k=1

(
ξ6k + η6

k

)
< C1n

γ

�!�  �! ����������� !���
 ������� �����

��:)�

∞∑
k=1

ξ6k + η6
k

k2
<∞.

#� ��	��!� ����� �:��� ����$�	� ��� ��	��� ����� ������	���% ���������
������ ���� ! ����& � �����

�:� AC 	= B2� 	�!	� ��	��� ������ ������� � � �� ����!���"� �� ����"

���������� �������

�!�

�:�� ����������	�
{

1
n

∑n
k=1(ξ

2
k + η2

k), n ≥ 1
}
�!��$��%



��� �� �� ��	
�

��� ��������	 
���� ������ � ���� 
���� ���� ��� ����� ��	��� �������� σ2�

�������� � ����	�	 �� ������ ����������� ��� limn→∞ σ̂2 = σ2 ����� ��������

��� ��������	 
���� ������ ��������	 ����� � 
��� ���� ��� ����� � ���� � �����
� 
��� ��� ��� ���� ��	��� �������� β� �������� � ����	�	 �� ������ ����������
� ����	 ��	����	 ��� ����� ��������

��	
���� �	�� ���������� ������ ���� � �
��
	� � ����	�������� ������� �
 ����
���! ��" ������ �� ��� ���! ���
�
�� � �
��
	� �#$ ������%� �& � �
��
	� '���

(� ����� ������	
�� ���������
�� 
������
��� ���
��

���
�
	� �������� �	��! ��)�$ *� ���%� �
√
n�%���!��
����+ �� �� �����√

n(β̂ − β) ���	�� �� �!���,
��)� ���	�����)��

-�� ���%! β̂ ����	
��� β ��%���
	�

β̂∗ =

{
β̂, �%*� β�β̂ ≥ 0;
−β̂, �%*� β�β̂ < 0.

.�%!	 /!��	$ β̂∗ = ±β̂$ �
  ��% �!0!������� ��%$ *�0 �
%���! β̂∗ �� β �����+���!

)����!1 �0� ���	!1 %��� �
%��� β̂∗ � 2�
/
���+3 ���%�+ ����	
��� β$ ��0�� ��!

��%������	� β �
%��� β̂∗ � 0��
�
��+ ���%��+ ��� �����
�
,
��$ ��
 ��! �� �!4 β
� ���%�� �� ���

������� �� ����� 	����	 ���� ���������� � 
����

��� ��� i ≥ 0� j ≥ 0� i+ j ≤ 6 ��! �	��� ��	��	�� �� ��	������� "������

1
n

n∑
k=1

ξi
kη

j
k → μi,j , n→∞.

�'� #�������� ������

Ψ∞ :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

μ4,0 μ3,1 μ2,2 μ3,0 μ2,1 μ2,0

μ3,1 μ2,2 μ1,3 μ2,1 μ1,2 μ1,1

μ2,2 μ1,3 μ0,4 μ1,2 μ0,3 μ0,2

μ3,0 μ2,1 μ1,2 μ2,0 μ1,1 μ1,0

μ2,1 μ1,2 μ0,3 μ1,1 μ0,2 μ0,1

μ2,0 μ1,1 μ0,2 μ1,0 μ0,1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��! ���" $�

%��	 &�������' ��	��� �������� β � ��	��� �������� σ2 ���������� � ��	�(

�	���)����
√
n

(
β̂∗ − β
σ̂2 − σ2

)
d−→ N(0,Σ), �#�

��

Σ =
(

Ψ∞ Ψ
′
∞β

β� 0

)−1(
Σ6 0
0 0

)(
Ψ∞ β

β�Ψ
′
∞ 0

)−1

, �&�

Σ6 * ������� ��������� ���� ! ���"������ �	� μi,j � i+ j ≤ 6� � �	� 	������
�������	� A� B� � � � � F � σ2+ ������ Ψ

′
∞ ��������� � ���	�� !

Ψ
′
∞ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−6μ2,0 −3μ1,1 −μ2,0 − μ0,2 ∗ ∗ ∗
−3μ1,1 −μ2,0 − μ0,2 −3μ1,1 ∗ ∗ ∗

−μ2,0 − μ0,2 −3μ1,1 −6μ0,2 ∗ ∗ ∗
−3μ1,0 −μ0,1 −μ1,0 −1 0 0
−μ0,1 −μ1,0 −3μ0,1 0 −1 0
−1 0 −1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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������� �� �� ���� ���	��
 � ����� β̂ �
���� ����
������� � ���� ���� ����

������ ����� β̂∗ �� ����� σ̂2 �
���� ����
������ � ��
������� ����� �����

β̂∗ → β �� σ̂2 → σ2 �	
 n→∞ ����� ��������

���� ���!� �� ����	
���� ��	� �


�� �
�� �� ��
� ������� �� � ��	� � ������� �
	����	��

1
n

Ψn → Ψ∞, n→∞. ���

������
 Ψn ��	
������ 	�������
� ��� ������ Ψn ��!�" ��	
������ 	���������
#�� � ��	� rankΨ∞ = 5 	����	��� $� ������ Ψ∞ ��� 	��%�� ��%�� & !�����%�
 �'

�(
 	��%�
 ��%�� ������
 �� ��)�* %���� !����
%�* +� #�,�� ����� λmin,2(Ψ∞) >
0�

�� �������) ��� %�
-!
%�* 	��%��. ��%�� ���	� /01� ��%�
��! 23�4��&�

1
n
λmin,2(Ψn) = λmin,2

(
1
n

Ψn

)
→ λmin,2(Ψ∞) > 0, n→∞,

�	
�!� 	����	�� ��	� �


� ������� ��
#�!�" ��
��� � ��	�) � ������� � ��%�
��	��%�


{
1
n

∑n
k=1 ξ

6
k, n ≥ 1

}
�{

1
n

∑n
k=1 η

6
k, n ≥ 1

}
�
{

1
n

∑n
k=1 ξ

2
k, n ≥ 1

}
�
{

1
n

∑n
k=1 η

2
k, n ≥ 1

}
�,
"�
� ��� �
 ��%�
5

��	��%�
 �,��"��
� 
 ��� ��	� �
�� �� γ = 0� �� ��
� ������� � 	�!��)�*% �

6�!��� β̂∗ 	�,���� ��!� $�∥∥β̂∗ − β∥∥ = min
(‖β̂ − β‖, ‖β̂ + β‖).

#�� �� �������) � ��������

‖β̂∗n − β‖ → 0, n→∞, ��&�

σ̂2
n → σ2, n→∞ ����

��-"� ����	��� �

���� ���! ���	��
 �� �� %!���%�����%* ����) �
 %����
 /�1� 7��	� �
�8 ���� ��%��5
��*� ����	
� �� ��(� ��� 
%������ �������
 ���������� #�� � ���� %���	����	�


 �� 9����%��.: ��
��!� ;�
�!� (β̂n, σ̂
2) �� (β̂∗n, σ̂2) � ���!����   !�. 	����!�	� <�5

!�
 

Gn(b, v) =
(

1
nΨnb

b�b− 1

)
�
 ������� �� 	 R

7 ���
	�)� 0�
=���	
���� ��	� >�� � � � � ?�� @� ���� �
 %����
 /�1� 7��	 A� ����	
� �� �� ����
,���

	
� 9B���%��: ��
�!� β̂∗ �� ��
�!� σ̂2 � !��%�%�������� �� �������) ��
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��� ψ(ξ + δ, η + ε, σ2) ����������� 	
���������� ��� ξ� δ� η� ε� σ ��� ���� �� ���� ��������  �!� ������� ��
��� ψ(ξ+ δ,
η+ ε, σ2) 
�	������� �� ��������� ��� ξ �� η� 	 ���"��������� ��� � ����������
��� δ� ε �� σ� �� ���"������� ��
�� ξ4� ξ3η� ξ2η2� ξη3 �� η4 ������ �����������
����������� ����� �� ������ 	���#��� ��� δ� ε �� σ� $�� 
�	���� ��
��� ψ(ξ+δ,
η+ ε, σ2)−ψ(ξ, ε, 0) ����������� 	 ���������� ��� ξ� δ� η� ε� σ �� � �������� � ����
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 (ψ(ξ + δ, η+ ε, σ2)−ψ(ξ, ε, 0))β� �� β ∈ R
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ξ + δ, η + ε, σ2
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E
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(
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�� β �� σ2 �� �
����� μi,j � i+ j ≤ 6�
2�
���
�� ���� 6�������� 7�������� !� ������� ��
��� ψ(ξ+δ, η+ε, σ2)

− ψ(ξ, η, 0) � ���������� ��� ��������� ���- �%�� ������

coef · ξiηjδpηqσ2r, i+ j + p+ q + 2r ≤ 4, i+ j ≤ 3.

$�� ��� ��
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��� ��
�������� ������∥∥ψ (ξ+δ, η+ε, σ2
)− ψ(ξ, η, 0)

∥∥ ≤ const · (|ξ|3 + |η|3 + 1
) (
δ4 + ε4 + σ4 + 1

)
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∂
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6
(
x2−σ2

)
3xy x2+y2−2σ2 ∗ ∗ ∗

3xy x2+y2−2σ2 3xy ∗ ∗ ∗
x2+y2−2σ2 3xy 6

(
y2−σ2

) ∗ ∗ ∗
3x y x 1 0 0
y x 3y 0 1 0
1 0 1 0 0 0

⎞
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′
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� ������ ������� V1 � ����������� ��������� �� ���� �������
��� ����� �������� ����� ������

������� Ψ(σ2) � �������� ��������� Ψals �� ������ � !	 ������� Ψn � ��������
��������� Ψols � ��� ����� ������� "�������� #���� � $���� % � � !

1
n

(Ψals −Ψols)→ 0, n→∞
����� �����	 � ����

1
n

(
Ψ
(
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)−Ψn
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����� ������ #� ��������� &)( �� &'%( ���$����
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n
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(
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)→ Ψ∞ ��� &'*(

+������ $����� �������� A ∈ L(R6×6) � �������� ������� ������� 6 × 6 ��
,����$��
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⎛
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∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
a b c d e f

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= −

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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e d 3e 0 f 0
f 0 f 0 0 0
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′
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1
n

Ψ′(σ) = lim
n→∞

1
n

A
(
Ψ
(
σ2
))

= A(Ψ∞) = Ψ
′
∞ ���, &')(

lim
n→∞

1
n

Ψ
′
n = lim

n→∞
1
n
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′
∞, &/0(

�� Ψ
′
n =

∑n
k=1 ψ

′
v(ξk, ηk, 0)�

+��1������ &'*( �� &')(	 ���������	 
� ����� �����

G′n(β, σ2) =
(

1
nΨ
(
σ2
)

1
nΨ′

(
σ2
)
β

β� 0

)
→
(

Ψ∞ Ψ
′
∞β

β� 0

)
= V1, n→∞.

2��������� ������������ ������3 ������� V1� 4�����"� �������� ��������

β�Ψ
′
∞β 	= 0� 5$� ����� ��"��������� $��� 6 �� ������ � !� 7��������� ,���� b�Ψ

′
nb

� � ! ������� ��"8 −Q̄l0(b)� #���� � $���� 6 � � ! β�Ψ
′
nβ ≤ −nε0(A2 + 2B2 + C2)2

�$� �"����� ,�"������� ε0 > 0 �� �$� ���1 �������� ��$�"�1 n� #������ �������
����1�� ����� �� &/0(� 9�������� ��������

β�Ψ
′
∞β ≤ −ε0

(
A2 + 2B2 + C2

)2
< 0.

5$� ����	 
�� ������� ������������ ������� V1	 ����������	 
� (v�, u)V1 = 0	
����� (

v
u

)�(
Ψ∞ Ψ

′
∞β

β� 0

)
= 0, &/'(

�� ��������	 
� (v�, u) = 0� :������ &/'( ����������� �" ������� �����

v�Ψ∞ + uβ� = 0, &//(

v�Ψ
′
∞β = 0. &/;(
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0 =
(
v�Ψ∞ + uβ�

)
β = v�Ψ∞β + uβ�β = u

���� ���
������
 ����
��� Ψ∞β = 0 �� β�β = ‖β‖2 = 1	� � ����
���� ���	 �� u = 0
��
 v�Ψ∞ = 0� Ψ∞v = 0 ���� ���
������
 ������� ������ Ψ∞	� ��� �
�������
��
��� � �
�����
� �
 ��� 
��� ��
���� ������ Ψ∞ 
��
�������� !�� ��
����
�
�
�"��� �� ����
�
 β �� ����� ����
� v� #
� v = kβ ��� ��
$
� �������
$

�
�%������� k ∈ R� ��������
 v = kβ � �������� ���	&

kβ�Ψ
′
∞β = 0. ��'	

� ���(������ ������
��� β�Ψ
′
∞β < 0� � �������� ��'	 
�����
 k = 0� )�"�

(v�, u) = (kβ�, u) = 0� *
�����
� �
 � ����
��� (v�, u)V1 = 0 �������� (v�, u) = 0�
#
� ������ V1 �����
�"����

��� �
���+�
 �
����� �������� ������������ & ��� ���( δ > 0

lim
ε→0

lim
n→∞P

⎧⎪⎨
⎪⎩ max
‖b−β‖≤ε

‖v−σ2‖≤ε

∥∥G′n(b, v)−G′n
(
β, σ2

)∥∥ ≥ δ

⎫⎪⎬
⎪⎭ = 0. ��,	

#�� δ �� ε - ��������
�� .�����
*
����
� �
 ��"� ������


lim
ε→0

n→∞
max

‖b−β‖≤ε

‖v−σ2‖≤ε

∥∥G′n(b, v)−G′n
(
β, σ2

)∥∥ = 0. ��/	

0� ��/	 �������� �
�� ��,	�
1������ ������ Ψ(v) � �
$
.����� �
 � ������� ��� v�

Ψ(v) = Ψ
(
σ2
)

+
(
v − σ2

)
Ψ′
(
σ2
)

+
n
(
v − σ2

)2
2

Ψ′′1 ,

��

Ψ′′1 =
∂2

∂v2
ψ(x, y, v) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

6 0 2 0 0 0
0 2 0 0 0 0
2 0 6 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

#
�

0 ≤ max
‖v−σ2‖<ε

∥∥∥∥ 1
n

Ψ(v)− 1
n

Ψ
(
σ2
)∥∥∥∥ ≤ ε

∥∥∥∥ 1
n

Ψ(v)
∥∥∥∥+

ε2

2
‖Ψ′′1‖. ��2	

3����.�
���.�� %������ Ψ′(v) ������� �
 v�

Ψ′(v) = Ψ′
(
σ2
)

+ n
(
v − σ2

)
Ψ′′1 .

#
�

1
n

Ψ′(v)b − 1
n

Ψ′
(
σ2
)
β =

(
v − σ2

)
Ψ′′1b+

1
n

Ψ′
(
σ2
)
(b− β),

0 ≤ max
‖b−β‖≤ε

‖v−σ2‖≤ε

∥∥∥∥ 1
n

Ψ′(v)b − 1
n

Ψ′
(
σ2
)
β

∥∥∥∥ ≤ ε ‖Ψ′′1‖ (1 + ε) +
∥∥∥∥ 1
n

Ψ′
(
σ2
)∥∥∥∥ ε. ��4	

#�� ���(
���
 ������� ‖β‖ = 1�
5�
����
��

max
‖b−β‖≤ε

∥∥b� − β�∥∥ = ε. ��6	
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 &�	�� 
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�
������� � 1��	�&������ ���2
��	� � $������0����� 	����0�� Σ" �

3���� ��$��	�� 4� 	����0� Σ ���� ���" ������	�� 4� 
 ��������(
Ψ∞ β

β�Ψ
′
∞ 0

)(
0
1

)
=
(
β
0

)
���&���' (

Ψ∞ β

β�Ψ
′
∞ 0

)−1(
β
0

)
=
(

0
1

)
.

#�'	�

Σ
(
β0

0

)
=
(

Ψ∞ Ψ
′
∞β

β� 0

)−1(
Σ6 0
0 0

)(
Ψ∞ β

β�Ψ
′
∞ 0

)−1(
β
0

)

=
(

Ψ∞ Ψ
′
∞β

β� 0

)−1(
Σ6 0
0 0

)(
0
1

)

=
(

Ψ∞ Ψ
′
∞β

β� 0

)−1(
0
0

)
= 0. �-!�

5�
$&� �	� 	����0� Σ �� �&�$�

Σ =
(

Σβ Σβ,σ2

Σσ2,β Σσ2

)
.

Σβ * 0� ���	�������� $������0���� 	����0� �0��$� β̂" 6��&�/���� Σσ2 * 0� ���	2
��������  �������� �0��$� σ̂2" � �������� �-!� ���&���'

Σββ = 0. �-��

7��� ���	�������� $������0���� 	����0� Σβ �0��$� β̂ ��$� ���� ���"

���� �� ����� Pk(x, y) � ��	
	���� k ������ ��� ��	� �������� �������	 � 	��	�

������ ������ k ��	
	���� Ak(x, y)� �	��	 �	�������	

Pk(x, y) = Ak(x, y) + Pk−1(x, y),

�� Ak(x, y) � 	��	������ ��	
	���� k�
	 ������� Pk−1(x, y) � ��	
	���� �� �����

�� k−1�
	 ������� �	������	 Bk(x, y) ��	
	���� � �	�� ��	� ��������

EBk(ξ + δ, η + ε) = Ak(ξ, δ), ∀ξ ∈ R ∀η ∈ R, �-��

�� (δ, ε) ∼ N(0, σ2I) � ��	�������� 
�!�� ����	�� ξ �� η � ��������	�� �������

"	��

E(Pk(δ, ε))2 ≥ E(Bk(δ, ε))2. �--�

#���� �	
	�

E(Pk(ξ + δ, η + ε))2 ≥ E(Bk(δ, ε))2, ∀ξ ∈ R ∀η ∈ R. �-8�

$	�������� 3��� ���� &�	� ���&���' 
 ��/� 1�$��� 4� 	��/��&�� 9�	��� 	�' ���2

	��:� ���	� � �������� L2

(
R, 1√

2πσ
e−x2/(2σ2) dx

)
���� 	��/��&���� k2/� ������� 
�

����:�	 $��1�0�'���	 1" 3�� σ2 ��$��������'���� ��� ���� ��� 	��/��&��� 9�	���

Hk(x) = (−1)kσ2kex2/(2σ2) ∂
k

∂xk

(
e−x2/(2σ2)

)
, k ≥ 0.



��������	 	
�������	 ����	����
� ������ ��������� �������� ���

��� �����	
� ���������� ��� ��� ��� �
������
�� ��� ���� ���

���
���������� �� ��� k = 0 �������

� ���� ������� 
�� !�� ��"� �� 
� ������ ��

#�
������
 
� 	�� $ � ��
�� ���$��� �����
�% & �� 
�� ���� �
������
� ������
�����"�� k ≥ 1�

'������"
�� ��
����
��� �
������
� Ak(x, y) ���
����� aj (

Ak(x, y) =
k∑

j=0

ajx
k−jyj .

�������� ������

� 	�� $ �����
�� )������ �������� *++,�
-������� �� �
������


Q(x, y) = Pk(x, y)−Bk(x, y)

��" �����
 
� 	�� $� k−1� .�� ������� σ ���

�/� �� Bk(x, y) 	��� �
������
��
��� x� y� σ 
� 	�� $ � k �����
� *	��� ������� ��
����
� ���� coef·xiyjσ2r � i+j+2r ≤
k,� ������� ��� σ2 = 0 ��" ����� ���
��� Bk(x, y) = Ak(x, y)� 0��
��� �
������
��
Bk(x, y) − Ak(x, y) 	��� �������� � ��
����
�� ���� coef · xiyjσ2r � i + j + 2r ≤ k�
r ≥ 1� -�� ������
��� σ2 ���
��� �
������
�� Bk(x, y)−Ak(x, y) 	��� ���� �����
 

� 	�� $� k − 2� � �
������


Q(x, y) = Pk(x, y)−Bk(x, y) = Ak(x, y)−Bk(x, y) + Pk−1(x, y)

	��� ���� �����
 
� 	�� $� 
�� k − 1�
1����

Pk(x, y) = Bk(x, y) +Q(x, y),

EPk(δ, ε)2 = EBk(δ, ε)2 + 2 EBk(δ, ε)Q(δ, ε) + EQ(δ, ε)2. *+2,

0�����
��� ��� 	����� ������� H2 = L2

(
R

2, 1
2π e

−x2+y2

2σ2 dx dy
)
������� ��	 	�
�

������ �� �������� 	
����
 〈f, g〉 = E f(δ, ε)g(δ, ε)� �������� �
�
����� ���

��� Hn(x) 
��
�
������ � ��
��
�� H1 = L2

(
R, 1√

2π
e−

x2

2σ2 dx
)
� �
 �
�
�����

Hn−j(x)Hj(y)� 0 ≤ j ≤ n < ∞ ���
�  �� 
��
�
������ ������ ����
��� � ��
�
��
�� H2 !"� §II.1#� $�
�
����� Hn−j(x)Hj(y)� 0 ≤ j ≤ n < k� ����	� �� �����
��
��
�� �
�
������ ��	 	�
� ������ ������� �� ����%� k− 1 !"� ��� &�'#� $
(��
����������� )
 ������� �
�������

Bk(x, y) =
k∑

j=0

ajHk−j(x)Hj(y)

* �
��+���
 �������� ,-./� 0
� �
�
���� Bk(x, y) 
��
�
������� 	
 ��	����
�

�
�
����� ������� �� ����%� k − 1� �
����� EBk(δ, ε)Q(δ, ε) = 0� 1 ����
��� ,-2/

����*
 EPk(δ, ε)2 = EBk(δ, ε)2 + EQ(δ, ε)2 ≥ EBk(δ, ε)2� � ���������� ,--/ 	
��	��
�
�
3
��	��
� )
 4�� �
� ��� 5 ���
��*���� ���������� ,--/6� 7��
�����*
 �� �����

	(���� 	�� 	
��	���� ������
��� ,-5/� 8
������
 �
�
���� Pk(ξ + x, η + y) ���
����
����� ξ �� η� 7�� �* ������� k �� �
����	

Pk(ξ + x, η + y) = Ak(x, y) +
k∑

j=0

ak

(
(ξ + x)k−j(η + y)j − xk−jyj

)
+ Pk−1(ξ + x, η + y),

����
� �
�
����
∑k

j=0 ak ((ξ + x)k−j(η + y)j − xk−jyj) + Pk−1(ξ + x, η + y) �*
������� �� ����%� k − 1� 0
� Pk(ξ + x, η + y) ��	
�
����* �
�� ��� 5 � ����
��� �
�
����
 Ak(x, y)� � 	�� ��
�
 ���
��*���� ���������� ,-5/� �



��� �� �� ��	
�

���� �� ����� A � ���	
�� 	���	� m × n� S �� T � ���
	����� ���	
��

	���	� m×m ��� ��������� n× n� ���
rank(S AT ) = rankA.

���	��� 
� �� ��� ��	��
 � ��
����
��� ���	������� ���	
�� Σ ����


(β̂�, σ̂2)� �� ��
����
��� ���	������� ���	
�� Σβ ����
 β̂ ����� �� ��� !�

�"�

rankΣ = 6, rankΣβ = 5.

#�������� �������� 	�
�	��� �� ������� Σ6 � 	�
�	���� ������� � � 	�	����

���������� ��� ����� 	�� 	�
������� 
������

v = (A1, 2B1, C1, 2D1, 2E1, F1)� ∈ R
6 \ {0}

����
����� �� v�Σ6v > 0�
����� v�ψ(x, y, σ2)β � ����������� 
�	 x �� y ���
������ �������� �� 	������

������� 
 ���� ����� 
�	 �������� 
������ v� !	����	��" ��������� ����	���" �
�	�������
 ��"#���$��� ������� ���������� v�ψ(x, y, σ2)β 	���
���%

P (x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(A1x
2 + 2B1xy + C1y

2)(Ax2 + 2Bxy + Cy2),
���� (A1, B1, C1) 	= 0;

(2D1x+ 2E1y)(Ax2 + 2Bxy + Cy2),
���� A1 = B1 = C1 = 0 �� (D1, E1) 	= 0;

F1(Ax2 + 2Bxy + Cy2), F1 	= 0,
���� A1 = B1 = C1 = D1 = E1 = 0�

&���	���� �� A 2B C ' �������� 
������ β 	� β ' �� ������� �������� ������(
��� � �����"��� �	�� � ��) ����) ��������
 �������
�"�
*��	�� � ����� +

E
(
v�ψ(xi, yi, σ)β

)2 ≥ EB(δi, εi)2,
	� B(x, y) ' ���
,���� ��	��� 	����
�����-

EB(ξ + δi, η + εi) = P (ξ, η), ∀ξ ∈ R ∀η ∈ R.

!������� ��)�#�� (δi, εi) �	����
� �����	����� 	�� �����) i �� ��������� B(x, y)
�	����
�" 	�� �����) i �� ����������� ���	�
���� EB(δi, εi)2 �� ���� ��� 
�	 i�
.�������� B(x, y) �������
�" 
�� ������� 
�� �	������� ��� � � ���������� P (x, y)�
*
�	�� 
����
��

E
(
v�ψ

(
xi, yi, σ

2
)
β
)2 ≥ EB(δi, εi)2 = E(δ,ε)�∼N(0,σ2I)B(δ, ε)2 > 0,

1
n

k∑
i=1

E
(
v�ψ

(
xi, yi, σ

2
)
β
)2 ≥ E(δ,ε)�∼N(0,σ2I)B(δ, ε)2 > 0. /012

* ���)�
����� �#� ����� /342 ���#��� ��������" ����)�	 
 /012%

v�Σ6v = v� lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

E
[
ψ
(
xi, yi, σ

2
)
ββ�ψ

(
xi, yi, σ

2
)]
v

= lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

E
(
v�ψ

(
xi, yi, σ

2
)
β
)2

≥ E(δ,ε)�∼N(0,σ2I)B(δ, ε)2 > 0.

!������� 	�� #�	�(����� 
������ v 	= 0 ���������� ������� Σ6 ��	�
������ ��(
��
����� v�Σ6v > 0 �� Σ6 ' 	�	���� 
�������� �������� *������ ������� Σ6

��
���	 ��� rankΣ6 = 6�



��������	 	
�������	 ����	����
� ������ ��������� �������� ���

��� ��������	 
������ � ��� �����	����� �� ��
���� V1� ��������� � ������	
����� ������������ �� ���� !

rank(Σ) = rank
(
V1

(
Σ6 0
0 0

)
V �1

)
= rank

(
Σ6 0
0 0

)
= rankΣ6 = 6.

"�
���� Σ ���	�#$��� ��������� 
� ��$ ����%
 �� 
��� ��&���'� ���(�� ���	�)
� $ ���*��� 
� ��$ %��
�	(
* �� � ���+� ��&���'� ���(�� ��(�� λmin,2(Σ) ����
���
"�
���� Σβ $ ,+������ �	���
���� - ��
���	 Σ� �� 
������ .�'	 ��� ���+�)
����� ���(��/ ��(�� 01� 
������ 23�4��5 ���+� ��&���'� ���(�� ��(�� ��
���	 Σβ

�������*��$ ���	��	(
*

0 < λmin,2(Σ) ≤ λmin,2(Σβ) ≤ λmin,3(Σ)

	 �
�� $ ����
���� 6��� ���(�� ��(�� 7 ��
���	 Σβ ��$ %��
�	(
* �� 	�*'� �8 � 
��
�� 7 $ ���(��� ��(���� �������$ � �	���(
	 �9��� :
��� ��
���� Σβ ��$ ����%
 �

� rankΣβ = 5� �

!� ��������

; �����	 ��	� ����� ������
�	� %����< ���+�+� �����%� �� (��(
���������� �	
��������� 
���%� �%	 ����
* �� �	& %���	&� �
������ ��(
�
�	 ����� �(���
�
�)
���< ������*��(
	 ��	�%� � (��(	 �	���(
	 �1�� ���&���� ���+ �(���
�
����< %���)
�	��	&��< ��
���	 Σ� �� ��%������/ ���� ���+ �(���
�
����< %����	��	&��< ��
���	
Σβ ��	�%� ������
�	� ��	�(�<�� ���	�� $ 5 ���	�(�<� ����� ����
� ! �����������
������
������

;�%���(
���� ,����(��<- ��	�%� β̂∗ = ±β̂ $ 
� %��� �%�& �������$ ��(
�(�����
�
���� ��� �(���
�
���� ������*�	(
* ��	�%� � �����%�� %��� ������
� ���������&
��'� � 
���	(
 �� ���%�� � 
�%� ��	�%� ����� �����
� �(���
�
���	 ���	��	
������� ��� ������
�� β�
;�%���(
���� ,����(��<- ��	�%� ����� ���%��
�� �%�� ������
����� �������

����	(
 ����
* � �	����(
��	� =����%���� ����� ����+�
�� �� 	(
���� ��������
������
�� ������ �� �	�(���	 {β = (A, 2B,C, 2D, 2E,F )� : ‖β‖ = 1, A > 0}� � ��	�%�
�������
� 
�%� �� Â ≥ 0�

����������	
 	���
�	��� � ��������	�� ������� "� �������� �� 	(
���	

��%� �������%��	� 6�%� �����* ������$
*(� ���������	
����
>	�*' �������� ������
� �(���
�
���� ������*�	(
* � (
��%
����/ ������/�

"����* ������$
*(� ���������� �%�� 	(
���	 
��%� $ �����%������ �����������
� (�%����(
	 
� ����%��� ������	������ ������
��� ���(
��� R

2� ?�� ���������
�(���
�
����< ������*��(
	 � (
��%
���	& �����	 ���	(
* ���'�< ����� 
������ �
��
�	�� ����+�
� (%	�����	(
* '�(
�/ �����
	� %�������
 	(
����/ 
���%�

�������		� 
���������	�� ���
��
���	�� �
������ @������ �A� ��� �(��)
�
�
����< %����	��	&��< ��
���	 Σ �	(
�
* Σ6� ��%������ �% ���(��
� ��
��� 
Σ6� ���
� ���� ������� ��
���	 Σ6 �� ����(���� B��� �������� �� �������� � �	&
(
�

	� ��� �
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���	�� 
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� ��	�%�
�(���
�
����< %����	��	&��< ��
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�% C���� ��
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