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Abstract. We consider the model of joint life insurance with the stress factor. The framework for
a maximal coupling of time inhomogeneous Markov chains is used, the theorem on the stability of
expectations of a function from a Markov moment is proved. This part of paper contains proofs
previously published results of authors.
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������	
�� �� 	
��	����	�� �� ����� ��	���� ������ X �� X ′ � �����
�	��
������ ��������� E = {i, j, k, l, ...}� �� ��������� �
�
���	�� �����	���
� 	� t�
�� �����  � ���
	�� t �� ���
	�� t + 1! Pt = (P (t)

ij ) �� P ′t = (P ′(t)ij ) ������	��

"����	��	� ���� �� ���
�����	� ������		� ��	���� X �� X ′� ��� ��������# 
���
	� t = 0 �� ���	� i �� ���	����� �� Pi� Ei �� P′i� E′i ������	��

$
�
���	� �����	���� �� n ≥ 1 ����� � ���
	�� t �� ���
	�� t+n ����	� ������
����

P (t,n) =
t+n−1∏

s=t

Ps, P ′(t,n) =
t+n−1∏

s=t

P ′s, t ≥ 0.

%
�
�� 	�����	� ���	��
		� ��� ��	��	�& ���	��� �
�
���	�� �����	���
� ��
��
����'	� �
�
��(��		� �� ���	 ���� ��� ��	���� X � X ′�

ρt(i, j) = (P (t)
ij − P

′(t)
ij )+ / P

(t)
ij , ρ′t(i, j) = (P ′(t)ij − P

(t)
ij )+ / P

′(t)
ij ,  )!

�
 x+ = max(x, 0)� � �� ��	��
		�� 0/0 = 0� ��

εt = sup
i,j∈E

ρt(i, j), ε′t = sup
i,j∈E

ρ′t(i, j), t ≥ 0.  �!

������	
�� ���������
*�� Fn = σ[Xt, t ≤ n]� F′n = σ[X ′
t, t ≤ n]� $��������� +�

X0� X ′
0 	
������� �� ������	��

,
��� θ ≥ 1 ���
	� ����	�� ��	��	� ������ ���������
*�  Fn!� �� Fθ � ����	�
��	��� ϕ ��	��
	� 	�*���� �	�-�	 {Bn, n ≥ 1}� Bn ⊂ En� �� ��	������ ϕn : En →
R+� ��� +� ��� *��#������ n ≥ 1.

{θ = n} = {(X1, · · · , Xn) ∈ Bn}, ϕ1{θ=n} = ϕn(X1, · · · , Xn).  /!

��������� �	
�� ���� (θ′, ϕ′) �  F′n!������	�� �
���� θ′ 	� F′θ′���������
��������� ��������� ϕ′ �������	��� ����������� ���� (θ, ϕ)� ��� ����� {θ′ = n}
	� �������� �������� ϕ′1{θ′=n} ��������� ����� (X ′

1, · · · , X ′
n) ������ � 	��� �

��������� Bn� 	� ϕn � � �  /!�
������ �	
�� ����� θ ≥ 1 ��  Fn!"�����	 �
����� 	� ����
�	��� ��������

��������ϕ �����#���� 	�Fθ"�������$ %�� ���� (θ′, ϕ′) ���������� �� ���� (θ, ϕ)�
	� ������� ���	
��� ��������	� &

Ei[ϕ ε(θ)]− E′i[ϕ
′ ε′(θ′)] ≤ Eiϕ− E′iϕ

′ ≤ Ei[ϕ ε(θ)]− E′i[ϕ
′ ε′(θ′)],  0!

��� �������� ε(θ)� ε(θ)� ε′(θ′)� ε′(θ′) �����������	� ���	
��� ��������	� �����
�������&

ε(θ) ≥ 1−
θ−1∏
s=0

(1− ρs(Xs, Xs+1)) ≥ ε(θ) ≥ 0,  1!

ε′(θ′) ≥ 1−
θ′−1∏
s=0

(1 − ρ′s(X
′
s, X

′
s+1)) ≥ ε′(θ′) ≥ 0.  2!

���������� �� 3� ��	��
		��  �! ��� ����� +�* ������#	���  1!� 2! ������	#�
��	�����.

ε(θ) = 1−
θ−1∏
t=0

(1− εt), ε(θ) = 0, ε′(θ′) = 1−
θ′−1∏
t=0

(1 − ε′t), ε′(θ′) = 0.  4!

������ �
 ,
��� ���
	�� ����	�� θ� θ′ ����� +� ��� ����#	��� n ≥ 1

{θ = n} = {(X1, · · · , Xn) ∈ Bn}, {θ′ = n} = {(X ′
1, · · · , X ′

n) ∈ Bn}.  5!

� ���� - Bn ⊂ En�
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���� ��� ���	 T ⊂ Z+ �
����� ������� �����������

−
∑
t≥0

ε′tP
′
i(θ
′ ∈ T, θ′ > t) ≤ Pi(θ ∈ T )− P′i(θ

′ ∈ T ) ≤
∑
t≥0

εtPi(θ ∈ T, θ > t), ���

−
∑
t≥0

ε′tE
′
i(θ
′1θ′>t) ≤ Eiθ − E′iθ

′ ≤
∑
t≥0

εtEi(θ1θ>t). ����

������� �
 ������ �
���
 ϕ = 1θ∈T � ���� ��
�������  ! �"���� �#�� �
��
$
�%  �&�� '�� ���(�) ���������� � �#�� �
���
�����*"
 �+� � �,� ���
�%�� �-����

Ei[1θ∈T ε(θ)] ≤ Ei[1θ∈T

θ−1∑
t=0

εt] =
∑
t≥0

Pi[θ ∈ T, θ > t] εt.

.���(�"� ���������/ �
���� ��� θ′ ���� ��� ���������
'�������� ���� ������
�/�� ���(�"��  ϕ = θ � �
���
���0
 �-�����

Ei[ϕ ε(θ)] ≤ Ei[θ
θ−1∑
t=0

εt] =
∑
t≥0

Ei[θ1θ>t] εt �

1� ��������� ���	�


2� (������ X = (Xt, X
′
t, dt, t ≥ 0) $ ��-*(� �� �
 �"��� � �� ���	 �#�1�+$�#�1�#

3�4� ��

dt = 1{Xt=X′
t}, t ≥ 0.

5� �"
�� "��� τ ������ ���0�(� �� ���*���� ��� ��-*( X� ��
6 �����%
 � ���� (i, i, 1)�

τ = inf{t ≥ 1 : dt = 0}. ����

���� ������� ������	�
� �������
� ��	� i0 = i ∈ E � ��� ������	�
� 	����

{i1, i2, . . . , is+1} ⊂ E� �� 0 ≤ s < t ���� ����� 	����	� ���	�����

Pii1[τ = s + 1 | τ > s, X1 = i1, ..., Xt = it] = ρs(is, is+1), ��+�

Pii1[τ > s | X1 = i1, ..., Xt = it] =
s−1∏
r=0

(1− ρr(ir, ir+1)), ��1�

Pii1[τ = s + 1 | X1 = i1, ..., Xt = it] = ρs(is, is+1)
s−1∏
r=0

(1− ρr(ir, ir+1)). ��#�

�	
������
7� � � ������ 3�4 ������� �� �"����

Q
(s)
ij = min(P (s)

ij , P
′(s)
ij ) = Pii1(τ > s, Xs = j) = P

(s)
ij −R

(s)
ij ,

R
(s)
ij = (P (s)

ij − P
′(s)
ij )+ = ρs(i, j)P

(s)
ij .

'��  ��
	 i1, ..., it ∈ E � 0 ≤ s < t �
 �"
�� �
������ ����)

As = {X1 = (i1, i1, 1), ...,Xs = (is, is, 1)},
Cs+1 = {Xs+1 = is+1, ..., Xt = it}.

!����/�
 �������� Xr = X ′
r� r ≤ s� ����������� ����� �� ��������/�� ����� {τ > s}�

��� "��
� ��+� ����

Pii1[τ = s + 1 | As, Cs+1] =
∑
l∈E

Pii1[Xs+1 = (is+1, l, 0) | As, Cs+1] =∑
l∈E

Pii1[Xs+1 = (is+1, l, 0), As, Cs+1]/Pii1[As, Cs+1] =∑
l∈E

Pii1[Xs+1 = (is+1, l, 0), Cs+1 | As] /Pii1[ Cs+1 | As] =



�� �� �� ������	
�� �� �� ������� � �� �� �������

∑
l∈E

Pii1[Xs+1 = (is+1, l, 0), Cs+1 | Xs = (is, is, 1)] /

/Pii1[ Cs+1 | Xs = (is, is, 1)] =∑
l∈E

Pii1[Xs+1 = (is+1, l, 0) | Xs = (is, is, 1)]×
Pii1[Cs+1 | Xs = (is, is, 1), Xs+1 = (is+1, l, 0)] /

/Pii1[ Cs+1 | Xs = (is, is, 1)] =∑
l∈E

h
(s)
is,is+1l

∏t
r=s+1 P

(r)
ir ,ir+1

/
∏t

r=s P
(r)
ir ,ir+1

=
∑
l∈E

h
(s)
is,is+1l/P

(s)
is,is+1

=

R
(s)
is,is+1

/P
(s)
is,is+1

= ρs(is, is+1),

�� ���� ��	
������ ���	����	� ��������� ������� X� �
����� �������� �������
�� � � ����
�� ∑

l∈E

h
(s)
i,jl/P

(s)
ij =

∑
l∈E R

(s)
ij R

′(s)
il / (1 − q

(s)
i )P (s)

ij =

R
(s)
ij /P

(s)
ij = (P (s)

ij −Q
(s)
ij )/P

(s)
ij = ρs(i, j).

!"� ���� �
�����
�
#���� ���� $����� ���� �����

Pii1[As | X1 = i1, ..., Xt = it] =

Pii1[As, X1 = i1, ..., Xt = it]/Pii1[X1 = i1, ..., Xt = it] =

Pii1[As, Cs+1]/Pii1[X1 = i1, ..., Xt = it] =

Pii1[As] Pii1[Cs+1 | As]/Pii1[X1 = i1, ..., Xt = it] =(
s−1∏
r=0

Q
(r)
ir,ir+1

)(
t−1∏
r=s

P
(r)
ir ,ir+1

)
/

(
t−1∏
r=0

P
(r)
ir ,ir+1

)
=

s−1∏
r=0

Q
(r)
ir ,ir+1

/P
(r)
ir ,ir+1

=
s−1∏
r=0

(
1−R

(r)
ir ,ir+1

/P
(r)
ir ,ir+1

)
=

s−1∏
r=0

(1− ρ(r)(ir, ir+1)).

%� �� ��	
��
��&�
 ����' ��( )�
����
�� Pii1[As]� *
 & ������	
� ���	����	
+
������
�� X � �������,

P[τ > s + 1, Xs+1 = (j, j, 1) | τ > s, Xs = (i, i, 1)] = Q
(s)
ij ,

*
 ��-����& ' ��������
.���/�� ���� 
����&��( ' �
��	� ���� � ���� �
��������� ���	�
� ����
0
����
� *
 �� ��
"��� {θ < τ} ��&�
 (X1, · · · , Xθ) = (X ′

1, · · · , X ′
θ)� 
"� ϕ = ϕ′

'� �	
+ -
��+ '� 
'��$���(� ���-
�����1 -��,

Eii1[ϕ, θ < τ ] =
∑
t≥1

Eii1[ϕ1{θ=t}, t < τ ] =∑
t≥1

Eii1[ϕt(X1, ...Xt)1{(X1,...Xt)∈Bt}1{θ=t}, t < τ ] =∑
t≥1

Eii1[ϕ′t(X ′
1, ...X

′
t)1{(X′

1,...X′
t)∈Bt}1{θ′=t}, t < τ ] =

Eii1[ϕ′, θ′ < τ ].

%
��,

Eiϕ− E′iϕ
′ = Eii1[ϕ, θ ≥ τ ]− Eii1[ϕ′, θ′ ≥ τ ]. ����

2�	
�����/� ���� 3��� ���� ����� � ������ 
����&�
� *
,



������ ����	� 
�

Eii1[ϕ, θ ≥ τ ] =
∑
t≥1

Eii1[ϕ1{θ=t}, τ ≤ t] =∑
t≥1

Eii1[E(ϕt(X1, ...Xt)1{θ=t} 1{τ≤t} | X1, ...Xt)] =∑
t≥1

Eii1[ϕt(X1, ...Xt)1{θ=t} P(τ ≤ t | X1, ...Xt)] =

∑
t≥1

Eii1

[
ϕt(X1, ...Xt)1{θ=t}

(
1−∏t−1

s=0(1 − ρs(Xs, Xs+1))
)]

=

∑
t≥1

Eii1

[
ϕt(X1, ...Xt)1{θ=t}

(
1−∏θ−1

s=0(1− ρs(Xs, Xs+1))
)]
≤∑

t≥1

Eii1

[
ϕt(X1, ...Xt)1{θ=t}ε(θ)

]
=
∑
t≥1

Eii1

[
ϕ1{θ=t}ε(θ)

]
=

Eii1[ϕ ε(θ)] = Ei[ϕ ε(θ)], ����

�� ��	
 ���

���
 ��������
�
�������� ���� �� 
������ ������
��� ��� 
����� ���� �������� �� !����"����

� 
#��$��$� #$�
� �$%	$��� � ����
&����� #��$�� � ���� 
�� ����� ��$�� � ������
�� ���� �
"� ���$ 
������

��	$#$�
' ε(θ) � ���( 
�"� 
��$����
)

Eii1[ϕ, θ ≥ τ ] ≤ ∑
t≥1

Eii1

[
ϕt(X1, ...Xt)1{θ=t} ε(θ)

]
= Ei[ϕ ε(θ)],

Eii1[ϕ, θ ≥ τ ] ≥
∑
t≥1

Eii1

[
ϕt(X1, ...Xt)1{θ=t} ε(θ)

]
= Ei[ϕ ε(θ)]. ��*�

+��	
,�#�$� #$�
� �
�
�$� � ���%
����� �������� �	� Eii1[ϕ′, θ′ ≥ τ ]�
-�����	�'#$ �� #
�$�$ ������
�� � ����( 
��$����
 ��� ������
�� � ���.�

����������

�� �� ������	
�� � �
�
�
���� ��� �� ������	
�� ��� �����	 
� �	��� ���	
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� ��� !� ������"
#
$� ����%� &� !� !�  ������  '���(��� )*�+� ''� )),-),.�

)� � � �
�
�
���� �	�����	� 
� 	�������
�
����
�� ���
� ������� ����/ �����/
(
 0�������"
�����  �����1 �	����� ��� ���	������� � �)**2%� �*-�3� �0/�������%

,� � � �
�
�
���� �����
��	���� ��	���	� �
 �	�����	� �
 	�������
�
����
�� ���
� �������
4	�
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