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Abstract. The paper is devoted to the development of probabilistic approach to transformations
preserving the Hausdorff-Besicovitch dimension. We found new relations between fractal faithfulness
of fine covering systems and DP-properties of related probability distribution functions. Necessary
and sufficient conditions for probability distribution functions of random variables with independent
Q∗-symbols to be DP-functions are also found.
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��� ������ � ����������� ����	����� ��������� �
	����� ��� ��������
��� 	����	����� ������	��� ���
����� �� ����������� �	���������� !���	������
�����" �	������� ��	 � 
�������# ��	�# ������	��$
%��������� &� ��������� ΦM �������� ���	������ 	����	� (M, ρ) ��������

�'�� ���������� 	�
�	�� ��
�� ��
������ !()*+" ������� M � �
&� ∀ε > 0
∃ {Ej}j∈N

!Ej ∈ ΦM � d(Ej) ≤ ε� ∀j ∈ N), M ⊂ ⋃
j Ej $

*�
�� ���������� &� α���	��# ��	�# ������	�� ��������� E ⊂ M ��������
�������� ()*+ ΦM ��������'��

Hα(E, ΦM ) = lim
ε→0

⎡
⎣ inf

d(Ej)≤ε

⎧⎨
⎩
∑

j

d (Ej)
α

⎫⎬
⎭
⎤
⎦ = lim

ε→0
Hα

ε (E, ΦM ),

�� ������� ��	��'�� �� ������������ �� ���'- ��� ����������� ε��
	������
{Ej}j∈N ������� E� �� Ej ∈ ΦM � ∀j ∈ N$ .
&� (M, ρ) = R

n� �� ��������� ���� ����

	���� !���
�����" �������� �	����� 
������� α���	�� ��	� ������	�� Hα(·)$
��������� �	�	 %����/���� �����

dimH(E, ΦM ) = inf{α : Hα(E, ΦM ) = 0}
��������'�� 	����	����# ������	��� ���
����� ������� E ⊂ M �������� ()*+
ΦM $

��������� �	
	 ()*+ ΦM ��������'�� �������� ���������� ��
������ ��� ���
�������� 	����	����� ������	��� ���
����� �� M � �
&�

dimH(E, Φ) = dimH(E), ∀E ⊆ M.

 �����	���'� � ��������� �������� &� �����'�� ��������� ΦM �	�������� ��

	����� � ����	��� ��� ���������� 	����	����� ������	��� ���
�����$ 0���� ���
��	����� ()*+ ��������' �����'�� ����	���$ +�	-� 
	�
� � 1'��� ��	��� ���
�� �	������ 2$  ���
������� �
�� ����� ����	����' ��������� 1�����	�� ����
�����
	��
����$ 3����'��� 2$  ���
����� ��� ������'����� +$  ��������� ��� ���������
s�������� 1�����	��$ 4$ +	�1'������ �-�	�� ��	���� 	����'���� �� ���������
Q�S�1�����	�� !5678"$ 9$ :;<=>=?�@ �� A$ *�	��� ������'���� 1� 	����'���� �� ������
����Q∗�1�����	�� ��� ��
�� ���	�1'Q∗� �������� p0k� p(s−1)k �
�� ����
	������ ���
���� !5B8"$ 0 	������ 57� 6�8 ���� �������� ���
� �����'�� �������� ������ �
� ��	���
��#�' �� ��-� ����	����'� ��� � �	���������' �������� �
	�����$ C�� 1� 	����'����
���� ��	������ � ��
�	�������� ��������� ������,

���� �	�	 �
�� �	� ����� ���� Φ ������ ������ ���	� β ∈ R �� N∗ ∈ N

��
�� �� �	� ����	��� 
�	� B ��� � !�	�"� N∗ ��#� Bj ∈ Φ� �
� ��
�������

B� �� d(Bj) ≤ β · d(B)� �� ��������� Φ  ��������$

4� ������ ������������ 	������ ����	����� ��� ���������� 	����	����� �����
��	��� ���
����� ��
��'�� ���
�� ������ �
	������ &� �	����#�'�� 	������
	��
������ ������� �����$ *�
� ������� �
	����� �
����#�'�� � 1�����	��Δϕ

c1c2...cn

���� �������� 	����� ����������� ������'������ ϕ����	������� ����� ���	������
������� ������ &� ������'�� �������� �����$ %���� {Ωk} D �����������' �
���
������ �� ���
�������� �������� ������� N0 �����/����� 1���� �����$ %����
Bk = 2Ωk � (Ω,B) =

∏∞
k=1(Ωk,Bk) D ����	��� 	����	$ %���� ϕ D ����	�� �����	��

�����, Ω → [0, 1] ��
�� &�,
6" E�	��� Ω�1�����	�� 	���� k, ϕ(ω1ω2 . . . ωk) =: Δϕ

ω1ω2...ωk
� ωj ∈ Ωk D ���������

�
� ������#�'�� ϕ�1�����	���F
G" Δϕ

ω1ω2...ωki ⊂ Δϕ
ω1ω2...ωk

� � Δϕ
ω1ω2...ωk

=
⋃

i∈Ωk+1
Δϕ

ω1ω2...ωkiF [0, 1] =
⋃

i∈Ω1
Δϕ

i F



�� �� �� ���	
�� � 
� �� �����

�� ���� Ω��	
���	 �� �����	�������� �� ���� �����	 �� ����� ���
��	� �������
���� �� ��!

"� #
� ���
���� ���
�������� {ck}� ck ∈ Ωk$ limk→∞ |Δϕ
c1c2...ck

| = 0%
���� ��� �� ����	 �	������� �� 
� ���� &�� �	������ �� ��
�� �� � 	�
�����

���'	�	� �(��	�  	��
 x � �	�	 ��)� ��)����� ����* *	�� ���
�������� {αk(x)}�
αk(x) ∈ Ωk ����� ��

x =
∞⋂

k=1

Δϕ
α1(x)α2(x)...αk(x) =: Δϕ

α1(x)α2(x)...αk(x).... &+�

,	��� &+� ���	��*���� ���)�
����	� ϕ������'����� �(���)�  	�
� x% -�'�� ���
����'���� ϕ ����'�* �
���� )�������� �� ����	 �� �
���	�����%

���� Ak = {0, 1, . . . , s− 1} � ϕ(ω1ω2 . . . ωk . . . ) =
∑∞

k=1
ωk

sk =: Δs
ω1ω2...ωk...� �� ���	�

��*�� �
��	 �	( s��	 �	( ����
�%
���� Ak = N �

ϕ(ω1ω2 . . . ωk . . . ) =
1

ω1 + 1
ω2+

1
ω3+...

=: Δc.f.
ω1ω2...ωk...,

�� ���	��*�� �
��	 �	( ����
� �(��	�  	��
 � 
����)��� ���	%
.���( s / ���
��� ������
���  	�
�� s ≥ 2� � ����( Q∗ = ‖qij‖ &i ∈ {0, 1, . . . , s−1}�

j ∈ N) / �������	 �� ����	�� ����� ��

1)qij > 0; 2)
s−1∑
i=0

qij = 1; 3)
∞∏

j=1

max
i

qij = 0. &0�

#
� ������ ����	�� Q∗ ����(

ϕ(ω1ω2 . . . ωk . . . ) = β1 +
∞∑

k=2

βk

k−1∏
i=1

qωk,k =: ΔQ∗
ω1ω2...ωk...,

� βk :=
∑ωk−1

i=0 qik �
∑−1

i=0 qik := 0% 1��	( ����
� ���	��*���� Q∗�����
��� �(��	�
 	��
 � * ��� �	� ������������ 
� ������������� ����)�
���	� 2�����
��	� ����
'	� �� �	�)�
���� ���������	� (���������	� ��� �����'
	�	� ����
�)������	 �	�
�	��� &	�%� ����%� 3�� "4�% ���� qik = qi� k ∈ N� �� Q∗�����
� �������* � �������
���	� Q�����
���% 5�
��� ��)�� ���� qik = 1

s 
� ����)� s > 1� �� ���	��*��
s��	 �	( ����
�%

#���� ������ �� 
� �� 	�
���� ����������� 6�����2�75��	���	 � ���'	��
���� ��	� � �������� ����)� ϕ�����
��� ����*�� �������� ����'	�	�� ���)
���
����	����� �� ������� 
	�� �	
���	 ��������)� ����
��% 8������� ����
����
� ��( �	������ * �9�������� ��)�  	 * �������� �	����� �������� 	� ����	���� Φϕ

���� �� 
� �� 	�
���� ����������� 6�����2�75��	���	 �%

0% ���������	��

� �� �	���
��
� ���� � 
������
��� Q∗�����	����

:����������� F �������� Rn &� ����� ��*��	���)� ������'���� Rn � ����� ���	�
��*���� �������������� �� �����)�* ����������� 6�����2�75��	���	 � &;<������
���������� �� ���'	�� L ⊂ Rn� ����

dimH(E) = dimH(F (E))


� ���
���� ���'	�	 E ⊂ L%
, ������ 3=4 ��
� ��������� �� 2�����
��� )�������� ��	���� ���)
���	 �� ����

�
 �������	�	� �� �	� �* ���������	 )���	 ;<������������� ��� ����*�� �	���
�� )���� ��
���	���	� �����������% , ������ 3>4 ��������� �� ����
��� ��
�'���
�� ����	����	� ;<������������ ������
����� ����
��� ��
�'���� ���������	�
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� �� ��	���� �	����	��� ������ �	������ ��

������ �������	
� ������ �������� �� ��
�
	��� �������� � ���� ������� �

������ �������
�� ��������
 ����� �� !" � �������� ��������� � �������� ���

�����#���$ ����������� %�������&'��
���
	� �����$�
 �������� �
������
�
���
	
� � ������#�
�
 Q∗(�
������
 �� �������
�� ��)$��
 ��# �����	���� �
(
���� ���������	
� ����
���� �� *+(�����
����$�
 ����������, �����, ���������

-���� Q∗ . �������
	�� ����
�$ /� ���������$� ��� 012 ����� {ηk} . ��(
����������� ������#�
� �
������
� ���
	
� /� �������� ���	��� 0, 1, . . . , s − 1
� ����������$�
 p0k, p1k, . . . , p(s−1)k ���������� � ����� η . �
������� ���
	
�� �
������#�
�
 Q∗(�
������
 �����

η = ΔQ∗
η1η2...ηk.... 032

4����	
�� 	���� μη ��������� ���������� ���� 5����� 0�3"2 /� μη ��� �
������
�
�������� ���� � �����
 ���� ���


∞∏
k=1

max
i

pik > 0, 062

���� μη � ��������� ����������� 0�������� ���
 7�����2 ���� � �����
 ���� ���


∞∏
k=1

(√
p0kq0k +

√
p1kq1k + · · ·+√p(s−1)kq(s−1)k

)
> 0, 082

���� � �
���$��� ����������� ���� � �����
 ���� ���
 ������	���� �����
 062 � 082
�����������$ �� ��$�

� �
���� infik qik > 0 ����������� %�������&'��
���
	� ���
 μη ����� ����(
�� ������������ %�������&'��
���
	� �����#�
�
� ����,� 0�� ����)$����� ��(
�����
�2 ���
 μη �������� 0�3"2

dimH μ = lim
n→∞

h1 + h2 + · · ·+ hn

b1 + b2 + · · ·+ bn
, 0�2

�� hk = −∑s−1
i=0 pik ln pik � bk = −∑s−1

i=0 pik ln qik�
9������
 �������� ���������� �����
����� *+(�����������$ � ������ �������(

	
� �� ����� �����$���
 �
:� �
����� ���
 �������
	�� ����
�$ P = ‖pik‖ ��
����
�� �����

-������ ���� ���)$�� �����
����� �����	���� ����� ���), ����
����

Φ
′
:= {Fξ(E) : E ∈ Φ}

��$ ��	
�����$ ���������� %�������&'��
���
	� �� [0, 1] �� �����
����� ;��
 *+(
�����������$�< �����, �������� Fξ�

-���� Fξ . �����$ �������� �
�������, ���
	
�
 � ������#�
�
 s(��
	�
�

�
������
 P ∗ = ‖pik‖ . ���������� ����
�$ pik > 0 

∞∏
k=1

max
i

pik = 0.

-���� Φ . ��������� �
������� s(��
	���� ������� 

Φ
′
:= {Fξ(E) : E ∈ Φ}

. ��������� �
������� Q∗(������� $�
� �����#��
� ����
��� Q∗ = P ∗�

���� ���� ����� ��� ��	
����� x ∈ [0, 1] 	���������� ���	�

lim
k→∞

lnμξ(Δα1(x)...αk(x))
lnλ(Δα1(x)...αk(x))

= 1. 0!2

���




�� �� �� ���	
�� � 
� �� �����

��� Φ
′

� ������� �	
 ����	���
 ���������� ������������������� �� [0, 1]�
��� Fξ � DP ������������
 ���� �
��� �����!���
 "�# � "$# ������	�����%

&�������
% ��� � ��	
� ��� � �	���� ��������� 
����
��� �	 ��� 
��� E ⊂ [0, 1]�

dimλ(E, Φ) = 1 · dimμξ
(E, Φ),

�� dimλ(E, Φ) � dimμξ
(E, Φ) � �	 ����	�� !����	�"������������ 
���	��	 ��� λ � μξ


���	
���	# $%��  

dimH(E) = dimH(E, Φ) = dimλ(E, Φ),

dimμξ
(E, Φ) = dimH

(
Fξ(E), Φ

′)
, ∀E ⊂ [0, 1]

� �	������&	�	  ��
�%���� 
����
��� �	

dimH(E) = dimH

(
Fξ(E), Φ

′)
, ∀E ⊂ [0, 1]. �'�

()�	 Φ
′
* �	
��+� ��� 	,+������� �	 ����	�� !����	�"���� �)	
�+� �� -.��/�

	

dimH

(
E

′
, Φ

′)
= dimH

(
E

′)
, ∀E′ ⊂ [0, 1].

0	��  �'� � ���������� �	
��+	�� Φ
′
��� 	,+������� �	 ����	�� !����	�"��

�� �)	
�+� �� [0, 1] 
����
��� �	

dimH(E) = dimH (Fξ(E)) , ∀E ∈ [0, 1],

	,	� Fξ * 123����
	����� [0, 1]#
()�	 Fξ * 123����
	����� [0, 1]� 	

dimH

(
E

′)
= dimH

(
F−1

ξ (E
′
)
)

, ∀E′ ⊂ [0, 1].

$�)��&)�  �'� 
����
��� �	

dimH

(
E

′
, Φ

′)
= dimH(F−1

ξ (E
′
)), ∀E′ ⊂ [0, 1],

	

dimH

(
E

′)
= dimH

(
E

′
, Φ

′)
, ∀E′ ⊂ [0, 1].

$%� Φ
′
* �	
��+� ��� 	,+������� �	 ����	�� !����	�"���� �)	
�+� �� [0, 1]#

��� 4	
����	� �	 Φ
′
* �	
��+� ��� ����� � �	
����	 ���) ����# 5���6 E

′
*

�	
��&�� �����	%���  [0, 1] � E := F−1
ξ

(
E

′
)
# 4�� �	
��&�	7 	+)� x ∈ E � ���

�	
��&�	�	 δ > 0  � ��	
	8 ��� ����� �������&��6 �	��� n0 := n0(δ, x) �)�6� �	 ���

��� n > n0 ��� ���9�

∣∣∣ΔΦ
α1(x)...αn(x)

∣∣∣1+δ

≤
∣∣∣ΔΦ

′

α1(x′)...αn(x′)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ΔΦ
α1(x)...αn(x)

∣∣∣1−δ

, �:�

�� x
′
:= Fξ(x)# 4��  ��+�	�� ,����	 �	 ��+�� Δn(x) := ΔΦ

α1(x)...αn(x) � Δ
′
n(x

′
) :=

ΔΦ
′

α1(x′)...αn(x′)# 5���
���& �:� ��� 
�����

|Δn(x)|1+δ ≤
∣∣∣Δ′

n(x
′
)
∣∣∣ ≤ |Δn(x)|1−δ

, ��.�

� �	
�� �	 ��+�����#
4�� "�)�	
���� m ∈ N � δ > 0 	 ��+��	

Wm,δ :=
{
x : x ∈ E ∧ |Δn(x)|1+δ ≤

∣∣∣Δ′
n(x

′
)
∣∣∣ ≤ |Δn(x)|1−δ

, ∀n > m
}

�
W

′
m,δ := Fξ (Wm,δ) .



���������	��

� �� ��	���� �	����	��� ������ �	������ ��

����
W1,δ ⊂ W2,δ ⊂ · · · ⊂ Wm,δ ⊂ . . .

� ��� �	�
�

E :=
∞⋃

m=1

Wm,δ, ∀δ > 0.

�����
�� �� ��� ���������� ���
������� ������������������� 
������ E
′ ⊂

[0, 1] �����	 ����� ���� ������ � Φ
′
!

"���	� Fξ ���������� �� [0, 1]� �� Fξ � F−1
ξ # �����
���� ���������� �� [0, 1]!

��
� �� �����	���� ε > 0 ����$

ε
′
(ε) > 0, %&&'

��� ��   ���	� |I ′ | ≤ ε
′
(ε)� �� |F−1

ξ (I
′
)| ≤ ε, ∀I ′ ⊂ [0, 1]!

"���	� m � δ > 0 ����������� �� ������
� ε ��� ���
(

1
s

)m = ε! (���� ��
�

�����	�� ε
′
)������ 

{
E

′
j

}
j∈N


������ W
′
m,δ �������
� E

′
j := [a

′
j , b

′
j]� ∀j ∈ N� ��

ε
′ ≤ ε

′
(ε) %���! %&&''! ��� ������ �����	����� ����
� �������� �� E

′
j ∩ W

′
m,δ �=

∅! *�+�, Ej := F−1
ξ (E

′
j) = [aj , bj]� �� aj = F−1

ξ (a
′
j), bj = F−1

ξ (b
′
j)! ���� {Ej}j∈N

)

ε)������ 
������ Wm,δ! -� ���������� j ∈ N ����$ s)������, ������� Δnj


���
��	���� ����� nj �  �, �������. 
�����	� � Ej ! ���� ����������, ,�
� �������

Δ
′
nj

:= Fξ

(
Δnj

) ∈ Φ
′
�������. 
�����	� � E

′
j ! "���	� Δnj ⊂ Ej � �� |Δnj | ≤ ε�

����� nj ≥ m!
/������ Ej ∩ Wm,δ 
���� ������ �� ����
���. �� ���	0�   2s ���������

nj)������  � 
��� �	 +��� � ���� ���� � Ej ∩Wm,δ! �������
� 1+2

Δ0
nj

, Δ1
nj

, . . . ,Δlj
nj

.

��� �	�
�
∣∣∣Δ0

nj

∣∣∣ =
∣∣∣Δ1

nj

∣∣∣ = · · · =
∣∣∣Δlj

nj

∣∣∣ =
(

1
s

)nj
! "���	� Δi

nj
∩ Wm,δ �= ∅� ∀i ∈

{0, . . . , lj}� �� Δ
′
njEj

⊂ E
′
j � ��∣∣∣Δ′i

nj

∣∣∣ ≤ ∣∣∣Δi
nj

∣∣∣1−δ

≤
∣∣∣Δ′i

nj

∣∣∣ 1−δ
1+δ ≤

∣∣∣E′
j

∣∣∣ 1−δ
1+δ

, ∀i ∈ {0, . . . , lj} ,

�� Δ
′i
nj

:= Fξ

(
Δi

nj

)
� ∀i ∈ {0, . . . , lj}!

��
� ∣∣∣Δ′i
nj

∣∣∣ ≤ ∣∣∣E′
j

∣∣∣ 1−δ
1+δ ≤

(
ε
′) 1−δ

1+δ

, ∀i ∈ {0, . . . , lj} .

"����
lj∑

i=0

∣∣∣Δ′i
nj

∣∣∣α ≤ 2s ·
∣∣∣E′

j

∣∣∣α· 1−δ
1+δ

, α > 0.

��
� ∑
j

lj∑
i=0

∣∣∣Δ′i
nj

∣∣∣α ≤ 2s ·
∑

j

∣∣∣E′
j

∣∣∣α· 1−δ
1+δ

, α > 0. %&3'

���
 ����
� �� �����	���� ε > 0 �� �� �����	���� ε)������ 
{

E
′
j

}
j∈N


��)

���� W
′
m,δ �������
� E

′
j := [a

′
j , b

′
j]� ∀j ∈ N� �� ε

′ ≤ ε
′
(ε)� ����$ ��������	 ���������

Δi
nj
� ∀j ∈ N� i ∈ {0, . . . , lj}� ���� ��2

%&'
∣∣∣Δi

nj

∣∣∣ ≤ (
ε
′
) 1−δ

1+δ

4

%3'
∑

j

∑lj
i=0

∣∣∣Δ′i
nj

∣∣∣α ≤ 2s ·∑j

∣∣∣E′
j

∣∣∣α· 1−δ
1+δ

� α > 0!



�� �� �� ���	
�� � 
� �� �����

����

H
α 1−δ

1+δ

ε′

(
W

′
m,δ, Φ

′) ≤ 2s ·
∑

j

∣∣∣E′
j

∣∣∣α· 1−δ
1+δ

, α > 0,

��� ���	�
���� ε
′
 ��������

{
E

′
j

}
j∈N

� �����

H
α 1−δ

1+δ

ε′

(
W

′
m,δ, Φ

′) ≤ 2s ·Hα· 1−δ
1+δ

ε′

(
W

′
m,δ

)
, α > 0.

���������� �� ������	 ��� ε
′ → 0� ���������

Hα
(
W

′
m,δ, Φ

′) ≤ 2s ·Hα· 1−δ
1+δ

(
W

′
m,δ

)
, α > 0. �� !

"���# α0 = inf
{
α : Hα· 1−δ

1+δ

(
W

′
m,δ

)
= 0

}
� ��$�� α0 · 1−δ

1+δ = dimH

(
W

′
m,δ

)
� ���	 ���

���	�
���� β > α0% Hβ
(
W

′
m,δ, Φ

′
)

= 0� �����

dimH

(
W

′
m,δ, Φ

′) ≤ 1 + δ

1− δ
· dimH

(
W

′
m,δ

)
.

����� �����

dimH

(
E

′
, Φ

′)
= dimH

( ∞⋃
m=1

W
′
m,δ, Φ

′
)

= sup
m

dimH

(
W

′
m,δ, Φ

′) ≤
≤ 1 + δ

1− δ
sup
m

dimH

(
W

′
m,δ

)
=

1 + δ

1− δ
dimH

(
E

′)
, ∀δ > 0.

�����

dimH

(
E

′
, Φ

′) ≤ 1 + δ

1− δ
dimH

(
E

′)
, ∀δ > 0.

& �'����
��� ��������� (�

dimH

(
E

′
, Φ

′) ≤ dimH

(
E

′)
.

)� 	 �������
 ���������� dimH

(
E

′
, Φ

′
)

= dimH

(
E

′
)
� ∀E′ ⊂ [0, 1]� �

���������� *��	 +������� ���� �	�	��������� ������� ���
 ��� ��������	 �'�����
�� ��,��
���� ����- ��$���� &�,������� ������ -- '���'�	#�� �	��	'�
� .��� ����'���
�,����
����� �� 	�/	 ���'� ��,����	� �,������� �� Q��,����� �� Q∗��,����� ,
infik qik > 0! �� ���������� ���� ����������
 �� �'���	 ,�������������� ������
����������

����#���� ����� �� �'������� ��,��
���� '����	� �����'����� (� infik qik > 0�
"���# pk := mini pik� qmin := minik qik� qmax := maxik qik� ��,������

T (1) :=
{

k : k ∈ N, pk <
1
2
qmin

}
,

T
(1)
k := T (1) ∩ {1, 2, . . . , k}.

"���#

A := lim
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln 1
pj

k
.

������� ��	� 
���� infik qik > 0	 ��� ������� ��������� Fμ �������� �����������

��������� !��"���"#� ��������$ �������"�" ��"�"#���� �������� ���� � �����"

����% ���" {
dimH μη = 1;
A = 0.

��0!



���������	��

� �� ��	���� �	����	��� ������ �	������ ��

���������� �����������	 ����� dimH μ = 1 � A = 0�
� 	
������ ���������� ������� �	� �������
��� ���������� ��� ������������� ��� 

����� !"
���	�#$���
��� %&'()*� ���
����� +�

hk = − ln(pp0k

0k · pp1k

1k · · · · · pp(s−1)k

(s−1)k ) ≤ bk = − ln(qp0k

0k · qp1k

1k · · · · · qp(s−1)k

(s−1)k ). %',*

-��" . %/* ���
����� +� "���� dimH μ = 1 �	����
����� ���"����� ����"���� 0���� 
1�2

lim
n→∞

h1 + h2 + · · ·+ hn

b1 + b2 + · · ·+ bn
= 1. %'/*

����� ε 3 ����
��� ������� ��
�� �
� �	�0� ε < 1
2qmin� 4������ � ��.0
�� �� 

��"��� �������2

T +
ε,k =

{
j : j ∈ N, j ≤ k, |pij − qij | ≤ ε, ∀i ∈ N0

s−1 := {0, 1, . . . , s− 1}} ,

T−ε,k =
{
j : j ∈ N, j ≤ k, |pij − qij | > ε�
� ���	�0� i ∈ Ns−1

0

}
.

� "���� dimH μ = 1 ���
����� +� limk→∞
|T+

ε,k|
k = 1� �� | E | 3 	�
�	���� �
�������

� ������� E�
5������ T−ε,k ���� �"�� ��.	
����� ����"���� ����2 T−ε,k = T

(1)
k ∪ Tε,k� ��

������� T
(1)
k �.����� ��+� �

Tε,k = {j : j ∈ N, j ≤ k; pj ≥ 1
2
qmin, |pij − qij | > ε�
� ���	�0� i ∈ Ns−1

0 }.
6������� +�

lim
k→∞

|T−ε,k|
k

= lim
k→∞

|T (1)
k |
k

= lim
k→∞

|Tε,k|
k

= 0.

����� ΔQ∗

α1(x)...αk(x) 3 1�
���� Q∗ ��.	
��"� +� ������� ��	" x� μ = μξ� � λ 3

���� $���0�� -��� �
� ����
���� ��	� x ∈ [0, 1]� �
� ����
���0� ���"��
���0� k �
�
� ����
���0� �������0� ε < 1

2qmin �����2

− lnμ(ΔQ∗

α1(x)...αk(x)) = −(
∑

j∈T
(1)
k

ln pαj(x)j +
∑

j∈Tε,k

ln pαj(x)j +
∑

j∈T+
ε,k

ln pαj(x)j).

6�	�
�	�
∑

j∈Tε,k
ln 1

pαj (x)j
≤ |Tε,k| ln 2

qmin
� ��

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

pαj(x)j
≤

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

qαj(x)j − ε
=

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
+ ln(1 +

ε

qαj(x)j − ε
) ≤

≤
∑

j∈T+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
+

∑
j∈T+

ε,k

ε

qαj(x)j − ε
≤

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
+

∑
j∈T+

ε,k

2ε

qαj(x)j
≤

≤
∑

j∈T+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
+

∑
j∈T+

ε,k

2ε

qmin
≤

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
+ |T +

ε,k|
2ε

qmin
.

6���� �
� ����
���0� x ∈ [0, 1] � ����
���0� �������0� ε < 1
2qmin �����"���2

lim
k→∞

lnμ(ΔQ∗

α1(x)...αk(x))

lnλ(ΔQ∗
α1(x)...αk(x))

≤



�� �� �� ���	
�� � 
� �� �����

≤ lim
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln 1
pαj (x)j

+ | Tε,k | ln 2
qmin

+
∑

j∈T+
ε,k

ln 1
qαj(x)j

+ | T +
ε,k | 2ε

qmin

− ln[
∏k

j=1 qαj(x)j ]
=

= lim
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln 1
pαj (x)j

+ | Tε,k | ln 2
qmin

+
∑

j∈T+
ε,k

ln 1
qαj(x)j

+ | T +
ε,k | 2ε

qmin∑k
j=1 ln 1

qαj (x)j

≤

≤ 1 + lim
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln 1
pαj(x)j

+ | Tε,k | ln 2
qmin

+ | T +
ε,k | 2ε

qmin∑k
j=1 ln 1

qαj(x)j

≤

≤ 1 + lim
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln 1
pαj (x)j

+ | Tε,k | ln 2
qmin

+ | T +
ε,k | 2ε

qmin

k ln 1
qmax

= 1 +
2ε

qmin · ln 1
qmax

.

� ������ ���	


∑
j∈Tε,k

ln
1

pαj(x)j
≥ |Tε,k| ln 2

2− qmin
,

�

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

pαj(x)j
≥

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

qαj(x)j + ε
=

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
+ ln

qαj(x)j

qαj(x)j + ε
=

=
∑

j∈T+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
+

∑
j∈T+

ε,k

ln(1− ε

qαj(x)j + ε
) ≥

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
−

∑
j∈T+

ε,k

2ε

qαj(x)j + ε
≥

≥
∑

j∈T+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
−

∑
j∈T+

ε,k

2ε

qmin
=

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

qαj(x)j
− |T +

ε,k|
2ε

qmin
.

���� ��� ���������� x ∈ [0, 1] � ���������� ��������� ε < 1
2qmin �����


lim
k→∞

lnμ(ΔQ∗

α1(x)...αk(x))

lnλ(ΔQ∗
α1(x)...αk(x))

≥

≥ lim
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln 1
pαj(x)j

+ | Tε,k | ln 2−qmin
2 +

∑
j∈T+

ε,k
ln 1

qαj(x)j
− |T +

ε,k| 2ε
qmin

− ln[
∏k

j=1 qαj(x)j ]
=

= lim
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln 1
pαj(x)j

+ | Tε,k | ln 2−qmin
2 +

∑
j∈T+

ε,k
ln 1

qαj(x)j
− |T +

ε,k| 2ε
qmin∑k

j=1 ln 1
qαj(x)j

=

= 1 + lim
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln 1
pαj(x)j

+ | Tε,k | ln 2−qmin
2 − |T +

ε,k| 2ε
qmin∑k

j=1 ln 1
qαj(x)j

≥

≥ 1 + lim
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln 1
pαj(x)j

+ | Tε,k | ln 2−qmin
2 − |T +

ε,k| 2ε
qmin

k ln 1
qmin

= 1− 2ε

qmin · ln 1
qmin

.



���������	��

� �� ��	���� �	����	��� ������ �	������ ��

���������	
�� �������� �������

1− 2ε

qmin ln 1
qmin

≤ lim
k→∞

lnμ(ΔQ∗

α1(x)...αk(x))

lnλ(ΔQ∗
α1(x)...αk(x))

≤ lim
k→∞

lnμ(ΔQ∗

α1(x)...αk(x))

lnλ(ΔQ∗
α1(x)...αk(x))

≤ 1 +
2ε

qmin ln 1
qmax

.

�������� ������� ������ ��������� ��� ���������� x ∈ [0, 1] � ���������� ��������
ε < 1

2qmin� �

lim
k→∞

lnμ(ΔQ∗

α1(x)...αk(x))

lnλ(ΔQ∗
α1(x)...αk(x))

= 1, ∀x ∈ [0, 1]. ����

 ���� � � !��!�� "��������� �#$%� ��������� &� ��� ��������' ������(��� E ⊂
[0, 1] ��� ����! ��������

dimH(E, λ, Φ(Q∗)) = 1 · dimH(E, μη, Φ(Q∗)),

�! dimH(E, λ, Φ(Q∗)) ) ���������� *������+�,"��������� ���(��� E �������� ��-
�� .!/!�� λ � ���!�� ��������� Q∗-��������� � dimH(E, μη, Φ(Q∗)) ) ������-
���� *������+�,"��������� ���(��� E �������� ���� μη � ���!�� ��������� Q∗-
��������0
�������� infik qik > 0 � ���!1��� ��������� Q∗-�������� � �����
�� ��� �/
�-

��!��� ���������� *������+�,"!������
� �� �����
���� �������� #2%0 3���

dimH(E, λ, Φ(Q∗)) = dimH(E).

"!����!�!���� � ����
!��� ���������� *������+�,"��������� ��������� &�

dimH(E, μη, Φ(Q∗)) = dimH(E, Fμ(Φ(Q∗))) = dimH(E, Φ(P ∗)).

 ���!�!��' ��&! �!�� ��������� &� ���!1��� Φ(P ∗) � �����
�� ��� �/
���!-
��� ���������� *������+�,"!������
� �� �����
���� ��������0 3��� Fμ � 45-
�!�!���!���� �����
���� ��������0

���������	
�� 6!7�1 Fμ ) 45-�!�!���!��� �����
���� ��������0 8��!�!��� &�
��� ����� ���������� �� ����� dimH μ = 1� �� � ����� A = 00
9�&� dimH μ < 1� � ����� ����1 E ���� μ ���1� &� dimH μ ≤ dimH(E) < 10

�������� μ(E) = 1� � dimH(Fμ(E)) = 1 �= dimH(E)� &� ���!�!
�� �����&!�-
�	0 3���� 
����� ���!�+���������� ���� μ � �!�/7����	 �����	 ��� ��� &�/
+������ ��������� Fμ �/!������ ����������0
8��!�!�� !�!�� &� A = 00 ���������� &� A > 00 8�� ���!�!��� ��� +����

&� Fμ �! �/!����� +�������� ����������� �������!�� ���(���

L = {x : x = ΔQ∗
α1...αk...; αk ∈ Ns−1

0 ��&� k /∈ T (1);

αk = nk, ��&� k ∈ T (1), �!pnkk = min
i

pik}.

�
!������ &� λ(L) = 00  ��:��� /���� dimH(L) = 1� �������� limk→∞
|T (1)

k
|

k = 0

� infik qik > 00  ����� limk→∞

�

j∈T
(1)
k

ln pj

−k = A ��������� &� ����� ���������������

{km} ���� &� �������

lim
m→∞

∑
j∈T

(1)
km

ln pj

−km

����� � ������	� A0



�� �� �� ���	
�� � 
� �� �����

����� �����	 
�� 
�������� x ∈ L ��� �����

lim
m→∞

lnμ(ΔQ∗

α1(x)...αkm (x))

lnλ(ΔQ∗
α1(x)...αkm (x))

= lim
m→∞

∑
j∈T

(1)
km

ln 1
pαj(x)j

+
∑

j∈Tε,km
ln 1

pαj(x)j
+

∑
j∈T+

ε,km

ln 1
pαj(x)j∑km

j=1 ln 1
qαj(x)j

= 1 + lim
m→∞

∑
j∈T

(1)
km

ln 1
pαj(x)j∑km

j=1 ln 1
qαj(x)j

= 1 + lim
m→∞

∑
j∈T

(1)
km

ln 1
pj∑km

j=1 ln 1
qαj(x)j

≥ 1 + lim
m→∞

∑
j∈T

(1)
km

ln 1
pj

km ln 1
qmin

= 1 + c ·A,


� c = −1
ln qmin

�

���� 
�� 
�������� δ > 0 ����� m(δ) ����	 �� 
�� ��� m > m(δ) ����������

1 + c ·A− δ ≤
lnμ(ΔQ∗

α1(x)...αkm (x))

lnλ(ΔQ∗
α1(x)...αkm (x))

,


�� ������� x ∈ L	 �� ���������� �������� ��������� ����������

μ(ΔQ∗

α1(x)...αkm (x)) ≤ λ(ΔQ∗

α1(x)...αkm (x))
1+c·A−δ.

����� �����	 
�� 
�������� x ∈ L	 
�� 
�������� δ > 0 � 
�� 
�������� m >
m(δ) ��� ����� ���������

|Δ′
α1(x)...αkm (x)|

1
1+c·A−δ ≤ |ΔQ∗

α1(x)...αkm (x)|,  !"#


� Δ
′
α1(x)...αkm (x) = Fμ(ΔQ∗

α1(x)...αkm (x))�
$�%����� δ ∈ (0, c · A)�
& ���� λ(L) = 0 ������	 �� ����
���� '���
��(� H1

ε (L) = 0 
�� 
��������

�
������ ε� ���� 
�� )�
���� ε > 0 � t > 0 ����� ε*�������� {Ei} ������� L
�����
���� Q∗*��)���
� ����� km  m )������� �
 ε � t# ����	 ��

∑
i |Ei| < t�

+���,��� ������ {E′
i} = {Fμ(Ei)} ������ ε

′
*�������� ������� L

′
= Fμ(L)�

-���	 �� ε
′ → 0 ⇔ ε → 0	 �������� Fμ � ��������� ���������� �� �
��������

�
��)���
.�) ����/���� )���������� ����� ��)���
��� ��/� �� �������� 
�� ���� �� Ei

����� ��������� �������� ) L� &  !"# ������	 ��∑
i

∣∣∣E′
i

∣∣∣ 1
1+c·A−δ ≤

∑
i

|Ei| < t.

0������� ε �� t ������ %��� �%������ �� )���
�� ������	 �����
��� 
� ������	
��

H
1

1+c·A−δ

ε′ (L′) = 0, ∀ε′
> 0.

0���	 ���� '���
��(� H
1

1+c·A−δ (L′) ������� L′ 
������ ����	 �	 ����	

dimH(L′) ≤ 1
1 + c ·A− δ

< 1.

����� �����	 ) ���������� A > 0 ������	 �� (������ ��)��
��� Fμ �� ����*
���� 
� 12*������ �
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 ���� �������� ������	 P �	��	���	 �	� ���
 ��
��% �������%

�����%" ����� 
��� infij pij > 0" �� Fμ � &'�����������
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�������� 	
�
 ���� limk→∞ pik = qi" ∀i ∈ Ns−1
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i=0 (1− pik

qi
)2
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