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Abstract. Time-inhomogeneous discrete Markov chain and a family of substochastic matrices (Qs)
subordinated to (not greater than) the one-step transition matrices (Ps) of the chain are considered.
With family (Qs) is connected the Markov moment τ - as the killing moment for the chain with
transitions (Qs). We assume that Ps and Qs are close in some sense, so the moment τ → ∞ in the
scheme of series. The asymptotic of the ruin (killing) probabilities P (τ < ∞) → 0 is calculated. To
obtain the zero limit value of these probabilities the transience condition on the chain is assumed.
Applications are also considered.
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5��������� ������������ �� �
�� ������ ,����	� X = (Xt, t = 0, 1, . . . ) 	��#
��
�� ������ 
����#������ (Ft, t = 0, 1, . . . ) �� ��������� � ��
�������� 3���	���
���
���� E = {i, j, k, . . . }�

6������� ������� Pt = (P (t)
ij , i, j ∈ E) ���	����
��� ���� ��� ������� �� ����

���� $� ������� t�� ������� t + 1&" P
(t)
ij = P(Xt+1 = j | Xt = i)* t ≥ 0� 1�����#

�� ���� Pti* Eti ���	�� ���	����
�� �� ���������� 
����	���� �� ���	����
����
���
����* �� ������� ������ ,����	� X * � ������	�� ���	�� Xt = i�

7�� n ≥ 0 �������� ������� ���	����
��� ���� ��� �� n �����	"

P (t,n) ≡
∏t+n−1

s=t
Ps = (Pti(Xt+n = j), i, j ∈ E), P (t,0) ≡ I. $8&

9��	���� x ∈ E ���� ��������'
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��� ������� � ������	��
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5��������� ��	��'��� (Ft)#�����	
'��� ������ τ �����* %� τ ≥ 1� ; ��� ��	:�#

���� 
��
�� �
���� ������� Qs = (Q(s)
ij , i.j ∈ E) ��� s ≥ 0* ��

Q
(s)
ij ≡ P(Xs+1 = j, τ > s + 1 | Xs = i, τ > s). $4&
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Q
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�������	 ����� Qs = (Q(s)
ij ) � ���� ��������������� ������ 	 
� ��������������

��� ���������� �������� (Ps) !���"#� X $
%�&#!����� ��&'������ E = E × {0, 1} �������� E	 �� ��&������ E�&������

!���"# (������ X = (Xt) & Xt = (Xt, dt) ���������� ��������� �����$ )��!�����
X0 = (x, 0)$ ����� Xs = (i, d)	 s ≥ 0$ �#�����*�� E�&����� ��������� ��!����� Y

��&�!���� ��� ���� �������� � &#���������� ��!����	 & ��&����!�� P(Y = j) = P
(s)
ij $

+�
� d = 1	 ������� ds+1 = 1 �� Xs+1 = Y $ +�
� � d = 0	 ������� ��������� ds+1 =
1 & ����������" r = (P (s)

ij −Q
(s)
ij )/P

(s)
ij �� ds+1 = 0 & ����������" 1 − r	 �� Xs+1 = Y $

,�� ����� ����� ���������� ��&�!���� ��� ����������$ -�� &� �&�������� r = 0	
��
�P

(s)
ij = 0 = Q

(s)
ij $ ����'��	 ���!����� Xs+1 = (Xs+1, ds+1)$

-���� ����� ���������� ���������� ���!�������� X = (Xt) * !���"#�� (���
���� �������� ������ ��#����!#��� (Ft = σ[Xs, s ≤ t])$ .�������� ���!�������� 
(Xt, t ≥ 0) * (Ft)�!���"#�� (������ & ����������� ������������� P(Xs+1 = j |
Xs = i) = P

(s)
ij 	 � ������� ��� ������ τ = inf(t ≥ 1, dt = 1) &���*� �� �/� ���������

(Qs)	 
� * �������������� (Ps) ���$
-�� ������� �� �!�������� ������� X ������� �� & ������ 	 &� ����� ��� ����*�

� ��0 Xs+1 = gs(Xs, ξs+1) & ������������� ��������� 1�������� gs	 �� ��&�!�����
�� ��!������� (ξs) 234 $

5�������� X �������� (Ft) ��������$ 6�!�	

P(Xs+1 = j | Xs = i) =

P(ds = 0)P(Xs+1 = j | Xs = (i, 0)) + P(ds = 1)P(Xs+1 = j | Xs = (i, 1)) =

P(ds = 0)P(Y = j) + P(ds = 1)P(Y = j) = P
(s)
ij .

����'��	 �/� ������� �� & ���������

P(Xs+1 = (j, 0) | Xs = (i, 0)) = P(Y = j)P(ds+1 = 0 | ds = 0) =

P(Y = j)(1− (P (s)
ij −Q

(s)
ij )/P

(s)
ij ) = Q

(s)
ij .
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6!� ����� ��&����!� ������� τ ��&#!����� &�!�'���� �������������� ������"
���������0

Rs = Ps −Qs = (R(s)
ij ), R(s)

ij = P(Xs+1 = j, τ = s + 1 | Xs = i, τ > s). �<�

5�&������ ����� ����������� ��&���� ���������

αs(i, j) = R
(s)
ij /P

(s)
ij =

P(τ = s + 1 | Xs = i, Xs+1 = j, τ > s), s ≥ 0, i, j ∈ E, �3�

�� &� �&�������� 0/0 = 0$
%�&#!����� 1�����" ������������ ��&���� ������0

βs(i) = Esiαs(Xs, Xs+1) =
∑

j

αs(i, j)P
(s)
ij =

∑
j

R
(s)
ij = 1−

∑
j

Q
(s)
ij = P(τ = s + 1 | Xs = i, τ > s), s ≥ 0, i ∈ E. �:�
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���� Xs+1 �� ��
�� Xs = i�
��	
 �� ������� ��	
��� ������� τ 	�������� 
�� t ≥ s ≥ 0� i0 = i, i1, . . . , it ∈

E ����������

P0i(τ > s | X1 = i1, . . . , Xt = it) =
∏s−1

r=0
(1 − αr(ir, ir+1)). �� 

!�������
� "
 ���� �����	� 	� ������� ��� t �� ��
�� t ≥ s�
#����� $��� �
��������� ����� ����%� � ���% �
��
���� ��	���� X �� �
��	�� τ �

� ���� ������� Ps� Qs� s ≥ 0� ������� ��� ���
�
 ��������� ε ∈ (0, 1] ����� ��	
��
"
 βs(i) → 0 ��� ε → 0�

&���������� ����� ����% '(

P
(s)
ij = P

(s)
ij (ε), Q

(s)
ij = Q

(s)
ij (ε), i, j ∈ E, s ≥ 0,

X0 = x = x(ε) ∈ E, T = T (ε) ∈ N ∪ {∞}, ε > 0. �) 

*�� T + �
���
	� �������� &�� T = ∞ �� 
�	���		�� T − 1 = ∞ �� XT = 0�
!�������
� "
 �$��	��� τ →Pi ∞ �
�,���	� � ������� βs(i)→ 0� s ≥ 0� ε → 0�
-�	
�	�� 
$,'��
� �
������		� ' .�	���� $�	��������

ϕt(i) = Pti(τ < T ). �/0 

1
��
��� �
��	�� τ �
�,���	�% � 	�����	��� ������
���� ������ � �� �����	���

λt =
T−1∑
s=t

αs(Xs, Xs+1),

lt(i) = Etiλt = Eti

T−1∑
s=t

αs(Xs, Xs+1) = Eti

T−1∑
s=t

βs(Xs), �// 

��

Λt =
T−1∑
s=t

T−1∑
r=s+1

αs(Xs, Xs+1)αr(Xr, Xr+1),

Lt(i) = EtiΛt = Eti

T−1∑
s=t

αs(Xs, Xs+1)ls+1(Xs+1) = Eti

T−1∑
s=t

γs(Xs), �/2 

��

γs(i) =
∑

j

αs(i, j)ls+1(j)P
(s)
ij .

��������� �// ��/2 � 1��	���

Etiαs(Xs, Xs+1) = Eti(E(αs(Xs, Xs+1) | Xs)) = Etiβs(Xs)

' ���
$����		�� ����
���
� �������
��� X �� .
����� ��� �
��
�	
�
 ��
�	
�

��
����		�� "
 �
�
��� �// �

3	��
���	
� ��� t ≤ s∑
r>s

Etiαs(Xs, Xs+1)αr(Xr, Xr+1) =

∑
r≥s+1

Eti(αs(Xs, Xs+1)E(αr(Xr, Xr+1) | Fs+1)) =

Eti(αs(Xs, Xs+1)E(
∑

r≥s+1

αr(Xr, Xr+1) | Xs+1)) =

Eti(αs(Xs, Xs+1)Es+1,Xs+1λs+1) = Eti(αs(Xs, Xs+1)ls+1(Xs+1) =
Eti(E(αs(Xs, Xs+1)ls+1(Xs+1) | Xs)) = Etiγs(Xs),
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� ���	���	� 	� ��������� ������� γs(i)� ����� ����
����������� �� s �	������� ���� �

������  ���	� ��
���	��� 	�
�� ���������� ��
����
�

rα = sup
s≥0

sup
i,j

αs(i, j), ��!�

rl = sup
s≥1

sup
j∈As

ls(j), As = ∪i∈E{j ∈ E : αs(i, j) > 0}. ��"�

"� ���� �� ���	
������ 	��������� �����������

��	���� ���� � ���	�� �����
�� �������	�# $��%�����& ����
 ��� ������
��	� �	����	� ���	� 	���� �'��
� ����
��
������� �� ����� � ����	 ��
	� �� ����������� ����� l0(x) < ∞�
�� ����� �	��� ��
	�����	

l0(x) ≥ ϕ0(x) ≥ l0(x) − L0(x). ��(�

�� �� �
��������� �� rl < 1 � � !� ����������� ��	���

l0(x) ≥ ϕ0(x) ≥ (1− rl)l0(x). ��)�

�" �� ����� supε>0 rl < 1 #$	%�	��� ϕ0(x) → 0& ε→ 0& ���	��&����� #$	%����	
l0(x) → 0& ε → 0�

�' (��� ����������� �����

l0(x) → 0, ε→ 0, ��*�

��

L0(x) = o(l0(x)), ε → 0, ��+�

�� 	���� )
�����

lim
ε→0

ϕ0(x)/l0(x) = 1. ��,�

�* +&� ��������� � , -��������� ��$ rl → 0 �
� ε → 0 � � !.
�/ +&� �$0��&���� 1����	� l0& L0 ��%�� ����
������ �
��� 
���
�	� # ��2

�
�����

P [0] = I, P [s+1] = P (s)P [s], s ≥ 0,

�� �����
��� βs = (βs(i), i ∈ E)& γs = (γs(i), i ∈ E) # �  �� 3� ���	&���

l0(x) =
T−1∑
s=0

P [s]βs(x), L0(x) =
T−1∑
s=0

P [s]γs(x). ��-�

	�
����� �� 4	-�	��	��� 1����	���&� l0(x) �	- 5�����)� ϕ0(x) ��&�)�� �
����� �� ��
5�� ���������� $�#������)� &����)� X & �� �� ���6�#���� # )
���2
0��� #�-�0��� ��� #�-�� ������ τ � 7� �$������� 0���� ��
���� #�-�0� �$0��&��2
�� 0� ��	��� �	-���	-��)� #��0����. ���
��&�-� �
���� # ��#�&�%���� �
�
������
��
�0�� �� �&�����	��� �
� ���&�-���	 ����� ��)� ��)&������ � -����� ������
#������.
	�
����� �� ��
	��	��� � 8 ��%�� ����
������ -&� �
����0��9 ��
����2

���	9 -�)
���0��9 	���	
����	 $���
������ ϕ0(x)� :
	� ��)�� #� � 8 # 
	�����	
l0(x) = 0 ���&����� �� ϕ0(x) = 0� ;��� ��-�&	 ��%�� ���%���� �� l0(x) > 0�

.�� ������� λ0 � ��
��	��� ���������� ������
���& ��� 
���
�	�# ��������
����� ��	����� ��	����
������� �� ����� � ����	 ��
	� �� ����������� ����� � <.
�� (��� -&� -����)� b > 0

E0xλ01λ0>b = o(l0(x)), ε → 0, ����



�� �� �� ���	�
��

�� ����� ���	
 �
�������

1 ≥ limε→0ϕ0(x)/l0(x) ≥ limε→0ϕ0(x)/l0(x) ≥ (1− e−b)/b. ����

��� ���� ���� ���� ���������� ��� ������� b > 0� �� ��� ���	
 
����
��
������ ���� !�� �������� ���������� "��"��
��� ���������# ��$

E0xλ0 ln+(λ0/l0(x)) = o(l0(x)), ε → 0. ����

�%� &� "��"��
���# �� rα → 0� ε → 0� � ��'�# �������� ���� ���� "�� ��(
b > 0� �
�$(���
 �� �������� ��� 
����
������� ���� 
��� 	
����� b �
 ���
���� 	�� ��
�� �
���� �������� 	��� �
 �
�
����	��� � ����
�� � �����	
 ���
��! 	
����� λ0 � �""� 	�����
�
 	�� �������� ���
��� ��

���	� ��"� �
 ���
 	�����	����� ��! 	��� b > 0� �������� ��	� ������ ��"� ����	#
�$	����
 l0(x) ��! ��������� ����� b� ���
 �����	�� ���������� ���� ���
�� τ %
&��������� �����
��� % ���
���� ���!'�
��!�� ( &���� ���� ��&����� �������	���
�������� �
��
���

������� �� )
(�* l0(x) <∞ � �(
�� �
��* ��� ��

a ≡ )** inf(λ0 : λ0 > 0) > 0. ��+�

�+� ,��� ���������� �
�������

l0(x) ≥ ϕ0(x) ≥ 1− exp(−a)
E0x(λ0 | λ0 ≥ a)

l0(x). ��,�

&���
��# -$������� ϕ0(x) → 0� ε → 0� ���������� ���� � ������ ����# ����
l0(x) → 0� ε → 0�

��� ���� �������� αs(i, j) ∈ {0, 1}� s ≥ 0� i, j ∈ E� ��

l0(x) ≥ ϕ0(x) ≥ 1
E0x(λ0 | λ0 ≥ a)

l0(x). ��-�

�%� &� "��"��
��� � ��� �� -� ���� a = 1 
����
������� ���� ��� ���	
 ����
� ������ ����# ����

limε→0E0x(λ0 − 1 | λ0 ≥ 1) = 0. ��.�

�.� !�� �$/���
��� -���
����� � ��0�# ��1� ����� -��������� ����������

E0x(λ0 | λ0 ≥ a) = a +
T−1∑

t=a+1

t−1∏
s=a

P0x(λ0 ≥ s + 1 | λ0 ≥ s).

,� �������� ��	
������� ��	����

/ ��	
�
��� ���
 ��������� X # ��'������ �
���������� ���&$' 0����	� ��

�������� E � �
�
������� ���	������!�� (P (s)
ij ) �� � ���
���� ������� τ �  � 	����#

�%���! ��� �� 1
��$ " �����&
$

Q
(s)
ij = (1− αs(i, j))P

(s)
ij , s ≥ 0, i, j ∈ E. ��2�

,�"� �	
������ ���	���	� ������ ����	
� 3
��� X # �
���������� ���&$'
0����	� �� �������� E� |E| < ∞� � 4����	���� '��������� T < ∞� � ���	�������
������	 � ��2� αs(i, j) → 0� ε → 0� ���� 	������� 	�� ���	� �� �	
���
��! �
��
��
"� 5������ 	 ������ ���� 	�� ���� % ����
����� � 	
���� �
�� % ������������



����������� ��	��
����� ������
 ��

���� ������ ��	�
�� �� 	�������� ����	������� ��������� ����� 	
���

E = Z+�
��� ��
������ ������ 	�������
���������� ��� ������ �����
����� 
������ 	�
������ � �����

αs(i, j) = γ(s)gs(i, j), �� �

�� !���"�# γ$ g ��%���&� ���'��� � ���
���� [0, 1]�
(������ 	����'���� gs(i) = Esigs(i, Xs+1)�
)
�	�����$ *��

��� 
��
∑T−1

s=0 γ(s) �%���+��� 
������
�� �� ε > 0�
��� Etigs(Xs)→ 0$ ε→ 0$ 
������
�� �� 0 ≤ t < s$ i ∈ E�
��	
�����$ ����� �,� ������+���$ ��*� gs(j) → 0$ ε → 0$ 
������
�� �� s$ j �

����� ��
���
-� ����� 	
�	�*��� 
��������� ����

lt(i) =
T−1∑
s=t

γ(s)Etigs(Xs) ≤
n∑

s=t

Etigs(Xs) +
T−1∑

s=n+1

γ(s).

(�%�
�� n �
���� ������� ��.�� �
�%�� �� �������� �����$ ���� � 	�
/���
������������ ����� �,� �������� 
������
�� �� t$ i ������ lt(i)� 0� ������� �����
�12� 3��
��� 1� -� "�+& 3��
���& �4� ��������� �������# 
������
���� ������+���
���. ����� �1���

5.�$ �� ��
�.����� �4� 3��
��� 1 !���"�# ϕ0(x) � l0(x) ����������� 	
�
ε → 0$ ������ � �1 ��
���  ��!"������� ������� ������ 	�������
����� �����
���� 
������ 	�
������ ��&� ������ �� � � ����������&� �����
��� 678s≥0γ(s)→ 0$ ε→ 0�
��� 
��

∑T−1
s=t Etigs(Xs) 
������
�� �� t$ i � ε > 0 �%��.�����

3��� ��+ ���"� 
������
�� �%�.����

lt(i) ≤ sup
s≥0

γ(s) sup
t,i

T−1∑
s=t

Etigs(Xs)→ 0, ε→ 0,

� ������&��� ����� �12�$ �1�� 3��
��� 1�
5.�$ �� � ��*�$ ��+ ���"� ������������� �1 ��

��9� #��
����� ����������� !����� $��!���%&��������� ���������� ���:
���
����� �� '���� ���"&� ;�
���� � 	
���
� E = Z$ *� ��+ ������

Xt = x +
t∑

s=1

cs −
t∑

s=1

ξs = x +
t∑

s=1

ηs, t ∈ Z+, X0 = x, �9<�

� ���
	
��+��� �� 	
�"�� �������� �
������� ��	���� � '���� 3��� ���
	
�:
�"�� ��+ �� ��� ������ 	��� Xt ∈ Z+$ ����� ��.�� 
�������� � ��/� '�����

�+��
�# (Xs) : ��.� ��� ��.�� ���
������ ������.���& 	
�
����� ( "����
	�����+ ���� ���� 3� ��� '������ ������� s ≥ 1�

x : 	�'������ ��	��� 	
� t = 0$
Xt : �
������ ��	��� � ����� t$
cs : ���� �
������ 	
����$ *� �����/�� �� ���
���� [s− 1, s)$ cs ∈ N$
ξs : ���� �
������ �%����$ *� %��� �	��'��� �� ���
���� [s− 1, s)$ ξs ∈ Z+$
ηs = cs − ξs : 	
�
�� �
������� ��	���� �� [s− 1, s)�
�� 	
���"� 	
�	�*���� ����
����� �
�/���� ��� �� + ��+��� : ��.� #�

��.�� ����
&��� � ��	������ (��	������ �
�%��� ���'���� �� ��.����� ���	���$
������ � ��	�
�
���& ���.���& ���'��� 	�
�%�+ ��������� ���
	
��"���



�� �� �� ���	�
��

��������	 �
����� (ξs) ��� 	 (ηs)� � 
���
���� � ��������	� �� ������������
����� ����	�����	

inf
s≥1

(cs − Eξs) = inf
s≥1

Eηs > 0, sup
s≥1

cs < ∞. ����

�� ���� ����� 
��� Xt →P ∞� t→∞!
�"� # ����	���� �������� ���� cs = c� � �
����� (ξs) ������� ������	�
	�

	�
����� �	� �	�$����� ����%���� ����
�� ��&� 
���
�	 �� ����� '
��
���(
��) ������	� � �����
���� P (ξ1 ≥ 1)� � ���� ��&� � �����
��� � ���	 �� �������	
����'�� ���
�	 *���
��+,��%
�'�!
�-� # 
����	��) �� ����� �.
�	 �����	 	�
����� � 
���
���� �� � ���
(

����	 �	� /���	0 P (ξs ≥ 1)� s ≥ 1� ����� ��'���	 �����
�	 ������	��!
��
�
�� ��� u ≥ 0 �
�
����
� ,������

fs(u) = E exp(−uηs), s ≥ 1, ��1�

� ����� 
	 *���
��2 fs(w) ∈ (1,∞) ��� �
���'� w = w(s) > 0! �� ���'� ���(
�� 
� �� ���� 	��� v = v(s) > 0�  � � ����$����� �	��� fs(v) = 1� �������
fs(u) < 1 ��� ��	. u ∈ (0, v)!
3	���	��) ���	�� ����� *���
�� ����'�� � �����  �

δ0 ≡ sup(u > 0 : sup
s≥1

fs(u) < ∞) > 0. ����

4������ ����������������
�� ����� *���
��+,��%
�'� ��� 	����� δ > 0
����'��  � ��� �
���'� ρ(δ) �� ρ

sup
s≥1

fs(δ) ≤ ρ(δ) ≤ ρ < 1. ��5�

���� �! ��� �����	��� 
�� ����	����� ��� �����	��� � 
�� ��� ������� u > 0

sup
s≥1

(Eη2
s + fs(u)) < ∞. ��6�

�� ����� ���� ��� ���'� δ ∈ (0, δ0)� 	 �����. γs ≥ 0 ���
��� �����
�) �������

γt(δ) =
T−1∑
s=t

γs

s+1∏
r=t+1

fr(δ). ��7�

����������  � �� ����� 
� ��5� � ������� δ ���� ��	���

γt(δ) ≤ sup
s≥t

γsρ/(1− ρ). ��8�

9������� ����� ��������� �
������  � 
 ������� �� δ > 0 :

λt(δ) =
T−1∑
s=t

γs exp(−δXs+1)1Xs+1≥0. ��:�

# ����. �����
�. ����	��� 
���
����	 �������	� ����'� X �� ����
�
��&�� ��1�� ��7� ���������� ��	��	��;
�

Etiλt(δ) ≤ Eti

T−1∑
s=t

γs exp(−δXs+1) = exp(−δi)γt(δ). ��<�

9
�;� 
�	�	��� ��
���� � �'���� � ��:�! 3	�	��� � ��<� �������� � 
���
(
����	 �������	� (ηs) � ��&� �� � ��1�2

Eti exp(−δXs+1) = E exp(−δ(i +
s+1∑

r=t+1

ηr)) = exp(−δi)
s+1∏

r=t+1

fr(δ).



����������� ��	��
����� ������
 ��

���� ���������	� 
�����  ������ �
���
���	���
��� ����� (P (s)
ij ) 	 
���	

���� ����������� �� ������� ����� 
������� ������� ��� �� �������  !
��"� τ
��# ����� ��$�� � ����������� �� �"�� 
������� ��������%

αs(i, j) = γs exp(−δj)1j≥0, ����

�� ��"�� γs ∈ [0, 1] �� δ ∈ (0, δ0)  � !���� �����
&�
����� � ���� ��
�"��� ����'��� ! �((�� )� 
���*!��% ����!�'! +!�"���

l0(x)�  ����  ��$� ��������% λt = λt(δ)� ,�"�����

l0(x) = E0xλ0(δ).

��� ��������	�	����  ����� ��
��
-��
!������ )� ! ����� ����� �.� ���� ��� T = ∞� !���� /������01!�2����

���� ��"��!#�%�� �� 
�"� ��"� δ > 0 ! ����� � ��"�*

sup
s≥0

γs → 0, ε → 0, x = X0 ≥ 0.

3��  !���!������ ����� ��4� �� ��$�� ��.�� ��5� ������� !���! �(5� 3������ (6

l0(x) = E0xλ0(δ) ≤ exp(−δx)γ0(δ) ≤
exp(−δx) sup

s≥0
γsρ/(1− ρ)→ 0, ε → 0. ��(�

7���� ! 
� ��'����� �(�� ��#�� As = {j : j ≥ 0}� 3��!  ����  �(��� ��.� �� ��5�

rl ≤ sup
i≥0

exp(−δi) sup
s≥0

γsρ/(1− ρ) → 0, ε→ 0.

8�*�� ��"����� !���� 3������ ( �9�� �  ��� � !���� �($� ��#: 3�������
 ��
��� !� �� �������� 	
�� 
�� 
��� ���������� ��� �����
� �� �����

������������� �����
7�� :: 
��"��'����  �����!����� ��*�� ��"�������� ���������% ��(��
�"� #�
�	$ ��%� ��$ �����
	���� ��	�
�����
 ��
��� &� ��  �� 	!���� �"#� � �����
� � �$� �� � �"����"%�  �� x ≥ 0 ����&

�	'���� � �����(����

ϕ0(x) ≤ l0(x) ≤ l̄0(x) ≡ exp(−δx)γ0(δ) ≤ exp(−δx)ρ/(1− ρ). ����

,�!��*���� )� ����� ρ �� �����% � ����� ����� �.�� �� )� l̄0(x) → 0 �*� 
��
x →∞� �����% �� ����%��� +�"������� γs ! �����
�'� (�%	$ ��%� ��$ �����
	���� ��	�
�����
-��
!������ )� ��"��!#�%�� !���� ����� � ����� β ∈ (0, δ)� ����� ��"�* �� ����

t 
�"� ��" ��4�  �����%��# �2��*����

γt(β) ≤ 1, t ≥ 1. ����

, ���� ��
����#� )� �� "�*���� β ∈ (0, δ) 
�"� ��" ρ(β) ≡ sups≥1 fs(β) < 1�
��2�� !���� ���� ��"��!#�%�� 
�� ρ = β� 8'������ ����"�� ! ��4� 
�������#��� )�
�� ��"������ ���� ������%�� )�2

T−1∑
s=t

γsρ
s−t+1(β) ≤ 1, t ≥ 1. ����

����;��� �� ��"������ ���� ������%�� )�2 ���� ����� ���  ��� !���

T−1∑
s=1

γs ≤ 1/ρ(β), �2�γt ≤ 1/ρ(β)− 1, t ≥ 1. ����

 ��
��� )� �� 	
�� �"#� �� �#"� ��� �������)� *�������)� β ∈ (0, δ) 
�� 
���
��������

ϕ0(x) ≥ l0(x) ≡ exp(−δx)[γ0(δ)− γ0(δ + β)]. ��4�



�� �� �� ���	�
��

��� ������	�

� 
�	�
��� ��� ����	
��� ��
�	������
�� �������		
 ��� � ��� �� ��� 	�����	� ���� ���	����	� �� x ≥ 0 ���	��

γ0(δ) ≥ exp(δx)ϕ0(x) ≥ γ0(δ)− γ0(δ + β) ���

��
 ���	��� β ∈ (0, δ)� �� ��������	
 ���!
� ��� ������� ����! "�	���
 γ0(u)� u ∈ (0, δ0]� � �����  ������# ��	���� $��	%

&�	�# ��� u ≤ δ� ���&� ��'���	��(���	�#� �� $���� � ������� ����� 	��
! )���
�����	��  �����	��

δ1 = inf(u ∈ (0, δ0) : γ0(u) = ∞, �*�∂/∂uγ0(u) ≥ 0) > 0, �+�

�� � ������� δ1 < δ0   ��	�� ����	�� ���	
		
 ∂/∂uγ0(u) = 0! �� ��	�&�		
�
�����	��� δ1 '�	���
 γ0(u) $����� $���� ��� u ∈ (0, δ1)� � ����� ����� &�$��	� ���
$����� �����	� �� ����� δ ∈ (0, δ1) ��
 �$�, ��$���	�� ����, β ∈ (0, δ1)!

���	��� �� ��� ������� δ ∈ (0, δ1) 	
���

lim
x→∞x−1 lnϕ0(x) = −δ. �-�

�! �������� ��� 	
	���� ����
�
 �
��������

.���	�� ���/��� ��$
�	�		
 
� ����	�� *�	����$��� ��#�� �� $����'���� ��
��������	� (�����	�$�� ������� αs(i, j) 	�  ���	����	� ������� �$������ 	�*���#��
�	�&�	� 0 �� 1! 0�����$�� ������  ��������	� (�����	�$�� 	�$��		
 ��������, ����(!

�!1! ���	��� 	����� ��� ������
�� ����
�� �����
�

�� 0�,�( X % 	��%

�	����	�( �� &�$�� ��	�#� .������ � ����,��	��� ������	�$�
�� (P (s)
ij ) � ���$����

E!
2��	�&��� ��
 	�*��� �	���	 Ds ⊂ E� D0 = ∅� C =

∏∞
s=0 Ds� ������$���(

����	�

τC = inf(t ≥ 1 : Xt ∈ Dt), �34�

�� �� ��*���� X0 /∈ D0!
���	���  � ���� τ = τC ! ���	 �����	��� ������� ��� ����� ����� ��� �� �

��!�" ��

αs(i, j) = 1i/∈Ds,j∈Ds+1 , s ≥ 0,

1− αs(i, j) = 1i/∈Ds,j /∈Ds+1 + 1i∈Ds , s ≥ 0. �31�

#������" � �$�

βs(i) = Psi(Xs+1 ∈ Ds+1)1i/∈Ds
. �3��

�!�! ����
� ��
�	������ ��� ����	��
�! ����� "	���	�#$�
���	��� �	�%
�� �����
	��� ��	�#� .������ ��4� 	� ���$���� E = Z� ��  ��$����	�# 	���	���%
�	�# � &�$� ������# 5������67�	�*����� � ������	��� T = ∞! 2��	�&��� � �34�
������$���( ����	� τ = τC ��
 �	���	 Dt = D = {i ∈ E : i < 0}! )��� τ ���	�
�	������������ 
� ���$�&	�( ����	� *�	����$���

τ = inf(t ≥ 1 : Xt < 0).

8��$��	����# � �11� ������	�$��( ������� �31� �	�,�����

λt =
∞∑

s=t

1Xs≥0, Xs+1<0 =
∞∑

s=t

1Xs+1<0≤Xs ,

βs(i) = 1i≥0Psi(Xs+1 < 0) = 1i≥0P(ηs+1 < −i),

l0(x) =
∞∑

s=0

E0x1Xs≥0,Xs+1<0 =



����������� ��	��
����� ������
 ��

∞∑
s=0

P0x(0 ≤ Xs < −ηs+1) =
∞∑

s=0

P(Ts+1 < −x ≤ Ts), ����

��

Ts =
s∑

j=1

ηj , T0 = 0.

��	 
�������� ����������	 l0(x) ����� ����������� ����� ����������� ������
���� �� ��������� �  ��!��� " �#�$
 �
�� ��������%�&�� ����������� � ����!����& �� 
���� ������ �����
�'��	 �

!���	��	 ����������	

l0(i) = l(i) = 1i≥0P(η1 < −i) +
∑
j∈E

l(j)P (0)
ij =

1i≥0P(η1 < −i) +
∑
j∈E

l(j)P(−η1 = i− j). ��(�

) ���!��� *!���!�+,�����!��� �� ����'��	 �� ��(�� ����������& �������� ����
�����%�&��- ����������� l0(x) ��!���.' '������ ��������� ��!��. δ0 !���	��	
f1(δ0) = 1� �!�
��� ����' ������� �!���%	

lim
x→∞ exp(δ0x)ϕ0(x) = G ≡

E[(exp(−δ0η1)− 1)1η1<0]/(exp(δ0)− 1)E[η1 exp(−δ0η1)].
/ ��������� �������!������� ������� �������� l0(x) �� ���	 �������' � !�����

���& � ����� ��0�� � ��1� � ��2� ��	 γs ≡ 1� �� � ����� ��(�3

l0(x) ≤ E0x

∞∑
s=0

1Xs+1≤0 ≤

E0x

∞∑
s=0

exp(−δXs+1) = γ0(δ) ≤ exp(−δx)ρ/(1− ρ). ����

4��������� �� �����������	 ���� � ����!����& ������ �� ρ = f1(δ) < 1� ��!����'
��	 l0(x) ��������%�&��& �������� δ > 0$ )�!��	 ���� ����� δ ��!���.' ���������
*!���!�+,�����!�� δ0$  ��� ��!��. �%���� ���� �� ����� ���!����� �� ��!	����
���������� ����� � ����!������ �������$
��������� ���� �!����'��	 �� ���!������ ��5�� 	� �  ��!��� ($ 6���	��	 ��(� ���

������	 ������� ��!7��� ��!���� � ����
���	 ����� �� ����!������' �����������
�!�!����� (ηs, s ≥ 1)$ 8�!������� ���� �
������$ 6������ � ���� ��!���'�� ����������
��. γs = 1 � ��0� �
9������ ��  ��!���. ( &����!����� !������ αs(i, j) ∈ {0, 1}� ��	 ������� &����!�

����� ����!������ ϕ0(x) ����� ����������� ���!�����	 �:�� �;�  ��!��� �$
���	�
� � ���������	
 �	 �� ����	�	 δ > 0 ��� ����� ��	�� ��������

��������� ���� ! ��	��	����	�	 �������� ����	����� �"�� ������� ���� ���#��
	�����

ϕs(i) ≤ ρ exp(−δi), i ≥ 0, s ≥ 0. ��1�

!����� $ ������	��� �%&� '�	���� � ���	���	 ��	��(�� ���������)

l0(x) ≥ ϕ0(x) ≥ (1 − ρ)l0(x), x ≥ 0. ��2�

 �� �� � ��1� �������� ρ = ρ(δ) ' �!���. 
������. ��(�$ 4��������� �� ��	 �����
����%�- ��2� ���� ��!��� δ = arg minδ>0 ρ(δ)$
<������ �� � ��2� �� ��1� �������' ����� ��
� %� ��!������� ��!����� !������ ���

������$



�� �� �� ���	�
��

������� ��	 �����������	 
�� �� ����	��	 ����������	 
�� � ���� � ����
������� 
�� ���������� �� ����� ������ ��! ����� ��! �"����

ρ exp(−δx) ≥ ϕ0(x) ≥ b exp(−βx), x ≥ 0, ����

�� �������� β ∈ (δ, δ0) ����#$ ��

inf
s≥1

fs(β) ≥ 1. ����

���	� b 
���	��� ���
 �� �
�������� ����� �
��
��	 ��	�� ηs� �
�����
 �
�
�������� b > 0� �
	 ���������� ���� � ���
 
!� " 
��
����
#� ������ b > 0 ��
��
�� β �� �
������ $��#���%&������ �� �
��
 ����� 
'���� � ���� � �
��
! ��
�
����
#�

(�)� 
����� ��������� �� ��������� ������� ��������� �� ��������	

*
� 	���#
 
��
����+ 	��'! ,���
�� X �� E = Z+ � ����-���
! #���'�! ��

�� ��
� P = P (s) = (pij , i, j ∈ E)� .
 ��	�������� � �#
����
���+ pi,i+1 = pi > 0�
i ≥ 0� pi,i−1 = qi > 0� i ≥ 1� p00 = q0 > 0� pi + qi = 1� i ≥ 0� &��'! � �������#�

 
��
�� T = ∞� ,���'! ����-
��� �� n ��
��� �
����#
 �� P [n] = (P )n�
*
� 	���#
 #
#��� �
�� ����� �������������

τ = τ0 = inf(t ≥ 1 : Xt = 0).

/���-���� #���'� �0� #�� � 	�� �0��� ��

αs(i, j) = 1j=0,

����
����
 � �11�

λt =
∞∑

s=t

1Xs+1=0. �(2�

3����#
 �
�����

θi =
i∏

s=1

qs

ps
, i ≥ 1, θ0 = 1.

4������� �5�� ���� 6
�#�	 �
��� ���
#��
���� �	 �� ����� ��������� �	��

θ ≡
∞∑

s=0

θs <∞, �(1�

������%���	 �������������	

l0(x) =
∞∑

i=x

θi, x > 0, π ≡ P01(τ0 <∞) = 1− 1/θ. �(0�

������� ��	 � &��� � �� '������ � 
( �������%�� �� ����� 
�) ����������

l0(x) ≥ ϕ0(x) ≥ θ−1l0(x), x ≥ 0. �()�

7������ ��
��#� �	� �
��
��	� #
#���� τ0 → ∞ � �-�#� ����+ �������� � 89�
021):�



����������� ��	��
����� ������
 ��

�� ���������

��������� ��	
 � ������	
�� �� ������ ��� ���������	� ����	��� t �����
������� As = {τ > s, X1 = i1, . . .Xs = is} 	� �������
�� ����	����	
 ������� X �
����������	
 �	������� ������ �������������� �� i1, . . . , it−1 	� ������� ��������� 
���������	� As+1 �� ���������	
 As� ��������	
 !"# � ��������� ����	�����	�

Q
(s)
ij ≤ P(Xs+1 = j | τ > s, Xs = i) = P

(s)
ij

	� �������
�� ����	����	� τ � �
��������� ��	
 � $���	������� 	�	�%���	� ����&���� !'# �	�������

(1− αs(i, j))P
(s)
ij = P

(s)
ij −R

(s)
ij = Q

(s)
ij ,

������ �� (���� )

P0i(τ > s, X1 = i1, . . . , Xt = it) =
∏s−1

r=0
Q

(r)
ir ,ir+1

=

∏s−1

r=0
(1 − αr(ir, ir+1))P

(r)
ir ,ir+1

�
��������� �����	
 �

*� ��������	��� +������� ��� �����
��� (as, 0 ≤ s < T ) ⊂ [0, 1]

1−
∑
s≥0

as ≤
∏
s≥0

(1− as) ≤ 1−
∑
s≥0

as +
∑
s≥0

∑
r>s

asar,

1−
∑
s≥0

as ≤
∏
s≥0

(1− as) ≤ exp(−
∑
s≥0

as).

$���	������ � �� ��������	� ���&��
 as = αs(Xs) ��� ����&����� T 	� ������� ��
��	���	�&���� ���������� E0i ��������	
 �� ����&������ !))#, !)-# �� ��������	��

(a)E0iλ0 ≥ ϕ0(i) ≥ E0iλ0 − E0iΛ0,

(b)E0iλ0 ≥ ϕ0(i) ≥ E0i(1− exp(−λ0)),
.� ��������	� ��� T = ∞ �������� �����&��� ��������� �� 	������� (����� ���

����	���� ���%���	
 � ����������� ����&�����	� E0iλ0�
!/#� 0����� ��������	
 � �&������� ��������� ��	����� ������ 	� ����&��
 !))#,

!)-#�
!1#� *� ����&������ !)"#, !)-#

Lt(i) =
T−1∑
s=t

Etiαs(Xs, Xs+1)1Xs+1∈As+1 ls+1(Xs+1) ≤

T−1∑
s=t

Etiαs(Xs, Xs+1)rl = rllt(i),

	��� !1# �������� � !/# ����� ����	������ � ��������� ��������	
 t = 0, i = x�
!2#� 0����� ���������	���	
 � ����	�� ��������� !1#�
!3#� 4������&�� �� ��������� !1# � !/# 	� !)5# ��������, 6�

1 ≥ limε→0
ϕ0(x)
l0(x)

≥ limε→0

ϕ0(x)
l0(x)

≥ limε→0

(
1− L0(x)

l0(x)

)
= 1.

!7#� 8���, � ��������	� � ��������� !1# 	� ����� �	������� ����� !)5#

L0(x)/l0(x) ≤ rl → 0, ε→ 0.

!9# *� ����&����� P [s] = P (0,s) � !)#, 	���

P [s]βs(i) = P (0,s)βs(i) = E0iβs(Xs),



�� �� �� ���	�
��

�� �� ���������	 
��� ������ ����� �������� � 
���� ����� ��������� ����������
� ����������	 
��� �
��������� ���	�
� �


���  ����������	 ������� !��"#�$ (1 − exp(−x))/x ↓% x ≥ 0% � &�	� ' 
(�
����	�)	�

ϕ0(x) ≥ E0x(1 − exp(−λ0)) =

E0x

(
1− exp(−λ0)

λ0
λ01λ0≤b

)
+ E0x(1− exp(−λ0))1λ0>b ≥

(1− exp(−b))b−1E0x(λ01λ0≤b) + E0x(1− exp(−λ0))1λ0>b.

 ����

limε→0ϕ0(x)/l0(x) ≥ (1− exp(−b))b−1limε→0E0x(λ01λ0≤b)/l0(x)+

limε→0E0x(1− exp(−λ0))1λ0>b/l0(x) = (1− exp(−b))b−11 + 0,

� �������� � �	���* 
��� ��"�������� �������������

limε→0E0x(1− exp(−λ0))1λ0>b/l0(x) ≤ limε→0E0x(λ01λ0>b)/l0(x) = 0.


(�� ��� ������� 
�+� �������� �,���� b → 0 � 
����
 � �	��� 
�'� ��	-� ����"���� ������� (λ0/l0(x), ε > 0) ) �����	���� ��������.

��*% ��"���"� �� "������)	 /���01����� � !��"#�)* V (z) = z ln+ z% z ≥ 0% 	�) 	��#�
��,��2���� E0xV (λ0/l0(x)) = O(1)% ε → 0� 3�	�

lim
ε→0

E0x(λ01λ0>b)/l0(x) = 0

�������" �,�2����� P0x(λ0 > b) ≤ l0(x)/b → 0% ε → 0% �� "�2���� b > 0�

4�� /������	� ��"� !��"#�$

αs(i, j) = − ln(1− αs(i, j)) < ∞
��� rα < 1% �� ��������

λ0 =
T−1∑
s=0

αs(Xs, Xs+1), l0(x) = E0xλ0.

3�� �� �����$

Kα ≡ sup
0≤α≤rα

(−α−1 ln(1− α)) = r−1
α ln(1/(1− rα)) < ∞ 
56�

��"���*���� ����������

αs(i, j) ≤ αs(i, j) ≤ Kααs(i, j),

λ0 ≤ λ0 ≤ Kαλ0, l0(x) ≤ l0(x) ≤ Kαl0(x). 
57�

8��	 ����% � ��������� αs �� � &�	� � �������) ����2�����

ϕ0(x) = 1− E0x

T−1∏
s=0

(1− αs(Xs, Xs+1)) =

1− E0x exp

(
−

T−1∑
s=0

αs(Xs, Xs+1)

)
= E0x(1 − exp(−λ0)). 
55�

1��������� h(b) = b− 1 + exp(−b) ≥ 0% �� "�2���� b > 0 � 
57�% 
55� �����	�

1− ϕ0(x)/l0(x) + Kα − 1 ≥
1− ϕ0(x)/l0(x) + (l0(x)− l0(x))/l0(x) = E0xh(λ0)λ

−1

0 λ01λ0≥b/l0(x) ≥
E0xh(λ0)λ

−1

0 λ01λ0≥b/l0(x) ≥ h(b)b−1E0xλ01λ0≥b/Kαl0(x) ≥
h(b)b−1K−1

α E0xλ01λ0≥b/l0(x),



����������� ��	��
����� ������
 ��

�� ���������	 
� ������ h(b)/b �� ��������
�
� ϕ0(x)/l0(x) → 1 ��� ε → 0	 � �������� ����������� ���������

h(b)b−11limε→0E0xλ01λ0≥b/l0(x) ≤ 0 + limε→0(Kα − 1) = 0,

������ � ����� rα → 0 ��������	 
� Kα → 1 � ��� �
��������� ���	�
� �

�! � "����#���	 
� l0(x) = E0xλ0 = E0xλ01λ0≥a �������� �$� � %��� �� ���&�'
���������' � ��������� %������ (

ϕ0(x)
l0(x)

≥ E0x(1− exp(−λ0))
l0(x)

=
E0x(1 − exp(−λ0))1λ0≥a

E0xλ01λ0≥a
≥

(1− exp(−a))
P0x(λ0 ≥ a)
E0xλ01λ0≥a

=
1− exp(−a)

E0x(λ0 | λ0 ≥ a)
.

�) � " ����*���� �(( ��������	 
� λ0 ∈ Z+� %��� a ∈ N�
+�����*� � �����������, ����#����� ��� as ∈ {0, 1}

∞∏
s=0

(1− as) = 1�∞
s=0 as=0,

�� ����*����� �(( ���������

E0xλ0 ≥ ϕ0(x) = 1− E0x

T−1∏
s=0

(1− αs(Xs, Xs+1)) =

E0x(1 − 1λ0=0) = P0x(λ0 > 0). ��- 

.���/��	 � � � �! 	 �������� � ��- 

l0(x) ≥ ϕ0(x) =
P0x(λ0 > 0)

E0xλ0
l0(x) =

P0x(λ0 ≥ a)
E0xλ01λ0≥a

l0(x) =
1

E0x(λ0 | λ0 ≥ a)
l0(x).

�0 � " ���������� �$� ��������	 
�

1 ≥ limε→0
ϕ0(x)
l0(x)

≥ limε→0

ϕ0(x)
l0(x)

= limε→0

1
E0x(λ0 | λ0 ≥ 1)

.

%�� ����� *������ ������'� ������� ���� � ����� ����	 ���

1 = limε→0E0x(λ0 | λ0 ≥ 1) = 1 + limε→0E0x(λ0 − 1 | λ0 ≥ 1),


� � �������� �$- �
�1 23*������

E0x(λ0 | λ0 ≥ a) =
∞∑

t=1

P0x(λ0 ≥ t | λ0 ≥ a) =

a +
∞∑

t=a+1

P0x(λ0 ≥ t | λ0 ≥ a) = a +
∞∑

t=a+1

t−1∏
s=a

P0x(λ0 ≥ s + 1 | λ0 ≥ s)�

��������� ��
� �

.���� Eηs ≥ μ > 0	 � ������

g(x, v) = x2 exp(v max(−x, 0)), x ∈ R.

"� ����*����� ��� δ ≤ u/2 < u

g(x, δ) ≤ g(x, u/2) = x21x≥0 + x2 exp(x−u/2)1x<0 ≤
x2 + Cu exp(−ux).



�� �� �� ���	�
��

� ��������	� exp(−x)− 1 + x ≤ g(x, 1) �
����� x = δηs δ ≤ u/2 ������
��

fs(δ) = E exp(−δηs) ≤ 1− δμ + δ2D,

��

D ≤ sup
s≥1

Eg(ηs, δ) ≤ Du ≡ sup
s≥1

E[η2
s + Cu exp(−uηs)] < ∞,

� ������� ���	
�	��� �� ������� 
	� 
����� ��������� ����� δ > 0�
������	� 
��	� δ = min(u/2, μ/2Du) ���������� ��	��� ρ ≤ 1− δμ/2Du < 1 �
��������� ���	�
� �

�� ���
� �  ! �����
������ "����� fs(u) � � #! � ��	�������� �
	�	 ��$�����	%
&�
���� ��� u ∈ (0, δ0) �� ��'�� 
���	��� � (! �������	 ����	 ��)	��	

f ′′s (u) = Eη2
s exp(−uηs) ≤ sup

s≥1
c2
s + Cuv sup

s≥1
fs(v) < ∞ �*+!

�� ��
	����� v ∈ (u, δ0)� �� Cuv = supx∈R
x2(exp(−ux)− 1) exp(vx)�

�
	��� ������������ ����������� 
�
����� �����$�	��� ����	��� ��� ������
����	���! $����	, fs(u)� ���	���

(ln fs(u))′′ = (f ′′s (u)fs(u)− f ′2s (u))/f2
s (u) ≥ 0

�� ���	
�	��' -��	�
� �  !� �������	� �� � .! 
�
����� ������ /� ��� 0 < β < δ < δ0

fs(β) ≤ 1− (1 − ρ)β/δ = γ(β) < 1, �*0!

����� ���
� � .! 
���������� ����� ��� ������� β ∈ (0, δ)�
1� ��������
���� ����������	 �..! ��	���� � � .! ��� δ = β �� � ��������� γt(δ)

� *!

γt(β) ≤
T−1∑
s=t

γsρ
s−t+1(β) ≤ 1.

1������	��� �.2! 
���
�� � ���	
����	 ρ(β) < 1 �
��������� ���	�
� �

3�������� �� ����������� �((!� �.4!� � +! � ���)�
����� 
����� β ∈ (0, δ)5

lt(i) = Etiλt(δ) ≤ Etiλt(β) ≤ exp(−βi)γt(β) ≤ exp(−βi), i ≥ 0,

�� 
���������� ����� � 0! �� ���
� �. !�
1�	� �� ����������� �((!� �(#!� �.4! ��	��� � �
��������� �6! 7������ ( �� �����%

���, ���	
����	

ϕ0(x) ≥ l0(x)− L0(x) = E0x

T−1∑
s=0

γs exp(−δXs+1)1Xs+1≥0(1 − ls+1(Xs+1)) ≥

E0x

T−1∑
s=0

γs exp(−δXs+1)1Xs+1≥0(1− exp(−βXs+1)) ≥

E0x

T−1∑
s=0

γs exp(−δXs+1)(1− exp(−βXs+1)) =

exp(−δx)[γ0(δ)− γ0(δ + β)] = l0(x), �84!

�� ����� 
��)�
��� ��	

	�������� � 0! �
��������� ���	�
� �

9� 
������ � ��
�����	 7������ *� $����	, fs(u) � � #! �����$�	��� ����	
�� �
	�	 ��$�����	&�
�	 �� (0, δ)� 7��� ,) ������� � � *! ��� ���	 � 
����
���	�
� ,) ����� ����	���	� γ0(u) � �����' �� �
	�	 ��$�����	&�
��'� :�	�����	���
γ0(u) < ∞ ��� u ∈ (0, δ) 
���
�� � ���	
����	 �*0!�



����������� ��	��
����� ������
 ��

����� � ��	
� ���������	��� ���� 
�
	���	� �	 f ′s(0) = −Eηs < 0� � � 	����	���

����
��� �	 �	����� f ′s(u) �� ������� �������	� ���� ���� �	����� f ′′s (u) ≤ F �
u ∈ [0, δ)� s ≥ 0  �
�	���	 	!��"���� #	�� � ���		"�$	�� 	�	�� ���%

f ′s(u) < 0, u ∈ (0, inf
s≥1

(Eηs)/F ), s ≥ 1.

&�"�� '���(�% γ0(u) ���	" ������ � �	�� " ����
��� ��% u�
�	�������$ δ1 � �)�� 
����
�� � �����
�	��� �	����	* γ′0(u)� u ∈ (0, δ)�
�	�������$ ��	��� γ0(δ) − γ0(δ + β) � �������	� �������% '���(�* γ0(u) ��

u ∈ (0, δ1)�
+��,��� � �)-� 
�
	���	 ���
����$

−δ + x−1 ln γ0(δ) ≤ x−1 lnϕ0(x) ≤ −δ + x−1 ln(γ0(δ)− γ0(δ + β)),

�
���� �� x →∞ 	������	 �).� �
��������� ���	�
� �

/	���0��	 i0 = x /∈ D0� 1	���%���	 �� is ∈ E �� 	���0���%�� �2��� �3��

t−1∏
s=0

Q
(s)
is,is+1

=
t−1∏
s=0

(
[1is /∈Ds,is+1 /∈Ds+1 + 1is∈Ds ]P

(s)
is,is+1

)
=

t−1∏
s=0

(
[1is /∈Ds,is+1 /∈Ds+1 ]P

(s)
is,is+1

)
= P0x(X1 = i1 /∈ D1, . . . , Xt = it /∈ Dt) =

P0x(τC > t, X1 = i1, . . . , Xt = it).
4 ��,	�	 !	��� �� it = i

P0x(τC > t + 1, Xt+1 = j | τC > t, Xt = i) =

P0x(τC > t + 1, Xt+1 = j, Xt = i)
P0x(τC > t, Xt = i)

=

∑
i1,....it−1∈E [

∏t−1
s=0 Q

(s)
is,is+1

]Q(t)
ij∑

i1,....it−1∈E [
∏t−1

s=0 Q
(s)
is,is+1

]
= Q

(t)
ij .

&�"�� �3�� � �������	� ��� �
��������� ���	�
� �

4��
�"��	� �	 '���(�% !�������
� ϕs(i) � �	���� ��5� ���	
	�$�%� ��	��	����
�
�%��% 
���	
����%

ϕs−1(i) = P(ηs < −i) + Eϕs(i + ηs)1i+ηs≥0, s ≥ 1, i ≥ 0. �-��

1	���%���	 6�����
 �	��� Nδ '���(�7 g : Z+ × Z+ → R � �	�	8

‖g‖ = sup
s≥0

sup
i≥0

exp(δi) |gs(i)| ,

�� ����7��7 ��!��	�����0��7 	����	 T �� Nδ

(Tg)s−1(i) = Egs(i + ηs)1i+ηs≥0, s ≥ 1, i ≥ 0.

&����$�� |gs(i)| ≤ exp(−δi) ‖g‖� �	

‖Tg‖ / ‖g‖ ≤ sup
s≥1

sup
i≥0

exp(δi)E exp(−δ(i + ηs))1i+ηs≥0 ≤

sup
s≥1

E exp(−δηs) = sup
s≥1

fs(δ) ≤ ρ < 1,

�� ��	
	8 ��)��
&�"�� 	����	 T  ��	�	 ������80�7� #	�� �
�%��% 
���%�� g = h + Tg ��

h ∈ Nδ ��� � Nδ �����7 	�
9%�	� g� �	 �!�����$�% � �������$��� :3;� :2� �..�;<

g =
∑

s≥0 T sh� 4
���� 
����
�� ����7 ���(�� �	�
�%��%< %��	 g = h + Tg ��%

��%�	�	 h ∈ Nδ �� �	�	0�	
	 h ≤ h� �	 g ≤ g�



�� �� �� ���	�
��

�������� ���	 
�� ����� ϕ = ψ + Tϕ� �� ψs−1(i) = P(i + ηs < 0)� s ≥ 1� �����
�
ϕs(i) = ρ exp(−δi)� ���� ϕ = ψ + Tϕ� �� ψ = ϕ− Tϕ� ����� � ����������
 ���	 ��
���������� 

exp(δi)P(i + ηs < 0) ≤ E exp(−δηs)1i+ηs<0 ≤ fs(δ)
���
!�
� "� s ≥ 1� i ≥ 0

exp(δi)[ψs−1(i)− ψs−1(i)] =

exp(δi)[ϕs−1(i)− (Tϕ)s−1(i)− ψs−1(i)] =
ρ[1− E exp(−δηs)1i+ηs≥0]− exp(δi)P(i + ηs < 0) ≥

ρ[1− fs(δ) + E exp(−δηs)1i+ηs<0]− E exp(−δηs)1i+ηs<0 =
ρ[1− fs(δ)]− (1− ρ)E exp(−δηs)1i+ηs<0 ≥
ρ[1− fs(δ)]− (1− ρ)fs(δ) = ρ− fs(δ) ≥ 0. ���	

��#�� ψ ≥ ψ "���$����� ��
! �� "��%"�
 "��������� ϕ ≥ ϕ� &� ������' �()	
�
��������� ���	�
� ��

*���$
� "� n ≥ 0 
������'�� 
�
���

θ0 = 0, τn+1 = inf(t > θn : Xt < 0), θn+1 = inf(t > τn : Xt ≥ 0),

�� �� ����$����
 �+,∅ =∞�
��!��#
�� &� τ1 = τ �� θn <∞ �� 
��#�� τn−1 <∞ ��������� ��������������

���	�
*���$
� 
���
��'�! � �
��������� �����!�����

π = sup
s≥0

sup
i≥0

Psi(τ < ∞) = sup
s≥0

sup
i≥0

ϕs(i) ≤ ρ < 1, ���	

�� ��������� ���������' �()	�
�����'� {λ0 ≥ n} = {τn <∞}� �� �� 
������'��- ���������- ���%-�� X

P0x(λ0 ≥ n + 1 | λ0 ≥ n) = P0x(τn+1 < ∞ | τn <∞) =

E0x(Pθn,Xθn
(τ < ∞)1θn<∞) ≤ π < 1

�� ����$����
 ���	�
� ������'�. ����������� �����
��

P0x(λ0 = 1) ≥ ϕ0(x)(1 − π) > 0,

��
! a = 1 ! �����
� ��
��#�� ������ � �����
�- � �/	

E(λ0 | λ0 ≥ a) ≤ a +
∞∑

t=a+1

πt−a = 1/(1− π).

��
! �� ��)	
l0(x) ≥ ϕ0(x) ≥ (1− π)l0(x). ��0	

1���2��� � ��0	 �� ���������� ���	 ���
!�
� �(�	 �
��������� ���	�
� ���

3�������
��� 
�����
 ��������� �()	� � ��
� "��%"�
 "��������� ��� ���4

�5����� ��������'�6 ������' ϕ = ψ + Tϕ �� ϕ = ψ + Tϕ� � �
 #� �"�������
 T
�� 7!��%��- ϕs(i) = b exp(−βi)� 8�� ��������� ���������� ϕ ≥ ϕ ! �(9	 �������'�

"�������� &� ψ ≥ ψ�
*���$
� ����!

b = inf
s≥1

bs,

b−1
s = sup

j∈(js,0]

[1− E exp(−βηs)1ηs≥j ] exp(βj)/P(ηs < j), ��(	



����������� ��	��
����� ������
 ��

�� ������
js = sup(j ≤ 0 : E exp(−βηs)1ηs≥j ≥ 1),

� 	
 �	�
������ sup∅ = −∞ �
��
����� ���� fs(β) > 1 � ����� �� js > −∞ �����
������ ���
 � ���� � ���� � ���
���� �
��������� ����!"�� #�� j > js ����!"���
� 	�
������ � ���� � ���
����� $�%���� ���� 	�
������ P(ηs < j) = 0� �� 	 �����
���� ��#!��
�� �� j ≤ js &��� fs(β) > 1� �� �����������" js ��#!��
� 	� 	��������
���� ������� j ≤ 0 �
�� �� ��

E exp(−βηs)1ηs<j ≤ (fs(β) − 1)/2.

&� � ��'�� ��	 !����� #�� j = −i ≤ 0

exp(δi)[ψs−1(i)− ψs−1(i)] =

b[1− E exp(−βηs)1ηs≥j ]− exp(−βj)P(ηs < j) ≤ 0,

����!"�� 	
 �	�
������ � ���� b ≤ bs� 
 #�� j ≤ js ���������" �������

(��� 	
 #���)�#�� #��������� ϕ ≥ ϕ �
��������� ��	
 ��

�
��
����� �� ��	#���! ������� τ0 #��*� � ���� ����� ��!� �� ������" ������+
�����% p0� q0 ������ 	 )"� � ��
�� (��� ��
�
������� �� p0 = 1� q0 = 0

,�	 !����� ���� �
������ � ���� �#����)�
!�

R =
∑
s≥1

P [s].

-. �!������ + ���������� ����!"�� ����
 �/0� ����
��� ��
 ��������
� �!� ��
�	���+
������ !
�)1 
 X  2
���)� R � �����
!"��� ��	�3�	��� �������� R = P + PR

(��� 4���)�� r(i) ≡ Ri0 	
����!"��� ��������

r(i) = Ri0 =
∑
s≥1

P
[s]
i0 =

∑
s≥0

P0i(Xs+1 = 0) = l0(i), ��/�

�

r(i) = Pi0 + (PR)i0 = q1δi1 +

∑
j≥0

pijr(j).

������ ��������� ������� ������"

r(i) = q1δi1 + pir(i + 1) + qir(i− 1), i ≥ 1,

r(0) = r(1). ����

� ���� ��������� !���. �
����� �
 pi + qi = 1 �
 #��!�������� ����
)���� ����+
����� ��

r(i)− r(i − 1) = −θi−1, i > 1,

r(1)− r(0) = 0,

�
 ���
�����

r(i) = r(0)−
i−1∑
s=1

θs, i ≥ 1.

5#�����
�*� ��� i →∞� 	 ��
���
���� r(i) → 0 	�
������

l0(0) = r(0) =
∑
s≥1

θs = θ − 1, l0(i) = r(i) =
∑
s≥i

θs, i ≥ 1. ��6�

$�� 
 ���������" � �/'� ��#!��
� 	 �
�����"��. �!
�������� �
 ������������ !
�+
)1 
� �
 ��������% ���� � p0 = 1�

π = P(τ0 < ∞ | X0 = 1) = P(τ0 < ∞ | X0 = 0) =

1− 1/
∑
s≥0

P
[s]
00 = 1− 1/(1 + r(0)) = 1− θ−1,



�� �� �� ���	�
��

π = P(τ0 < ∞ | X0 = 0) = P(λ0 ≥ s + 1 | λ0 ≥ s), s ≥ 0,

�� �������	
�� 	�	����	� �����
�
�	����
��� ���� ��	
��� 	�	�����	��� ����� ���� � ��
���
���� ������� �

� �� �� a = 1� ������	� ����!

E(λ0 | λ0 ≥ a) = 1 +
∑
t≥1

πt−1 = 1/(1− π) = θ�

"�	�� ���#��� ��������	� �
 ��$� #
� 	
 ��		%� �
��
������ &� �����'�'� (�)
��
&�	� ����� ���'
���
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