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ÂÈÌIÐÞÂÀÍÍß ÇÀ ÓÌÎÂÈ ÍÅÎÁÌÅÆÅÍÎÑÒI

ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÍÎ� ÌÍÎÆÈÍÈ

Î. Ã. ÊÓÊÓØ, Î. Î. ×ÅÐÍÎÂÀ

Àíîòàöiÿ. Äîñëiäæó¹òüñÿ ìîäåëü Êîêñà iç ïðîïîðöiéíèìè ðèçèêàìè òà ïîõèáêàìè âèìiðþâàííÿ.
Ó ðîáîòàõ [6] òà [3] âèâ÷àëèñÿ àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ñóìiñíî¨ îöiíêè λn(·), βn áàçîâî¨ ôóíêöi¨
ðèçèêó λ(·) òà ïàðàìåòðà ðåãðåñi¨ β, ïðè öüîìó ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà Θ = Θλ × Θβ áóëà îáìå-
æåíîþ. Ó öié ðîáîòi ìíîæèíà Θλ ¹ íåîáìåæåíîþ çâåðõó i íå ¹ âiääiëåíîþ âiä 0. Îöiíêà áóäó¹òüñÿ
çà äâà êðîêè: ñïî÷àòêó îòðèìó¹òüñÿ ñòðîãî êîíñèñòåíòíà îöiíêà, à ïîòiì âîíà ìîäèôiêó¹òüñÿ òàê,
ùîá çàáåçïå÷èòè ¨¨ àñèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíà îöiíêà, êîíñèñòåíòíà îöiíêà, ìîäåëü Êîêñà ç
ïðîïîðöiéíèìè ðèçèêàìè, ñóìiñíå îöiíþâàííÿ áàçîâî¨ ôóíêöi¨ ðèçèêó òà ïàðàìåòðà ðåãðåñi¨.

1. Âñòóï

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìîäåëü Êîêñà iç ïðîïîðöiéíèìè ðèçèêàìè [4], âiäïîâiäíî äî ÿêî¨
ôóíêöiÿ iíòåíñèâíîñòi òðèâàëîñòi æèòòÿ T ìà¹ âèãëÿä

λ(t|X;λ, β) = λ(t) exp
(
βTX

)
, t ≥ 0. (1)

ÐåãðåñîðX �öå âèïàäêîâèé âåêòîð â Rm, β �ïàðàìåòð ðåãðåñi¨ iç ìíîæèíè Θβ ⊂ Rm
òà λ(·) ∈ Θλ ⊂ C[0, τ ]�öå áàçîâà ôóíêöiÿ ðèçèêó.

Çàìiñòü òðèâàëîñòi æèòòÿ T ñïîñòåðiãàþòüñÿ öåíçóðîâàíi çíà÷åííÿ: âèïàäêîâi
âåëè÷èíè Y := min{T,C} òà iíäèêàòîð öåíçóðóâàííÿ ∆ := I{T≤C}. Öåíçîð C ¹ âèïàä-
êîâèì i ðîçïîäiëåíèé íà [0, τ ]. Ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ öåíçîðà, GC(u) = 1 − FC(u),
íåâiäîìà, àëå âiäîìå τ . Óìîâíà ùiëüíiñòü T âiäíîñíî X çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

fT (t|X,λ, β) = λ(t|X;λ, β) exp

(
−
∫ t

0

λ(t|X;λ, β) ds

)
.

Çàìiñòü çìiííî¨ X ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñóðîãàòíà çìiííà W = X + U , äå âèïàäêîâà

ïîõèáêà âèìiðþâàííÿ U ìà¹ âiäîìó ãåíåðàòðèñó ìîìåíòiâ MU (β) := E eβ
TU . Ïàðà

(T,X), öåíçîð C òà ïîõèáêà U ñòîõàñòè÷íî íåçàëåæíi.
Ðîçãëÿíåìî íåçàëåæíi êîïi¨ ìîäåëi (Xi, Ti, Ci, Yi,∆i, Ui,Wi), i = 1, . . . , n. Ñïèðàþ-

÷èñü íà ñïîñòåðåæåííÿ (Yi,∆i,Wi), i = 1, . . . , n, ìè õî÷åìî îöiíèòè iñòèííi ïàðàìåòðè
β0 òà λ0(t), t ∈ [0, τ ].

Çãiäíî ç ðîáîòîþ [2] ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âèïðàâëåíó ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi

Qcorn (λ, β) :=
1

n

n∑
i=1

q(Yi,∆i,Wi;λ, β),
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äå

q(Y,∆,W ;λ, β) := ∆
(
lnλ(Y ) + βTW

)
−

exp
(
βTW

)
MU (β)

∫ Y

0

λ(u) du.

Âèïðàâëåíà îöiíêà çàäà¹òüñÿ ÿê(
λ̂n, β̂n

)
= arg max

(λ,β)∈Θ

Qcorn (λ, β), (2)

äå Θ := Θλ×Θβ . ßêùî ïàðàìåòðè÷íi ìíîæèíè êîìïàêòíi, òî Θ êîìïàêòíà i ìàêñè-
ìóì ó (2) äîñÿãà¹òüñÿ.

Îöiíþâàííþ β0 òà êóìóëÿòèâíèõ ðèçèêiâ Λ(t) =
∫ t

0
λ(t|X;λ, β) dt ïðèñâÿ÷åíî áà-

ãàòî äîñëiäæåíü, çîêðåìà â [1] íàâîäÿòüñÿ çàãàëüíi iäå¨ ç âèêîðèñòàííÿì ïàðöiàëüíî¨
ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi; ìîäåëü iç ïîõèáêàìè âèìiðþâàííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ â [5], äå
çà äîïîìîãîþ ìåòîäó âèïðàâëåíî¨ îöiíî÷íî¨ ôóíêöi¨ îòðèìàíî êîíñèñòåíòíi òà àñèì-
ïòîòè÷íî íîðìàëüíi îöiíêè äëÿ β0 òà Λ(t); Royston ó [8] íàãîëîøó¹ íà çàäà÷àõ, äå
ïîòðiáíî âìiòè îöiíþâàòè ñàìå ôóíêöiþ ðèçèêiâ λ(·), à íå êóìóëÿòèâíèé ðèçèê Λ(t).

Íàøà ìîäåëü íàâåäåíà â [2], àëå òàì ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ôóíêöiÿ ðèçèêiâ íàëåæèòü
äî ñêií÷åííî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ìíîæèíè; ìè æ ðîçãëÿäà¹ìî ôóíêöi¨ ðèçèêó ç êîìïà-
êòó â C[0, τ ].

Ó [6] êîíñèñòåíòíiñòü îöiíêè (2) äîâåäåíî ó âèïàäêó îáìåæåíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨
ìíîæèíè. Ó [3] îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü îöiíêè. Çàóâàæèìî, ùî â [6]
àâòîðè çàïèñóþòü Θλ áåç óìîâè îáìåæåíîñòi çíà÷åíü λ(0), õî÷à ôàêòè÷íî âèêîðè-
ñòîâóþòü öå â äîâåäåííi. Ìè ïîêàæåìî, ùî öÿ îáòÿæëèâà óìîâà òà âèìîãà âiäîêðåì-
ëåííÿ λ(·) âiä íóëÿ ìîæóòü áóòè ïîñëàáëåíi.

Ñòàòòþ ïîáóäîâàíî òàêèì ÷èíîì. Ó ï. 2 ââîäèòüñÿ îöiíêà çà óìîâè íåîáìåæåíîñòi
ïàðàìåòðè÷íî¨ ìíîæèíè òà äîâîäèòüñÿ ¨¨ êîíñèñòåíòíiñòü. Êðiì òîãî, ìè îïèñó¹ìî
ïðîöåäóðó îá÷èñëåííÿ îöiíêè. Ó ï. 3 ìîäèôiêó¹òüñÿ îöiíêà ç ïîïåðåäíüîãî ïóí-
êòó, öå äîçâîëÿ¹ çàáåçïå÷èòè àñèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü îöiíêè. Ó ï. 4 íàâåäåíî
âèñíîâêè.

2. Êîíñèñòåíòíå îöiíþâàííÿ íà ïåðøîìó åòàïi

Íàêëàäåìî óìîâè íà ïàðàìåòðè÷íó ìíîæèíó.

(i) Kλ ⊂ C[0, τ ]� çàìêíåíà îïóêëà ìíîæèíà íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié,

Kλ :=
{
f : [0, τ ]→ R

∣∣ f(t) ≥ 0,∀t ∈ [0, τ ] òà |f(t)− f(s)| ≤ L |t− s| ,∀t, s ∈ [0, τ ]
}
,

äå L > 0�ôiêñîâàíà ñòàëà.
(ii) Θβ ⊂ Rm �êîìïàêòíà ìíîæèíà.

Íàñòóïíi óìîâè (iii)�(vi) çàïîçè÷åíi ç ðîáîòè [6].

(iii) EU = 0 òà äëÿ äåÿêîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ

E eD‖U‖ <∞, äå D := max
β∈Θβ

‖β‖+ ε.

(iv) E eD‖X‖ <∞, äå ÷èñëî D âèçíà÷åíå â (iii).
(v) τ �ïðàâèé êiíåöü ðîçïîäiëó C, òîáòî P(C > τ) = 0 òà P(C > τ − ε) > 0 äëÿ

âñiõ ε > 0.
(vi) Êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà X äîäàòíî âèçíà÷åíà.

Ïîçíà÷èìî

K = Kλ ×Θβ . (3)

ßêùî λ(Y ) = 0, òî ïîêëàäåìî lnλ(Y ) = −∞. Ïðè λ(Y ) = 0 ïîêëàäåìî òàêîæ

∆ · lnλ(Y ) =

{
0, ÿêùî ∆ = 0,

−∞, ÿêùî ∆ = 1.
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Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé {εn}�ôiêñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî

εn ↓ 0, n → ∞. Âèïðàâëåíà îöiíêà
(
λ̂

(1)
n , β̂

(1)
n

)
äëÿ (λ, β)�öå áîðåëåâà ôóíêöiÿ

âiä ñïîñòåðåæåíü (Yi,∆i,Wi), i = 1, . . . , n, çi çíà÷åííÿìè â K òàêà, ùî

Qcorn

(
λ̂(1)
n , β̂(1)

n

)
≥ sup

(λ,β)∈K
Qcorn (λ, β)− εn. (4)

Iñíóâàííÿ âèïðàâëåíî¨ îöiíêè ãàðàíòóþòü òåîðåìè çi ñòàòòi [7], òóò iñòîòíî, ùî
òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â (4) ¹ ñêií÷åííîþ. Çðîáèìî äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ.

(vii) Iñòèííi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ (λ0, β0) íàëåæàòü K, çàäàíié ó (3), ïðè÷îìó

λ0(t) > 0, t ∈ [0, τ ].

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé An = An(ω), n ≥ 1, � öå ïîñëiäîâíiñòü òâåðäæåíü, ùî çàëå-
æàòü âiä åëåìåíòàðíî¨ ïîäi¨ ω ∈ Ω. Òâåðäæåííÿ An ñïðàâäæó¹òüñÿ çðåøòîþ, ÿêùî
ç iìîâiðíiñòþ 1 iñíó¹ òàêå n0 = n0(ω), ùî ïðè âñiõ n ≥ n0(ω) òâåðäæåííÿ An(ω)
âèêîíó¹òüñÿ.

Òåîðåìà 3. Çà óìîâ (i)�(vii), îöiíêà
(
λ̂

(1)
n , β̂

(1)
n

)
¹ ñòðîãî êîíñèñòåíòíîþ îöiíêîþ

iñòèííèõ çíà÷åíü (λ0, β0), òîáòî

max
t∈[0,τ ]

∣∣∣λ̂(1)
n (t)− λ0(t)

∣∣∣→ 0, β̂(1)
n → β0

ìàéæå íàïåâíî ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Ïðè R > 0 ïîçíà÷èìî

KR
λ = Kλ ∩ B̄(0, R), KR = KR

λ ×Θβ ,

äå B̄(0, R)� çàìêíåíà êóëÿ â C[0, τ ] iç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ðàäióñîì R.
1. Ó ïåðøié ÷àñòèíi äîâåäåííÿ ìè ïîêàçó¹ìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ íåâèïàä-

êîâèõ R > ‖λ0‖ âèêîíó¹òüñÿ çðåøòîþ

sup
(λ,β)∈KR

Qcorn (λ, β) > sup
(λ,β)∈K\KR

Qcorn (λ, β). (5)

Ç óìîâè Ëiïøèöÿ ïðè λ ∈ Kλ îòðèìó¹ìî

λ(0)− Lτ ≤ λ(t) ≤ λ(0) + Lτ, (6)

òîìó

q(Yi,∆i,Wi;λ, β) ≤ ∆i

(
ln(λ(0) + Lτ) + βTWi

)
−

exp
(
βTWi

)
Yi

MU (β)
(λ(0)− Lτ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó Ëiïøèöÿ ïðè λ ∈ Kλ , ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ÿêùî λ(t1) > R
äëÿ äåÿêîãî t1 ∈ [0, τ ], òî λ(t) > R− Lτ äëÿ âñiõ t ∈ [0, τ ]. Ç iíøîãî áîêó, iç λ(0) > R
âèïëèâà¹, ùî λ(t) > R − Lτ , t ∈ [0, τ ]. Òîìó ñóïðåìóì ó ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi
(5) ìîæíà áðàòè ïî ìíîæèíi {λ ∈ Kλ : λ(0) > R} ×Θβ .

Ïîçíà÷èìî

D1 = max
β∈Θβ

‖β‖ .

Ìà¹ìî

sup
(λ,β)∈K\KR

Qcorn (λ, β) ≤ I1 + sup
λ∈Kλ:
λ(0)>R

I2 + I3,
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äå

I1 = −(R− Lτ)
1

n

∑
i:∆i=0

exp(−D1 ‖Wi‖)Yi
max
β∈Θβ

MU (β)
,

I2 = ln(λ(0) + Lτ)
1

n

∑
i:∆i=1

∆i − (λ(0) + Lτ)
1

n

∑
i:∆i=1

exp(−D1 ‖Wi‖)Yi
max
β∈Θβ

MU (β)
,

I3 =
1

n

∑
i:∆i=1

D1 ‖Wi‖+ 2Lτ
1

n

∑
i:∆i=1

exp(−D1 ‖Wi‖)Yi
max
β∈Θβ

MU (β)
.

Âèêîðèñòà¹ìî ïîñèëåíèé çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë:

I1 → −(R− Lτ)
E
[
C · I(∆ = 0) exp (−D1 ‖W‖)

]
max
β∈Θβ

MU (β)

ìàéæå íàïåâíî ïðè n→∞. Öå îçíà÷à¹, ùî çðåøòîþ

I1 ≤ −(R− Lτ)D2,

äå D2 > 0.
Ïîçíà÷èìî

An =
1

n

n∑
i=1

∆i, Bn =
1

n

n∑
i=1

exp(−D1 ‖Wi‖)Yi
max
β∈Θβ

MU (β)
1{∆i=1}.

Îñêiëüêè An > 0 òà Bn > 0 çðåøòîþ, òî ïðè λ(0) > R îòðèìà¹ìî

I2 ≤ max
z>0

(An ln z − zBn) = An

(
ln

(
An
Bn

)
− 1

)
.

Çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèì ÷èñåë

An → P(∆ = 1) > 0, Bn →
E
[
T · I(∆ = 1) exp (−D1 ‖W‖)

]
max
β∈Θβ

MU (β)
> 0

ìàéæå íàïåâíî ïðè n → ∞. Òîìó I2 çðåøòîþ îáìåæåíå çâåðõó äåÿêîþ äîäàòíîþ
ñòàëîþ D3.

Äàëi, çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèì ÷èñåë ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çðåøòîþ I3 îáìå-
æåíå çâåðõó äåÿêîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ D4. Òîìó

lim
n→∞

sup
(λ,β)∈K\KR

Qcorn (λ, β) ≤ −(R− Lτ)D2 +D3 +D4.

Ïðè öüîìó ñòàëi D2, D3 òà D4 íå çàëåæàòü âiä β ∈ Θβ . Ñïðÿìîâóþ÷è R → +∞,
îòðèìà¹ìî

lim
n→∞

sup
(λ,β)∈K\KR

Qcorn (λ, β)→ −∞, R→ +∞.

Öå äîâîäèòü, ùî íåðiâíiñòü (5) âèêîíó¹òüñÿ çðåøòîþ ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ R.
Òîìó ìîæíà çàìiíèòè K íà KR â îçíà÷åííi 1. Îòæå, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî äëÿ

êîæíîãî n ≥ 1 ìà¹ìî

Qcorn

(
λ̂(1)
n , β̂(1)

n

)
≥ sup

(λ,β)∈KR

Qcorn (λ, β)− εn (7)

òà
(
λ̂

(1)
n , β̂

(1)
n

)
∈ KR. Çàóâàæèìî, ùî KR �öå êîìïàêòíà ìíîæèíà â C[0, τ ].

2. Îñêiëüêè R > ‖λ0‖, ìà¹ìî (λ0, β0) ∈ KR. Òîäi ç (7) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

Qcorn

(
λ̂(1)
n , β̂(1)

n

)
≥ Qcorn (λ0, β0)− εn. (8)
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Çàôiêñó¹ìî ω ∈ A ⊂ Ω, P(A) = 1. Íàäàëi íàêëàäåìî äîäàòêîâi óìîâè íà A. Ìè
õî÷åìî ïîêàçàòè, ùî â òî÷öi ω(

λ̂(1)
n , β̂(1)

n

)
→ (λ0, β0).

Ìà¹ìî

Qcorn (λ0, β0)→ q∞(λ0, β0) := E[q(Y,∆,W ;λ0, β0)]. (9)

Öå âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî, i ìè ìîæåìî âèìàãàòè âèêîíàííÿ (9) äëÿ ôiêñîâà-
íîãî ω. Îòæå, ïåðøîþ óìîâîþ íà A ¹ òàêà:

Qcorn (λ0, β0;ω)→ q∞(λ0, β0), ω ∈ A.

Ïîñëiäîâíiñòü
{(
λ̂

(1)
n (ω), β̂

(1)
n (ω)

)
, n ≥ 1

}
íàëåæèòü êîìïàêòó KR. Ðîçãëÿíåìî äî-

âiëüíó çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü(
λ̂

(1)
n′ (ω), β̂

(1)
n′ (ω)

)
→ (λ∗, β∗) ∈ KR. (10)

Iç (8), (9) âèïëèâà¹, ùî

q∞(λ0, β0) ≤ lim
n′→∞

Qcorn′ (λ̂
(1)
n′ , β̂

(1)
n′ ) =

= lim
n′→∞

1

n′

n′∑
i=1

∆i ln λ̂
(1)
n′ (Yi) +

+ lim
n′→∞

1

n′

n′∑
i=1

(
∆i · β̂(1)T

n′ Wi −
exp(β̂

(1)T
n′ Wi)

MU (β̂
(1)
n′ )

∫ Yi

0

λ̂
(1)
n′ (u) du

)
.

Íàêëàäåìî äîäàòêîâó óìîâó íà ìíîæèíó A: äëÿ êîæíîãî ω ∈ A ïîñëiäîâíiñòü
âèïàäêîâèõ ôóíêöié

1

n

n∑
i=1

(
∆iβ

TWi −
exp(βTWi)

MU (β)

∫ Yi

0

λ(u) du

)
çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà (λ, β) ∈ KR äî

E

[
∆βTW −

exp
(
βTW

)
MU (β)

∫ Y

0

λ(u) du

]
=: q2

∞(λ, β).

Òàêó óìîâó ìîæíà íàêëàäàòè, áî âêàçàíà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî
äî q2

∞ ïðè ôiêñîâàíèõ (λ, β) ∈ KR, öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹ ìàéæå íàïåâíî îäíîñòàéíî
íåïåðåðâíîþ íà êîìïàêòíié ìíîæèíi KR, à ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà KR,
i öi òðè ôàêòîðè çàáåçïå÷óþòü òå, ùî ìàéæå íàïåâíî öÿ ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ
ðiâíîìiðíî íà KR äî q2

∞.
Äàëi çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ q2

∞ íåïåðåðâíà çà (λ, β) ∈ KR, òîìó

q∞(λ0, β0) ≤ lim
n′→∞

1

n′

n′∑
i=1

∆i ln λ̂
(1)
n′ (Yi) + q2

∞(λ∗, β∗).

Äëÿ âåëèêèõ n′ ìà¹ìî

λ̂
(1)
n′ (t) ≤ λ∗(t) + ε, t ∈ [0, τ ],

äå ε > 0 ôiêñîâàíå. Áóäåìî âèìàãàòè, ùîá

1

n

n∑
i=1

∆i lnλ(Yi)→ E[∆λ(Y )]
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ðiâíîìiðíî ïî (λ, β) ∈
(
KR+δk
λ ∩ {λ : λ(t) ≥ δk}

)
×Θβ , äëÿ êîæíîãî k ≥ 1 òà ω ∈ A,

äå δk ↓ 0, {δk} � ôiêñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë.
Òîäi çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë

lim
n′→∞

1

n′

n′∑
i=1

∆i ln λ̂
(1)
n′ (Yi) ≤ lim

n′→∞

1

n′

n′∑
i=1

∆i ln(λ∗(Yi) + ε) =

= E[∆ · ln(λ∗(Y ) + ε)] =: q1,ε
∞ (λ∗).

Òîìó äëÿ êîæíîãî ε > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ

q∞(λ0, β0) ≤ q1,ε
∞ (λ∗) + q2

∞(λ∗, β∗).

Ñïðÿìó¹ìî ε→ 0. Ìà¹ìî

q1,ε
∞ (λ∗) = E

[
∆ · ln(λ∗(Y ) + ε)I

(
λ∗(Y ) > 1

2

)]
+ E

[
∆ · ln(λ∗(Y ) + ε)I

(
λ∗(Y ) ≤ 1

2

)]
.

Ïåðøå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïðÿìó¹ äî

E
[
∆ · ln(λ∗(Y ))I

(
λ∗(Y ) > 1

2

)]
çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü, à äðóãå � äî

E
[
∆ · ln(λ∗(Y ))I

(
λ∗(Y ) ≤ 1

2

)]
çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü. Òîäi

q1,ε
∞ (λ∗)→ q1

∞(λ∗) := E[∆ · lnλ∗(Y )]

ïðè ε→ 0. Îòæå,

q∞(λ0, β0) ≤ q1
∞(λ∗) + q2

∞(λ∗, β∗) = q∞(λ∗, β∗).

Àëå çãiäíî ç [6] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

q∞(λ0, β0) ≥ q∞(λ∗, β∗),

ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè λ∗ = λ0 òà β∗ = β0. Òîìó çáiæíà
ïiäïîñëiäîâíiñòü (10) çáiãà¹òüñÿ äî (λ0, β0). Îñêiëüêè âñÿ ïîñëiäîâíiñòü íàëåæèòü
êîìïàêòíié ìíîæèíi, îòðèìó¹ìî(

λ̂(1)
n (ω), β̂(1)

n (ω)
)
→ (λ0, β0), n→∞.

Öå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω, i ñòðîãà êîíñèñòåíòíiñòü äîâåäåíà. �

Òåïåð ìè ïîÿñíèìî, ÿê îá÷èñëèòè öþ îöiíêó. Àíàëîãi÷íî äî [3] ìè äîâîäèìî, ùî

äëÿ ôiêñîâàíîãî β ∈ Θβ ôóíêöiÿ λ̂
(1)
n , ÿêà ìàêñèìiçó¹ Qcorn , � öå ëiíiéíèé ñïëàéí.

Òåîðåìà 4. Çà óìîâ (i) òà (ii), ôóíêöiÿ λ̂
(1)
n , ÿêà ìàêñèìiçó¹ Qcorn , ¹ ëiíiéíèì

ñïëàéíîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Yi1 , . . . , Yin)� âàðiàöiéíèé ðÿä ñïîñòåðåæåíü Y1, . . . , Yn. Çàôiêñó-

¹ìî β ∈ Θβ . Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìà¹ìî λ̂
(1)
n ∈ Θλ, ÿêà ìàêñèìiçó¹ Qcorn (·, β). Ðà-

çîì iç
(
λ̂

(1)
n , β

)
ðîçãëÿíåìî

(
λ̄n, β

)
, äå λ̄n �íàñòóïíà ôóíêöiÿ. Ïîêëàäåìî λ̄n(Yik) =

= λ̂
(1)
n (Yik), k = 1, . . . , n. Íà êîæíîìó âiäðiçêó [Yik , Yik+1

], k = 1, . . . , n−1, ïðîâîäèìî
ïðÿìi

L1
ik

(t) = λ̂(1)
n (Yik) + L(Yik − t),

L2
ik

(t) = λ̂(1)
n

(
Yik+1

)
+ L

(
t− Yik+1

)
,
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äå L âèçíà÷åíà â (i). Ïîçíà÷èìî Bik ïåðåòèí L1
ik

(t) òà L2
ik

(t). Äîäàòêîâî Bi0 := 0,

Bin := τ , Yi0 := 0, Yin+1
:= τ . Îñòàòî÷íî âèçíà÷èìî ôóíêöiþ λ̄n(t) ÿê

λ̄n(t) =


L2
i0

(t), ÿêùî t ∈ [0, Yi1 ],

max{L1
ik

(t), 0}, ÿêùî t ∈ [Yik , Bik ], k = 1, . . . , n− 1,

max{L2
ik

(t), 0}, ÿêùî t ∈ [Bik , Yik+1
], k = 1, . . . , n− 1,

L1
in

(t), ÿêùî t ∈ [Yin , τ ].

(11)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî λ̄n ∈ Θλ. Çà ïîáóäîâîþ λ̂
(1)
n ≥ λ̄n. Òîìó

Qcorn

(
λ̂(1)
n , β

)
≤ Qcorn

(
λ̄n, β

)
.

Çâiäñè λ̂
(1)
n = λ̄n, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. �

Çàóâàæèìî, ùî çðåøòîþ λ̄n(Bik) > 0, òîäi ïîòðåáà â ìàêñèìóìi â (11) çíèêà¹.
Ïiñëÿ ïîáóäîâè ëiíiéíîãî ñïëàéíà

λ̄n(β) = arg max
λ:(λ,β)∈Θ

Qcorn

ìè ìàêñèìiçó¹ìî Q(β) := Qcorn
(
λ̄n(β), β

)
çà β ∈ Θβ , òîáòî øóêà¹ìî β̂ ∈ Θβ òàêå, ùî

Q
(
β̂
)
≥ sup
β∈Θβ

Q(β)− εn.

Îñêiëüêè Q(β) îáìåæåíà, òî β̂ iñíó¹.
Ìà¹ìî

Qcorn

(
λ̄n
(
β̂
)
, β̂
)
≥ sup
β∈Θβ

max
λ∈Θλ

Q(β)− εn = sup
(λ,β)∈Θ

Qcorn (λ, β)− εn.

Òîìó îöiíêà
(
λ̄n
(
β̂
)
, β̂
)
çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííÿ 1, òà ¨¨ îá÷èñëåííÿ ¹ ïàðàìåòðè÷íîþ

çàäà÷åþ.

3. Ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíî¨ îöiíêè íà äðóãîìó åòàïi

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ìîäèôiêó¹ìî îöiíêó
(
λ̂

(1)
n (ω), β̂

(1)
n (ω)

)
ç îçíà÷åííÿ 1, ùîá

îòðèìàòè àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíó îöiíêó.

Îçíà÷åííÿ 5. Ìîäèôiêîâàíîþ âèïðàâëåíîþ îöiíêîþ
(
λ̂

(2)
n , β̂

(2)
n

)
äëÿ (λ, β) áóäåìî

íàçèâàòè áîðåëåâó ôóíêöiþ âiä ñïîñòåðåæåíü (Yi,∆i,Wi), i = 1, . . . , n, çi çíà÷åííÿìè
ó K òàêó, ùî(

λ̂(2)
n , β̂(2)

n

)
=

arg max
{
Qcorn (λ, β)

∣∣ (λ, β) ∈ K, µλ ≥ 1
2µλ̂(1)

n

}
, ÿêùî µ

λ̂
(1)
n
> 0,(

λ̂
(1)
n , β̂

(1)
n

)
, ÿêùî µ

λ̂
(1)
n
≤ 0,

äå µλ := mint∈[0,τ ] λ(t).

Iñíóâàííÿ òàêî¨ îöiíêè âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ [7].
Çàóâàæèìî, ùî çà òåîðåìîþ 3 µ

λ̂
(1)
n
→ µλ0

> 0 ìàéæå íàïåâíî, òà çðåøòîþ

K1 :=
{

(λ, β) ∈ K|µλ ≥ 3
4µλ0

}
⊂
{

(λ, β) ∈ K|µλ ≥ 1
2µλ̂(1)

n

}
⊂

⊂
{

(λ, β) ∈ K|µλ ≥ 1
4µλ0

}
=: K2.

Îöiíêà (
λ̂(3)
n , β̂(3)

n

)
= arg max

(λ,β)∈K2

Qcorn (λ, β) (12)
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ñòðîãî êîíñèñòåíòíà çà óìîâ (i)�(vii), áî çà òåîðåìîþ 3 âîíà çðåøòîþ ìîæå áó-

òè îáðàíà ÿê îöiíêà
(
λ̂

(1)
n , β̂

(1)
n

)
. Òîìó çðåøòîþ

(
λ̂

(3)
n , β̂

(3)
n

)
∈ K1, òà çðåøòîþ(

λ̂
(3)
n , β̂

(3)
n

)
ìîæå áóòè îáðàíà ÿê îöiíêà

(
λ̂

(2)
n , β̂

(2)
n

)
. Iç öüîãî âèïëèâà¹ ñòðîãà êîíñè-

ñòåíòíiñòü
(
λ̂

(2)
n , β̂

(2)
n

)
.

Óâåäåìî äîäàòêîâi óìîâè, çà ÿêèõ îöiíêà
(
λ̂

(2)
n , β̂

(2)
n

)
áóäå àñèìïòîòè÷íî íîð-

ìàëüíîþ.

(viii) β0 �öå âíóòðiøíÿ òî÷êà Θβ .
(ix) λ0 ∈ Θε

λ äëÿ äåÿêîãî ε > 0, äå

Θε
λ :=

{
f : [0, τ ]→ R

∣∣ f(t) ≥ ε, ∀t ∈ [0, τ ], |f(t)− f(s)| ≤ (L− ε)|t− s|,∀t, s ∈ [0, τ ]
}
.

(x) P(C > 0) = 1.
(xi) EU = 0 òà äëÿ äåÿêîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ

E e2D‖U‖ <∞, D := max
β∈Θβ

‖β‖+ ε.

(xii) E e2D‖X‖ <∞, äå ÷èñëî D âèçíà÷åíå â (xi).

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ ç [3]. Íåõàé

a(t) = E
[
Xeβ

T
0 XGT (t|X)

]
, b(t) = E

[
eβ

T
0 XGT (t|X)

]
,

p(t) = E
[
XXT eβ

T
0 XGT (t|X)

]
, T (t) = p(t)b(t)− a(t)aT (t), K(t) =

λ0(t)

b(t)
,

A = E

[
XXT eβ

T
0 X

∫ Y

0

λ0(u)du

]
, M =

∫ τ

0

T (u)K(u)Gc(u)du.

Ïðè i ≥ 1 ââåäåìî âèïàäêîâi âåêòîðè

ζi = −∆ia(Yi)

b(Yi)
+

exp
(
βT0 Wi

)
MU (β0)

∫ Yi

0

a(u)K(u)du+
∂q

∂β
(Yi,∆i,Wi, β0, λ0),

äå

∂q

∂β
(Y,∆,W ;λ, β) = ∆ ·W − MU (β)W − E(Ueβ

TU )

MU (β)2
exp(βTW )

∫ Y

0

λ(u)du.

Íåõàé

Σβ = 4 · Cov(ζ1), m(ϕλ) =

∫ τ

0

ϕλ(u)a(u)GC(u)du,

σ2
ϕ = 4 · Var〈q′(Y,∆,W, λ0, β0), ϕ〉 =

= 4 · Var

[
∆ · ϕλ(Y )

λ0(Y )
− exp(βT0 W )

MU (β0)

∫ Y

0

ϕλ(u)du+ ∆ · ϕTβW +

+ ϕTβ

MU (β0)W − E
(
Ueβ

T
0 U
)

MU (β0)2
exp(βT0 W )

∫ Y

0

λ0(u)du


iç ϕ = (ϕλ, ϕβ) ∈ C[0, τ ]× Rm, äå q′ ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó çà Ôðåøå.

Òåïåð ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1 iç [3], ùîá îòðèìàòè àñèìïòîòè÷íó íîðìàëü-

íiñòü β̂
(2)
n òà λ̂

(2)
n (âîíà âèïëèâà¹ ç àñèìïòîòè÷íî¨ íîðìàëüíîñòi êîíñèñòåíòíèõ îöiíîê

β̂
(3)
n òà λ̂

(3)
n ).
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Òåîðåìà 6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i), (ii), (v)�(xii). Òîäi M ¹ íåâèðîäæå-
íîþ òà

√
n
(
β̂(2)
n − β0

)
d−→ Nm

(
0,M−1ΣβM

−1
)
.

Êðiì òîãî, äëÿ âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ íà
[0, τ ], âèêîíó¹òüñÿ òàêå:

√
n

∫ τ

0

(
λ̂(2)
n − λ0

)
(u)f(u)GC(u)du

d−→ N
(
0, σ2

ϕ(f)
)
,

äå σ2
ϕ(f) = σ2

ϕ òà ϕ = (ϕλ, ϕβ), ϕβ = −A−1m(ϕλ), òà ϕλ � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê iíòå-
ãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà

ϕλ
K(u)

− aT (u)A−1m(ϕλ) = f(u).

Äëÿ îá÷èñëåííÿ îöiíêè
(
λ̂

(2)
n , β̂

(2)
n

)
ìîæíà âèêîðèñòàòè ìåòîä iç [3].

4. Âèñíîâêè

Ïîáóäîâàíî îöiíêó äëÿ ôóíêöi¨ λ(·) òà ïàðàìåòðà β ó ìîäåëi ïðîïîðöiéíèõ ðèçè-
êiâ Êîêñà ç ïîõèáêîþ ó âèìiðþâàííÿõ ïðè ïîðiâíÿíî ñëàáêèõ ïðèïóùåííÿõ. Òàê, íà
âiäìiíó âiä ðîáiò [6] òà [3], ìè ïðàöþ¹ìî ç íåîáìåæåíîþ ïàðàìåòðè÷íîþ ìíîæèíîþ.
Îäåðæàíà îöiíêà êîíñèñòåíòíà òà ìîæå áóòè ìîäèôiêîâàíà äëÿ îòðèìàííÿ àñèì-
ïòîòè÷íî¨ íîðìàëüíîñòi. Îïèñàíî ñïîñiá îá÷èñëåííÿ çíàéäåíèõ îöiíîê. Ïîäàëüøi
äîñëiäæåííÿ áóäóòü ïðèñâÿ÷åíi ïîáóäîâi äîâið÷èõ îáëàñòåé.
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CONSISTENT ESTIMATION IN COX PROPORTIONAL HAZARDS MODEL
WITH MEASUREMENT ERRORS AND UNBOUNDED PARAMETER SET

A. G. KUKUSH, O. O. CHERNOVA

Abstract. Cox proportional hazards model with measurement error is investigated. In [6] and [3]
asymptotic properties were studied of simultaneous estimator λn(·), βn for baseline hazard rate λ(·)
and regression parameter β, at that the parameter set Θ = Θλ × Θβ was assumed bounded. In the
present paper, the set Θλ is unbounded from above and is not separated away from 0. We construct the
estimator in two steps: �rst we derive a strongly consistent estimator and then modify it to provide its
asymptotic normality.

ÑÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÅ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ Â ÌÎÄÅËÈ ÊÎÊÑÀ
Ñ ÏÐÎÏÎÐÖÈÎÍÀËÜÍÛÌÈ ÐÈÑÊÀÌÈ È ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒßÌÈ

ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ ÏÐÈ ÓÑËÎÂÈÈ ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÈ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

À. Ã. ÊÓÊÓØ, Î. Î. ×ÅÐÍÎÂÀ

Aííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ ìîäåëü Êîêñà ñ ïðîïîðöèîíàëüíûìè ðèñêàìè è ïîãðåøíîñòÿìè èçìåðå-
íèé. Â ðàáîòàõ [6] è [3] èçó÷àëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîâìåñòíîé îöåíêè λn(·), βn áàçîâîé
ôóíêöèè ðèñêà λ(·) è ïàðàìåòðà ðåãðåññèè β, ïðè ýòîì ïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî Θ = Θλ × Θβ
áûëî îãðàíè÷åíî. Â äàííîé ðàáîòå ìíîæåñòâî Θλ ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñâåðõó è íå îòäåëåí-
íûì îò 0. Îöåíêà ñòðîèòñÿ çà äâà øàãà: ñíà÷àëà ïîëó÷àåòñÿ ñòðîãî êîíñèñòåíòíàÿ îöåíêà, à çàòåì
îíà ìîäèôèöèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü åå àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü.


