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ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖIßÌÈ

Ð. ÌÀÉÁÎÐÎÄÀ

Àíîòàöiÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäèôiêàöiÿ îöiíêè Êàïëàíà �Ìåé¹ðà äëÿ ðîçïîäiëó êîìïîíåíòiâ ñó-
ìiøi çi çìiííèìè êîíöåíòðàöiÿìè çà öåíçóðîâàíèìè äàíèìè. Äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íó íîðìàëü-
íiñòü öèõ îöiíîê ó ðiâíîìiðíié íîðìi.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Îöiíêà Êàïëàíà �Ìåé¹ðà, ìîäåëi ñóìiøåé çi çìiííèìè êîíöåíòðàöiÿìè,
àñèìïòîòè÷íà íîðìàëüíiñòü, öåíçóðóâàííÿ.

1. Âñòóï

Êëàñè÷íà îöiíêà Êàïëàíà �Ìåé¹ðà (KME) øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ â àíàëiçi äà-
íèõ òèïó òðèâàëîñòi æèòòÿ ÿê íåïàðàìåòðè÷íà îöiíêà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó (ô. ð.) çà
öåíçóðîâàíèìè äàíèìè. Ó [11] çàïðîïîíîâàíî ìîäèôiêàöiþ öi¹¨ îöiíêè (mKME) äëÿ
âèïàäêó, êîëè ñïîñòåðåæåííÿ îòðèìàíî iç ñóìiøi êiëüêîõ ïîïóëÿöié (êîìïîíåíòiâ)
çi çìiííèìè êîíöåíòðàöiÿìè (ìîäåëü MVC). Êîíñèñòåíòíiñòü mKME òà îöiíêè äëÿ
øâèäêîñòi ¨¨ çáiæíîñòi îäåðæàíî ó [11].

Ó öié ðîáîòi äîâîäèòüñÿ àñèìïòîòè÷íà íîðìàëüíiñòü mKME â ðiâíîìiðíié íîðìi
íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi. Óêàçàíèé ðåçóëüòàò ¹ óçàãàëüíåííÿì íà âèïàäîê mKME
êëàñè÷íî¨ òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü KME [5] i äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè
àíàëîã ôîðìóëè Ãðiíâóäà äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ äèñïåðñi¨ mKME. Äîâåäåííÿ  ðóíòó-
¹òüñÿ íà àñèìïòîòè÷íié òåîði¨ íàâàíòàæåíèõ åìïiðè÷íèõ ôóíêöié ðîçïîäiëó [9, 10],
òåîði¨ ïðîäàêò-iíòåãðàëiâ ç [5] òà êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòàõ çi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi éìî-
âiðíiñíèõ ìið ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ [2].

Äàëi â ï. 2.1 íàãàäó¹òüñÿ îçíà÷åííÿ KME äëÿ îäíîðiäíèõ âèáiðîê òà ðåçóëüòàòè
ùîäî ¨¨ àñèìïòîòè÷íî¨ íîðìàëüíîñòi. Îöiíþâàííÿ ôóíêöié ðîçïîäiëó â ìîäåëi MVC
çà âiäñóòíîñòi öåíçóðóâàííÿ ðîçãëÿíóòî ó ï. 2.2. Îçíà÷åííÿ mKME òà îñíîâíèé
ðåçóëüòàò ñòàòòi ïî àñèìïòîòè÷íié íîðìàëüíîñòi mKME ìiñòèòüñÿ ó ï. 3. Äîâåäåííÿ
íàâåäåíî ó ï. 4.

2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

2.1. Öåíçóðóâàííÿ òà îöiíêà Êàïëàíà �Ìåé¹ðà çà îäíîðiäíîþ âèáiðêîþ.
Ïî÷íåìî ç îïèñó ñòàíäàðòíî¨ ìîäåëi âèïàäêîâîãî öåíçóðóâàííÿ ñïðàâà i êîíñòðóêöi¨
KME.

Íåõàé ξj , j = 1, . . . , n, ¹ òðèâàëîñòÿìè æèòòÿ äåÿêèõ îá'¹êòiâ, ïðè÷îìó âîíè ââà-
æàþòüñÿ íåçàëåæíèìè, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè íåâiä'¹ìíèìè âèïàäêîâèìè âåëè-
÷èíàìè. Öi òðèâàëîñòi ñïîñòåðiãàþòüñÿ, ÿêùî âîíè ¹ ìåíøèìè íiæ ìîìåíòè öåíçó-
ðóâàííÿ Cj äëÿ âiäïîâiäíèõ îá'¹êòiâ (òîáòî, ÿêùî îá'¹êò çàãèíóâ ðàíiøå, íiæ áóâ
âiäöåíçóðîâàíèé). ßêùî öåíçóðóâàííÿ ïåðåäóâàëî çàãèáåëi, òî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ëèøå
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ìîìåíò öåíçóðóâàííÿ. Äëÿ êîæíîãî îá'¹êòà âiäîìî òàêîæ, ÷è âiäáóëîñü öåíçóðóâà-
ííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî òàêi ñïîñòåðåæóâàíi äàíi: X = (ξ∗j , δj , j = 1 . . . , n), äå ξ∗j =
min(ξj , Cj)�öåíçóðîâàíi ìîìåíòè çàãèáåëi, δj = 1{ξj ≤ Cj}� iíäèêàòîðè òîãî, ùî
öåíçóðóâàííÿ íå âiäáóëîñü.

Ô. ð. F âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξj ââàæà¹òüñÿ íåâiäîìîþ. KME ¹ îöiíêîþ åìïiðè÷íî-
ãî ìåòîäó íàéáiëüøî¨ âiðîãiäíîñòi äëÿ F çà äàíèìè X [13]. Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì
÷èíîì.

Ïîçíà÷èìî

Ŷn(t) =
1

n

n∑
j=1

1
{
ξ∗j ≥ t

}
,

N̂n(t) =
1

n

n∑
j=1

1
{
ξ∗j ≤ t, δj = 1

}
.

Íåõàé óñi ξ∗j ó âèáiðöi ¹ ðiçíèìè. Òîäi êëàñè÷íà îöiíêà Êàïëàíà �Ìåé¹ðà äëÿ F (x)
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

F̂ (t) = 1−
∏
j:ξ∗j≤t

(
1−

∆N̂n(ξ∗j )

Ŷn(ξ∗j )

)
= 1−

∏
j:ξ∗j≤t

1− δj
n−

∑
i:ξ∗i<ξ

∗
j

1

 , (1)

äå ∆N̂n(t) = N̂n(t) − N̂n(t−) öå ñòðèáîê ôóíêöi¨ N̂n ó òî÷öi t. (Ãðàíèöþ ôóíêöi¨ F
çëiâà áóäåìî ïîçíà÷àòè F (t−) = lims<t,s→t F (s).)

Ïðèïóñòèìî, ùî ìîìåíòè öåíçóðóâàííÿ Cj òàêîæ ¹ íåçàëåæíèìè òà îäíàêîâî
ðîçïîäiëåíèìè iç ô. ð. G. ßêùî F i G ¹ íåïåðåðâíèìè i F (t) < 1, G(t) < 1 äëÿ
äåÿêîãî t > 0, òî

√
n
(
F̂n(t)− F (t)

)
w−→ N

(
0, σ2(t)

)
, (2)

äå

σ2(t) =
(
1− F (t)

)2 ∫ t

0

F (du)(
1−G(u)

)(
1− F (u)

)2 (3)

(äèâ. [5], òóò i äàëi
w−→ ïîçíà÷à¹ ñëàáêó çáiæíiñòü). Ðiâíÿííÿ (3) ¹ àñèìïòîòè÷íîþ

âåðñi¹þ êëàñè÷íî¨ ôîðìóëè Ãðiíâóäà äëÿ KME [6, ðiâíÿííÿ (3.2.31)].

2.2. Ñóìiøi çi çìiííèìè êîíöåíòðàöiÿìè. Ó ìîäåëi MVC ââàæà¹òüñÿ, ùî êî-
æåí ñïîñòåðåæóâàíèé îá'¹êòO íàëåæèòü îäíié içM ðiçíèõ ïiäïîïóëÿöié. Ñïðàâæíié
íîìåð ind(O) ïîïóëÿöi¨, ÿêié íàëåæèòü O, � íåâiäîìèé. Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äåÿêà õàðà-
êòåðèñòèêà ξ = ξ(O), ùî ââàæà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ iç ô. ð. Fm, çàëåæíîþ
âiä òîãî, ÿêié ïiäïîïóëÿöi¨ íàëåæèòü O, òîáòî

Fm(t) = P{ξ(O) ≤ t | ind(O) = m}.
Îòæå ô. ð. ñïîñòåðåæóâàíîãî ξ(O) ¹ ñóìiøøþ Fm. Ôóíêöi¨ Fm ââàæàþòüñÿ íåâi-
äîìèìè, àëå âiäîìi êîíöåíòðàöi¨ êîìïîíåíòiâ ó ñóìiøi, ÿêi ¹ ðiçíèìè äëÿ ðiçíèõ
ñïîñòåðåæåíü. (Ó [1, 3, 10] ðîçãëÿíóòî ðiçíi çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi ç öi¹þ ìîäåëëþ.)

Îòæå, ÿêùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ n íåçàëåæíèõ îá'¹êòiâ Oj , ñòàòèñòè÷íi äàíi íàáóâà-
þòü âèãëÿäó (ξj;n, j = 1, . . . , n), äå ξj;n = ξ(Oj) ìà¹ ô. ð.

P{ξj;n ≤ t} =

M∑
m=1

pmj Fm(t). (4)

Òóò

pmj = P{ind(Oj) = m}
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� êîíöåíòðàöiÿ (çìiøóþ÷à éìîâiðíiñòü) äëÿ m-ãî êîìïîíåíòà (ñóáïîïóëÿöi¨) ó ñó-
ìiøi ïiä ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ j-ãî îá'¹êòà.

Íàáið óñiõ êîíöåíòðàöié {pmj;n, j = 1, . . . , n; m = 1, . . . ,M ; n = 1, 2, . . . } áóäåìî ïî-
çíà÷àòè p. pm;n = (pm1,n, . . . , p

m
n;n)T � âåêòîð-ñòîâïåöü êîíöåíòðàöié m-ãî êîìïîíåíòà,

pj;n = (p1j,n, . . . , p
M
j,n)T � âåêòîð-ñòîâïåöü êîíöåíòðàöié íà ìîìåíò j-ãî ñïîñòåðåæåí-

íÿ, p;n = (pmj,n, j = 1, . . . , n; m = 1, . . . ,M)�ìàòðèöÿ êîíöåíòðàöié äëÿ âèáiðêè ç n
åëåìåíòiâ, ùî ìà¹ n ñòîâïöiâ i M ðÿäêiâ.

Àíàëîãi÷íi ïîçíà÷åííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ íàáîðó âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ

a = {amj;n, j = 1, . . . , n; m = 1, . . . ,M ; n = 1, 2, . . . },

ÿêi áóäóòü ââåäåíi ïiçíiøå.
Óñåðåäíåííÿ ïî âñié âèáiðöi (òîáòî, çà iíäåêñîì j) ïîçíà÷à¹òüñÿ êóòîâèìè äóæ-

êàìè: 〈
pmak

〉
n

=
1

n

n∑
j=1

pmj;na
k
j;n,

〈
(ak)2

〉
n

=
1

n

n∑
j=1

(
akj;n

)2
i ò. ä. (Äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ, ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ âñåðåäèíi êóòîâèõ äóæîê âèêî-
íó¹òüñÿ ïîêîîðäèíàòíî.) Êóòîâi äóæêè áåç íèæíüîãî iíäåêñó ïîçíà÷àþòü ãðàíèöþ〈
pmak

〉
= limn→∞

〈
pmak

〉
n
ó ïðèïóùåííi, ùî âîíà iñíó¹.

Ïîçíà÷èìî

Γn =
1

n
p;npT;n =

(〈
pmpk

〉
n

)M
m,k=1

, Γ = lim
n→∞

Γn =
(〈

pmpk
〉)M
m,k=1

.

Ó [8, 9] (äèâ. òàêîæ [10]), äëÿ îöiíþâàííÿ Fm(t) ïî X çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòîâó-
âàòè

F̂a(t) =
1

n

n∑
j=1

aj;n1 {ξj;n ≤ t} .

Ó [10] ïîêàçàíî, ùî F̂m(t) = F̂am(t) ¹ ìiíiìàêñíîþ îöiíêîþ Fm ó êëàñi âñiõ íåçìi-
ùåíèõ îöiíîê, ÿêùî

am;n = Γ−1p;n. (5)

Âàãîâi êîåôiöi¹íòè am;n íàçèâàþòü ìiíiìàêñíèìè äëÿ m-ãî êîìïîíåíòà ñóìiøi.

3. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ðîçãëÿíåìî òåïåð öåíçóðîâàíi äàíi, îòðèìàíi iç ñóìiøi çi çìiííèìè êîíöåíòðà-
öiÿìè.

Íåõàé ñïîñòåðiãà¹òüñÿ n îá'¹êòiâ Oj;n êîæåí ç ÿêèõ íàëåæèòü îäíîìó iç M êîì-
ïîíåíòiâ (ñóáïîïóëÿöié), ξj;n = ξ(Oj;n) > 0� çìiííà, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ (òðèâàëiñòü
æèòòÿ) îá'¹êòà Oj;n, Cj;n = C(Oj:n)�ìîìåíò öåíçóðóâàííÿ äëÿ Oj;n. Ââàæà¹òüñÿ,
ùî ξ(O) i C(O) ¹ íåçàëåæíèìè ïðè ôiêñîâàíîìó êîìïîíåíòi, ÿêîìó íàëåæèòü O,
i (ξj;n, Cj;n), j = 1, . . . , n, ¹ íåçàëåæíèìè ïðè ôiêñîâàíîìó n. (Äàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ
àñèìïòîòè÷íà òåîðiÿ ïðè n → ∞ ó ñõåìi ñåðié. Ïðè öüîìó íå íàêëàäàþòüñÿ æîäíi
ïðèïóùåííÿ ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ñïîñòåðåæåííÿìè ïðè ðiçíèõ n.)

Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ öåíçóðîâàíà âèáiðêà Xn =
(
ξ∗j;n, δj;n, j = 1, . . . , n

)
, ó ÿêié ξ∗j;n =

= min (ξj;n, Cj;n) ¹ öåíçóðîâàíîþ òðèâàëiñòþ æèòòÿ j-ãî ñïîñòåðåæóâàíîãî îá'¹êòà i
δj;n = 1 {ξj;n < Cj;n} ¹ iíäèêàòîðîì òîãî, ùî öåíçóðóâàííÿ íå âiäáóëîñü (âií äîðiâ-
íþ¹ 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè j-òå ñïîñòåðåæåííÿ íå áóëî öåíçóðîâàíå).

Âiäìiòèìî, ùî ó öié ìîäåëi ðîçïîäië ìîìåíòó öåíçóðóâàííÿ ¹ îäíàêîâèì äëÿ âñiõ
ñïîñòåðåæåíü ç îäíîãî êîìïîíåíòà i ìîæå áóòè ðiçíèì äëÿ ðiçíèõ êîìïîíåíòiâ. Iíøó
ìîäåëü öåíçóðóâàííÿ äëÿ äàíèõ iç ñóìiøi çi çìiííèìè êîíöåíòðàöiÿìè ðîçãëÿíóòî
ó [12].
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Íåõàé κj;n = ind(Oj;n)�íîìåð êîìïîíåíòà, ÿêîìó íàëåæèòü Oj;n. Êîíöåíòðàöi¨
êîìïîíåíòiâ pmj;n = P{κj;n = m} ââàæàþòüñÿ âiäîìèìè.

Ïîçíà÷èìî

Fm(x) = P{ξ(O) ≤ x | ind(O) = m}
�ô. ð. òðèâàëîñòi æèòòÿ äëÿ m-ãî êîìïîíåíòà,

Gm(x) = P{C(O) ≤ x | ind(O) = m}

�ô. ð. ìîìåíòiâ öåíçóðóâàííÿ äëÿ m-ãî êîìïîíåíòà.
Äàëi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ô.ð. F âiäïîâiäíó ôóíêöiþ âèæèâàííÿ áóäåìî ïîçíà÷àòè

F̄ (t) = 1− F (t).
Äëÿ ôóíêöié F (t) ç îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ íà äîâiëüíié âèìiðíié ïiäìíîæèíi A

äiéñíî¨ ïðÿìî¨ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

F (A) =

∫
A

F (dt).

Äëÿ A =]t1, t2] öå ðiâíîñèëüíî F (A) = F (t2) − F (t1). Îñòàíí¹ ïîçíà÷åííÿ áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè i òîäi, êîëè A ¹ iíòåðâàëîì, àëå F ìà¹ íåîáìåæåíó âàðiàöiþ.

Ô. ð. Fm òà Gm, m = 1, . . . ,M , ¹ íåâiäîìèìè. Âèçíà÷èìî ìîäèôiêàöiþ îöiíêè
Êàïëàíà �Ìåé¹ðà (mKME) äëÿ Fk äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî 1 ≤ k ≤M . Ïîçíà÷èìî

Ŷm;n(t) =
1

n

n∑
j=1

amj 1{ξ∗j:n ≥ t}

�íàâàíòàæåíà åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó öåíçóðîâàíèõ äàíèõ iç âàãîâèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè akj;n;

N̂m;n(t) =
1

n

n∑
j=1

amj 1{ξ∗j:n ≤ t, δj;n = 1}

�íàâàíòàæåíà åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ äëÿ íåöåíçóðîâàíèõ äàíèõ. Òåïåð mKME äëÿ
Fk(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

F̂k,n(t) = 1−
∏

j:ξ∗j;n≤t

(
1−

∆N̂k;n(ξ∗j;n)

Ŷk;n(ξ∗j;n)

)
= 1−

∏
j:ξ∗j;n≤t

1−
akj δj

n−
∑

i:ξ∗i;n<ξ
∗
j;n

aki

 . (6)

Êîíñèñòåíòíiñòü öi¹¨ îöiíêè äîâåäåíà ó [11].
Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíî¨ ñòàòòi ¹ òåîðåìà ïðî àñèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü

åìïiðè÷íîãî ïðîöåñó

Uk;n =
√
n
(
F̂k;n(t)− Fk(t)

)
(7)

ÿê åëåìåíòà D[0, T ]�ïðîñòîðó ôóíêöié áåç ñòðèáêiâ äðóãîãî ðîäó íà [0, T ], äå T �
áóäü-ÿêå ÷èñëî íà ]0,+∞[, òàêå, ùî Fm(T ) < 1, Gm(T ) < 1 äëÿ âñiõ m = 1, . . . ,M .

Ùîá îïèñàòè ãðàíè÷íèé ãàóññiâ ïðîöåñ íàì áóäóòü ïîòðiáíi äîäàòêîâi ïîçíà÷åííÿ.
Óâåäåìî ξ(m), C(m) �íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ðîçïîäiëàìè, âiäïîâiäíî Fm

i Gm. Öi âåëè÷èíè ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê òðèâàëiñòü æèòòÿ òà ìîìåíò öåíçóðóâàííÿ
äëÿ îá'¹êòà, âèáðàíîãî íàâìàííÿ ç m-ãî êîìïîíåíòà. Òîäi ξ∗(m) = min

(
ξ(m), C(m)

)
�

öåíçóðîâàíà òðèâàëiñòü æèòòÿ, δ∗(m) = 1
{
ξ(m) < C(m)

}
� iíäèêàòîð âiäñóòíîñòi öåí-

çóðóâàííÿ äëÿ îá'¹êòà, âèáðàíîãî íàâìàííÿ ç m-ãî êîìïîíåíòà.
Ôóíêöiþ âèæèâàííÿ äëÿ öåíçóðîâàíî¨ òðèâàëîñòi æèòòÿ îá'¹êòiâ ç m-ãî êîìïî-

íåíòà ïîçíà÷èìî

Ym(t) = P
{
ξ∗(m) ≥ t

}
= Ḡm(t−)F̄m(t−).
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Êðiì òîãî, óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Nm(t) = P
{
ξ∗(m) ≤ t, δ(m) = 1

}
=

∫
]0,t]

Ḡm(s−)Fm(ds).

Òîäi

Λm(t) =

∫
]0,t]

Nm(dt)

Ym(t)

� öå iíòåãðàëüíà iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi äëÿ îá'¹êòiâ çm-ãî êîìïîíåíòà. Äàëi áóäå
âèêîðèñòàíå ïîçíà÷åííÿ

Rm(A) = Nm(A)−
∫
A

Ym(t)
Nk(dt)

Yk(t)
.

Ïîìiòèìî, ùî Rm(A) çàëåæèòü òàêîæ âiä k�íîìåðà êîìïîíåíòà, äëÿ ÿêîãî áó-
äó¹òüñÿ îöiíêà, àëå ìè íå áóäåìî âêàçóâàòè öþ çàëåæíiñòü ÿâíî äëÿ ñïðîùåííÿ
ïîçíà÷åíü.

Âèçíà÷èìî òåïåð ôóíêöiþ ρ ùî îïèñó¹ êîâàðiàöi¨ ïðèðîñòiâ ãàóññîâîãî ïðîöåñó
Zk, ÿêèé áóäå âèêîðèñòàíî äëÿ îïèñó ãðàíèöi Uk;n. Äëÿ äîâiëüíèõ 0 ≤ u1 < u2 ≤
≤ u3 < u4 ïîçíà÷èìî A1 =]u1, u2], A2 =]u3, u4].

Çàäàìî ôóíêöiþ ρ òàêèì ÷èíîì:

ρ(A1, A2) =

M∑
m=1

〈
(ak)2pm

〉 [∫
A2

Ym(t2)Λk(dt2)

∫
A1

Λk(dt1)−Nm(A)

∫
A1

Λk(dt)

]
−

−
M∑

m1,m2=1

〈
(ak)2pm1pm2

〉
Rm1(A1)Rm2(A2) (8)

i

ρ(A1, A1) =

M∑
m=1

〈
(ak)2pm

〉 [
Nm(A1)− 2

∫
A1

Nm(]t, u2])Λk(dt) +

+

∫
A1×A1

Ym
(
max(t1, t2)

)
Λk(dt1)Λk(dt2)

]
−

−
M∑

m1,m2=1

〈
(ak)2pm1pm2

〉
Rm1

(A1)Rm2
(A1). (9)

Âèçíà÷èìî Zk(t) ÿê ãàóññiâ âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç òðà¹êòîðiÿìè, ùî íàëåæàòüD[0, T ],
iç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì òà

EZk(A1)Zk(A2) = ρ(A1, A2), E
(
Zk(A1)

)2
= ρ(A1, A1).

Äëÿ âèçíà÷åíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî Zk(0) = 0. Îòæå, äëÿ u1 < u2,

Cov
(
Zk(u1), Zk(u2)

)
= CZ(u1, u2) = EZk(]0, u1])Zk(]0, u2]) =

= E
(
Zk(]0, u1])

)2
+ EZk(]0, u1])Zk(]u1, u2]) =

= ρ(]0, u1], ]0, u1]) + ρ(]0, u1], ]u1, u2]). (10)

Ïðîöåñ Zk ìîæíà òàêîæ îïèñàòè ÿê ãàóññiâ ïðîöåñ iç íóëüîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäi-
âàííÿì òà êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ, çàäàíîþ (10). Çðîçóìiëî, ùî öå îçíà÷åííÿ áóäå
çìiñòîâíèì ëèøå òîäi, êîëè (10) âèçíà÷à¹ ÿêóñü ñïðàâæíþ êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ.
Ìè ïîêàæåìî, ùî â óìîâàõ òåîðåìè 3.1 öå äiéñíî òàê.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé

1. det Γ 6= 0.
2.
〈
(ak)pm1pm2

〉
iñíóþòü äëÿ âñiõ m1,m2 = 1, . . . ,M .
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3. Äëÿ âñiõ m = 1, . . . ,M , Fm(T ) < 1, Gm(T ) < 1.
4. Äëÿ âñiõ m = 1, . . . ,M , ôóíêöi¨ Fm i Gm ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè íà

[0, T ].

Òîäi åìïiðè÷íi ïðîöåñè Uk;n, âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (7), ñëàáêî çáiãàþòüñÿ ïðè n→∞
ó D[0, T ] iç ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ äî ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó Uk, âèçíà÷åíîãî ÿê

Uk(t) =
(
1− Fk(t)

) ∫
]0,t]

Zk(du)

Yk(u)
. (11)

Çàóâàæåííÿ 3.1. Ó ïðèïóùåííÿõ òåîðåìè Zk(t) ¹ íåïåðåðâíèì ìàéæå íàïåâíî íà
[0, T ], i ôóíêöiÿ 1/Yk(u) ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ. Òîìó iíòåãðàë ó (11) ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè ÿê ïîòðà¹êòîðíèé iíòåãðàë Ðiìàíà �Ñòiëòü¹ñà. Ç iíøîãî áîêó, éîãî ìîæíà
òàêîæ âèçíà÷èòè ÿê ãðàíèöþ ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó iíòåãðàëüíèõ ñóì (qua-
dratic mean, QM-iíòåãðàë). Îáèäâi iíòåðïðåòàöi¨ ïðèâîäÿòü äî òîãî æ ñàìîãî ðîçïî-
äiëó Uk(t).

QM-iíòåãðàëüíà iíòåðïðåòàöiÿ (11) äîçâîëÿ¹ îá÷èñëþâàòè äèñïåðñiþ òà êîâàði-
àöiéíó ôóíêöiþ Uk(t). Íàïðèêëàä, ó íàñëiäêó 3.1 îòðèìàíî àíàëîã àñèìïòîòè÷íî¨
âåðñi¨ ôîðìóëè Ãðiíâóäà.

Ïîçíà÷èìî

σ2
t =

(
1− Fk(t)

)2 [ M∑
m=1

(〈
(ak)2pm

〉 ∫ t

0

N ′m(u) du

(Yk(u))2

)
+

∫∫
St

∂2ρ(u1, u2)

∂u1∂u2

du1 du2
Yk(u1)Yk(u2)

]
,

(12)
äå St = {(u1, u2) ∈ [0, t], u1 6= u2}, N ′m(u) = dNm(u)/du.

Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.1. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ [0, T ]
ðîçïîäië Uk;n(t) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ ïðè n→∞ äî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç íóëüîâèì
ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì i äèñïåðñi¹þ σ2

t .

4. Äîâåäåííÿ

Äîâåäåííÿ òåîðåìè  ðóíòó¹òüñÿ íà iäåÿõ, âèêîðèñòàíèõ ó [5] äëÿ îòðèìàííÿ àñèì-
ïòîòè÷íî¨ íîðìàëüíîñòi KME äëÿ âèïàäêó îäíîðiäíèõ öåíçóðîâàíèõ äàíèõ. Ìè ïî-
÷íåìî ç äâîõ òåõíi÷íèõ ëåì.

Íåõàé T �äîâiëüíå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî. Äëÿ ôóíêöié f : [0, T ] → R ïîçíà-
÷èìî ‖f‖∞ = supt∈[0,T ] |f(t)|�ðiâíîìiðíà íîðìà, ‖f‖V � âàðiàöiÿ f íà [0, T ].

Ëåìà 4.1. Íåõàé Gn, G, Fn i F � äåÿêi ôóíêöi¨ ç [0, T ] ó R, ùî ìàþòü îáìåæåíó
âàðiàöiþ i çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

1. Iñíó¹ òàêå KF <∞, ùî ‖Fn‖V < KF äëÿ âñiõ n = 1, 2, . . .
2. Iñíóþòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f, g : [0, T ] → R, òàêi, ùî gn =

√
n(Gn − G) → g i

fn =
√
n(Fn − F )→ f ïðè n→∞ ó ‖ · ‖∞-íîðìi.

Òîäi ‖In − I‖∞ → 0 ïðè n→∞, äå

In(t) =
√
n

(∫ t

0

Gn(u)Fn(du)−
∫ t

0

G(u)F (du)

)
,

I(t) =

∫ t

0

G(u)f(du) +

∫ t

0

g(u)F (du).

Çàóâàæåííÿ 4.1. Ìè íå ïðèïóñêà¹ìî òóò, ùî f ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ, àëå f ¹

íåïåðåðâíîþ i ‖G‖V < ∞. Òîìó
∫ t
0
G(u)f(du) iñíó¹ ÿê ãðàíèöÿ iíòåãðàëüíèõ ñóì

Ðiìàíà �Ñòiëòü¹ñà i äîðiâíþ¹ G(u)f(u)
∣∣t
0
−
∫ t
0
f(u)G(du).
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Iñíóâàííÿ iíòåãðàëiâ
∫ T
0
Gn(u)Fn(du) ÿê ¹äèíèõ ãðàíèöü iíòåãðàëüíèõ ñóì Ðiìà-

íà �Ñòiëòü¹ñà íå ãàðàíòîâàíå óìîâàìè ëåìè, àëå ¨¨ òâåðäæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ
áóäü-ÿêèõ ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü òàêèõ ñóì.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó

Jn(t) =
√
n

∫ t

0

(
Gn(u)−G(u)

)(
Fn(du)− F (du)

)
.

Ïîêàæåìî, ùî
‖Jn‖∞ → 0 ïðè n→∞. (13)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî m

|Jn(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

gn(u)
(
Fn(du)− F (du)

)∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ t

0

(
gn(u)− gm(u)

)(
Fn(du)− F (du)

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ t

0

gm(u)
(
Fn(du)− F (du)

)∣∣∣∣ ≤
≤ ‖gn − gm‖∞ ‖Fn − F‖V +

(
2 ‖gm‖∞ + ‖gm‖V

)
‖Fn − F‖∞ .

Îöiíþþ÷è äðóãèé äîäàíîê â îñòàííié íåðiâíîñòi, ìè iíòåãðóâàëè ÷àñòèíàìè:∫ t

0

gm(u)
(
Fn(du)− F (du)

)
= gm(u)

(
Fn(u)− F (u)

)∣∣t
0
−
∫ t

0

(
Fn(u)− F (u)

)
gm(du).

Ñïðÿìóâàâøè n äî íåñêií÷åííîñòi, îòðèìó¹ìî

lim sup
n→∞

‖Jn‖∞ ≤ (KF + ‖F‖V ) lim sup
n→∞

‖gn − gm‖∞ ,

îñêiëüêè ‖gm‖∞ < ∞, ‖gm‖V < ∞, äëÿ ôiêñîâàíîãî m i, çà äðóãèì ïðèïóùåííÿì
ëåìè, äiñòà¹ìî

‖Fn − F‖∞ =
1√
n
‖fn‖∞ → 0 ïðè n→∞.

Âðàõîâóþ÷è ‖gn − gm‖∞ ≤ ‖gn − g‖∞ + ‖gm − g‖∞, ìà¹ìî
lim sup
n→∞

‖Jn‖∞ ≤ (KF + ‖F‖V ) ‖gm − g‖∞

äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ m. Ñïðÿìóâàâøè m→∞, îòðèìó¹ìî (13).
Ïîìiòèìî, ùî

In(t) = I1n(t) + I2n(t), (14)

äå

I1n(t) =
√
n

∫ t

0

(
Gn(u)−G(u)

)
Fn(du),

I2n(t) =
√
n

∫ t

0

G(u)
(
Fn(du)− F (du)

)
.

Òîìó

I2n =

∫ t

0

G(u)fn(du) = G(u)fn(u)
∣∣t
0
−
∫ t

0

fn(u)G(du)→

→ G(u)f(u)
∣∣t
0
−
∫ t

0

f(u)G(du) =

∫ t

0

G(u)f(du) (15)

ïðè n→∞ ðiâíîìiðíî ïî t ∈ [0, T ]. Iç (13) îäåðæó¹ìî òàêîæ

I1n(t) = Jn(t) +

∫ t

0

gn(u)F (du)→
∫ t

0

g(u)F (du). (16)

Âðàõîâóþ÷è (14)�(16), îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè. �
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Ïîçíà÷èìî

ζj(A) = 1
{
ξ∗j;n ∈ A, δj;n = 1

}
−
∫
A

1
{
ξ∗j;n > t

}
Λk(dt),

Zk;n(A) =
1√
n

∑
j=1

akj;nζj(A).

Äëÿ t > 0 áóäåìî ïîçíà÷àòè Zk;n(t) = Zk;n(]0, t]).

Ëåìà 4.2. Ó ïðèïóùåííÿõ òåîðåìè 3.1 ïðîöåñ Zk(t) iñíó¹, ìà¹ íåïåðåðâíi òðà¹-
êòîði¨ íà [0, T ], i ïðîöåñè Zk;n(t) ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî Zk(t) ó D[0, T ] iç íîðìîþ
‖ · ‖∞ ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé âåêòîð
(
ξ(m), δ(m), ξ

∗
(m)

)
, ðîçïîäië ÿêîãî òîòî-

æíèé óìîâíîìó ðîçïîäiëó
(
ξ(O), δ(O), ξ∗(O)

)
çà óìîâè ind(O) = m.

Ïîìiòèìî, ùî

EZk;n(A) =
1

n

n∑
j=1

M∑
m=1

akj;n

(
P
{
ξ∗(m) ∈ A, δ(m) = 1

}
−
∫
A

P
{
ξ∗(m) > t

}
Λk(dt)

)
=

=

M∑
m=1

〈
akp

〉
n

(
Nm(A)−

∫
A

Ym(t)
Nm(dt)

Yk(t)

)
= 0,

îñêiëüêè
〈
akp

〉
n

= 1{k = m}.
Áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè îòðèìó¹òüñÿ

EZk;n(A1)Zk;n(A2) = ρn(A1, A2), E(Zk;n(A1))2 = ρn(A1, A1),

äå

ρn(A1, A2) =

M∑
m=1

〈
(ak)2pm

〉
n

[∫
A2

Ym(t2)Λk(dt2)

∫
A1

Λk(dt1)−Nm(A)

∫
A1

Λk(dt)

]
−

−
M∑

m1,m2=1

〈
(ak)2pm1pm2

〉
n
Rm1(A1)Rm2(A2) (17)

i

ρn(A1, A1) =

M∑
m=1

〈
(ak)2pm

〉
n

[
Nm(A1)− 2

∫
A1

Nm(]t, u2])Λk(dt) +

+

∫
A1×A1

Ym
(
max(t1, t2)

)
Λk(dt1)Λk(dt2)

]
−

−
M∑

m1,m2=1

〈
(ak)2pm1pm2

〉
n
Rm1(A1)Rm2(A1). (18)

Íàïðèêëàä, ùîá îòðèìàòè (18), ðîçãëÿíåìî

E(Zk;n(A1))2 =
1

n

n∑
j=1

(
akj;n

)2
E
(
ζj(A1)− E ζj(A1)

)2
=

=

M∑
m=1

〈
(ak)2pm

〉
n
E
(
ζ(m)(A1)

)2−
−

M∑
m1,m2=1

〈
(ak)2pm1pm2

〉
n
E ζ(m1)(A1)E ζ(m2)(A1),
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äå

ζ(m)(A) = 1

{
ξ∗(m) ∈ A, δ(m) = 1

}
−
∫
A

1

{
ξ∗(m) > t

}
Λk(dt).

Âî÷åâèäü
E ζ(m)(A1) = Rm(A1),

E(ζ(m)(A1))2 = E1
{
ξ∗(m) ∈ A1, δ(m) = 1

}
−

− 2E

∫
A1

1

{
ξ∗(m) ∈ A1, δ(m) = 1

}
1

{
ξ∗(m) > t

}
Λk(dt)+

+ E

∫
A1

∫
A1

1

{
ξ∗(m) > t1

}
1

{
ξ∗(m) > t2

}
Λk(dt1)Λk(dt2) =

= Nm(A1)− 2

∫
A1

Nm(]t, u2])Λk(dt)+

+

∫
A1×A1

Ym
(
max(t1, t2)

)
Λk(dt1)Λk(dt2).

Çâiäñè âèïëèâà¹ (18). Ðiâíiñòü (17) ìîæíà îòðèìàòè àíàëîãi÷íî.
Îòæå, â óìîâàõ òåîðåìè 3.1, êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ Zk;n çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

CZ(u1, u2), âèçíà÷åíî¨ (10). Òîìó CZ(u1, u2) ¹ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ äåÿêîãî ãàóñ-
ñîâîãî ïðîöåñó íà [0, T ]. Ó ïðèïóùåííÿõ òåîðåìè 3.1, ôóíêöi¨ Nm(t), m = 1, . . . ,M ¹
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè i ôóíêöiÿ Yk(t) âiäîêðåìëåíà âiä íóëÿ íà [0, T ]. Òîìó
çà (9)

E
(
Zk(t2)− Zk(t1)

)2 ≤ K(t2 − t1)2

äëÿ äåÿêîãî K < ∞ i âñiõ t1, t2 ∈ [0, T ]. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Êîëìîãîðîâà
[4, òåîðåìà 7, ï. 5 ðîçäiëó III], îòðèìó¹ìî, ùî ãàóññiâ ïðîöåñ Zk(t) ìîæíà çàäàòè
íåïåðåðâíèì ìàéæå íàïåâíî.

Àñèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ Zk;n(t) ïðè n→∞ ìî-
æíà äîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó ç óìîâîþ Ëiíäåáåðãà,
òàê, ÿê öå çðîáëåíî ó [10] äëÿ íàâàíòàæåíèõ åìïiðè÷íèõ ôóíêöié. Çà (17)

E
(
Zn;k(t3)− Zn;k(t2)

)(
Zn;k(t2)− Zn;k(t1)

)
≤ K(t3 − t2)(t2 − t1) ≤ K(t3 − t1)2

äëÿ äåÿêîãî K < ∞ i âñiõ 0 ≤ t1 < t2 < t3 ≤ T . Çâiäñè, ç óðàõóâàííÿì çáiæíîñòi
ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ, âèïëèâà¹ çáiæíiñòü Zk;n äî Zk ó D[0, T ] ó ìåòðèöi
Ñêîðîõîäà [2, òåîðåìà 13.5]. Îñêiëüêè ãðàíè÷íèé ïðîöåñ Zk ¹ ìàéæå íàïåâíî íå-
ïåðåðâíèì, çi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ó ìåòðèöi Ñêîðîõîäà âèïëèâà¹ ñëàáêà çáiæíiñòü ó
ðiâíîìiðíié ìåòðèöi. �

Íà÷åðê äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1. Ïîçíà÷èìî

Λ̂k;n(t) =

∫ t

0

N̂k;n(du)

Ŷk;n(u)
,

ZYk;n(t) =
√
n
(
Ŷk;n(t)− Yk(t)

)
,

ZNk;n(t) =
√
n
(
N̂k;n(t)−Nk(t)

)
.

Òîäi

Zk;n(t) =

∫ t

0

(
ZNk;n(du)− ZYk;n(u)Λk(du)

)
.

Òàê ñàìî, ÿê ó ëåìi 4.2, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðîöåñ
(
ZYk;n(·), ZNk;n(·)

)
ñëàáêî çáiãà¹-

òüñÿ ó ïðîñòîði ôóíêöié [0, T ] → R2 áåç ðîçðèâiâ äðóãîãî ðîäó ó ðiâíîìiðíié íîðìi
äî äåÿêîãî ïðîöåñó

(
ZYk (·), ZNk (·)

)
ç ìàéæå íàïåâíî íåïåðåðâíèìè òðà¹êòîðiÿìè.
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Îòæå, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 4.1 i ìåòîä îäíîãî éìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó, îòðèìó¹ìî,
ùî

√
n
(

Λ̂k;n(t)− Λk(t)
)

=
√
n

(∫ t

0

1

Ŷk;n(u)
N̂k;n(du)−

∫ t

0

1

Yk(u)
Nk(du)

)
çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî íà [0, T ] äî∫ t

0

(
1

Yk(u)
ZNk (du)− ZYk (u)Nk(du)

(Yk(u))2

)
=

∫ t

0

Z̃k(du)

Yk(u)
,

äå

Z̃k(t) = ZNk (t) +

∫ t

0

ZYk (u)Λk(du).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî Z̃k(t) ¹ ãðàíèöåþ Zk;n(t), îòæå, çà ëåìîþ 4.2, Z̃k(t) = Zk(t).
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (66) iç [5], îòðèìó¹ìî

√
n
(
F̂k;n(t)− Fk(t)

)
=
(
1− Fk(t)

) ∫ t

0

1− F̂k;n(u−)

1− F̂k;n(u)

√
n
(

Λ̂k;n − Λk

)
(du).

Îñêiëüêè
∥∥∥F̂k;n − Fk∥∥∥

∞
≤ K

√
log(n)/n [11], òî ìà¹ìî

1− F̂k;n(u−)

1− F̂k;n(u)
→ 1

i √
n
(
F̂k;n(t)− Fk(t)

)
w−→
(
1− F (t)

) ∫ t

0

Zk(du)

Yk(u)

ïðè n → ∞ ó ðiâíîìiðíié íîðìi. (Äëÿ ñòðîãîãî äîâåäåííÿ öi¹¨ çáiæíîñòi ïîòðiáíî
çàñòîñóâàòè òåõíiêó, ïîäiáíó äî âèêîðèñòàíî¨ ó äîâåäåííi ëåìè 4.1.) �

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.1. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè iíòåãðàë ó (11) ÿê ãðàíèöþ ó ñåðåäíüî-
ìó êâàäðàòè÷íîìó iíòåãðàëüíèõ ñóì âèãëÿäó

J(T ) =

I∑
i=1

Zk(]ti−1, ti])

Yk(ti)
,

êîëè diam(T )→ 0, äå T = {0 = t0 < t1 < · · · < tI = T}�äåÿêå íåâèïàäêîâå ðîçáèòòÿ
[0, 1], diam(T ) = supi=1,...,I(ti − ti−1). Òàêi QM-iíòåãðàëè çàçâè÷àé âèçíà÷àþòü äëÿ
Zk, ùî ¹ ïðîöåñàìè ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè. Ó íàøîìó âèïàäêó öå íå òàê. Òåîðiÿ
QM-iíòåãðóâàííÿ çà ïðîöåñàìè iç çàëåæíèìè ïðèðîñòàìè îïèñàíà ó [7, ðîçäië 37.3].
Iç íå¨, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî

Var

(∫ T

0

Zk(dt)

Yk(t)

)
= lim

diam(T )→0

∑
i 6=j

EZk(]ti−1, ti])Zk(]tj−1, tj ])

Yk(ti)Yk(tj)
+

+ lim
diam(T )→0

I∑
i=1

E
(
Zk(]ti−1, ti])

)2
(Yk(ti))2

. (19)

Â óìîâàõ òåîðåìè 3.1

EZk(]ti−1, ti])Zk(]tj−1, tj ]) =
∂2ρ(ti, tj)

∂ti∂tj
+ o

(
diam(T )2

)
i

E
(
Zk(]ti−1, ti])

)2
=

M∑
m=1

〈
(ak)2pm

〉
N ′m(ti) + o

(
diam(T )

)
.

Çâiäñè âèïëèâà¹ (12). �

Àâòîð âäÿ÷íèé ðåöåíçåíòó çà óâàãó äî öi¹¨ ïóáëiêàöi¨ i ñëóøíi çàóâàæåííÿ.
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ASYMPTOTIC NORMALITY OF KAPLAN�MEIER ESTIMATOR
FOR MIXTURES WITH VARYING CONCENTRATIONS

R. MAIBORODA

Abstract. A modi�cation of Kaplan�Meier estimator is considered for mixture components CDFs
estimation by censored data in the case when mixing probabilities vary from observation to observation.
Asymptotic normality of the estimators in the sup-norm is demonstrated.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÍÎÐÌÀËÜÍÎÑÒÜ ÎÖÅÍÎÊ
ÊÀÏËÀÍÀ�ÌÅÉÅÐÀ ÄËß ÑÌÅÑÅÉ Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ

ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖÈßÌÈ

Ð. ÌÀÉÁÎÐÎÄÀ

Aííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ îöåíêè Êàïëàíà �Ìåéåðà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïî-
íåíòîâ ñìåñè ñ ïåðåìåííûìè êîíöåíòðàöèÿìè ïî öåíçóðèðîâàííûì íàáëþäåíèÿì. Äîêàçàíà àñèì-
ïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü ýòèõ îöåíîê â ðàâíîìåðíîé íîðìå.


