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ÐßÄÈ ÔÓÐ'� ÒÀ ÔÓÐ'��ÕÀÀÐÀ ÄËß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÕ ÌIÐ

Â. Ì. ÐÀÄ×ÅÍÊÎ, Í. Î. ÑÒÅÔÀÍÑÜÊÀ

Àíîòàöiÿ. Ó ðîáîòi âèçíà÷åíî ðÿäè Ôóð'¹ òà Ôóð'¹ �Õààðà çàãàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ìið, äîâå-
äåíî òåîðåìè ïðî çáiæíiñòü ÷àñòêîâèõ ñóì öèõ ðÿäiâ, ïðî àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü ñòîõàñòè÷íî¨
ìiðè. Íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ äî çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðî-
âiäíîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Ñòîõàñòè÷íà ìiðà, ðÿäè Ôóð'¹ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ðÿäè Ôóð'¹ �Õààðà
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi.

1. Âñòóï

Âàæëèâèì iíñòðóìåíòîì íàáëèæåííÿ âèïàäêîâèõ ôóíêöié ¹ ïðåäñòàâëåííÿ ïðî-
öåñiâ ó âèãëÿäi âèïàäêîâèõ ðÿäiâ. Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðîöåñè i ðÿäè, ïî-
ðîäæåíi çíà÷åííÿìè çàãàëüíî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè µ, çàäàíî¨ íà áîðåëåâèõ ïiäìíî-
æèíàõ (0, 1]. Íà µ ìè íàêëàäà¹ìî òiëüêè óìîâó σ-àäèòèâíîñòi çà éìîâiðíiñòþ. Ïî
àíàëîãi¨ iç êëàñè÷íèìè ðÿäàìè ââîäÿòüñÿ ïîíÿòòÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ òà Ôóð'¹ �Õààðà äëÿ
çàãàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ìið. Äîâîäÿòüñÿ òâåðäæåííÿ ïðî íàáëèæåííÿ çíà÷åíü µ òà
ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ çà µ çà äîïîìîãîþ âêàçàíèõ ðÿäiâ.

Ïðåäñòàâëåííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ ðÿäiâ ðîçãëÿäàëèñÿ, ïî÷èíàþ-
÷è ç âiäîìîãî ðîçêëàäó Ïåëi �Âiíåðà äëÿ âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó. Àíàëîãi÷íèé ðîç-
êëàä äëÿ äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó îòðèìàíî â [1]. Îñòàííiì ÷àñîì òàêîæ äî-
ñëiäæóþòüñÿ âåéâëåò-ðîçêëàäè ïðîöåñiâ, íàïðèêëàä ó [2].

Ç iíøîãî áîêó, âèâ÷àëèñÿ ðÿäè Ôóð'¹ ç âèïàäêîâèìè êîåôiöi¹íòàìè, ðîçãëÿäàëèñÿ
âëàñòèâîñòi îòðèìàíèõ ñóì. Îñîáëèâî äîêëàäíî äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹
ç íåçàëåæíèìè êîåôiöi¹íòàìè [3, 4].

Âëàñòèâîñòi çâè÷àéíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹ òà Ôóð'¹ �Õààðà, âèêîðèñòàíi â ñòàòòi, ìîæíà
çíàéòè, íàïðèêëàä ó [5, 6].

Ðîáîòó ïîáóäîâàíî òàêèì ÷èíîì. Ó ï. 2 äàíî ïîòðiáíi íàì òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi. Ó
ï. 3 ðîçìiùåíî äîâåäåííÿ òåîðåì ïðî çáiæíiñòü ðÿäó Ôóð'¹ â òî÷öi òà ïðî àáñîëþòíó
íåïåðåðâíiñòü ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè. Äàëi íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ
ðåçóëüòàòiâ äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Âëàñòèâîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ �
Õààðà äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè ïðåäñòàâëåíî â îñòàííüîìó ïóíêòi.

2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

×åðåç L0 = L0 (Ω,F ,P) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çàäàíèõ
íà ïîâíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,F ,P), òî÷íiøå êàæó÷è, ¨õíiõ êëàñiâ P-åêâi-
âàëåíòíîñòi. Çáiæíiñòü â L0 îçíà÷à¹ çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ. Íåõàé S �äîâiëüíà
ìíîæèíà, B� σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí S.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ (ÑÌ) íàçèâà¹òüñÿ σ-àäèòèâíå âiäîáðàæåí-
íÿ µ : B → L0.

2000 Mathematics Subject Classi�cation. 60G57, 60H15, 60H05.
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Ìè íå íàêëàäà¹ìî íà µ íiÿêèõ âèìîã íåâiä'¹ìíîñòi àáî óçãîäæåíîñòi, ó öüîìó
ñåíñi íàøå îçíà÷åííÿ ¹ çàãàëüíèì. Ó [7] òàêó ôóíêöiþ ìíîæèí íàçâàíî çàãàëüíîþ
ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ.

ßê ïðèêëàä ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè ìè ìîæåìî âçÿòè µ(A) =
∫ T

0
1A(s) dX(s), äåX(s)�

êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë àáî ïðîöåñ äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó ç ïî-
êàçíèêîì Õþðñòà H > 1/2. Ùå îäíèì ïðèêëàäîì ÑÌ ¹ α-ñòiéêi ìiðè, âèçíà÷åíi
íà σ-àëãåáði [8, ðîçäië 3]. Iíøi ïðèêëàäè, à òàêîæ óìîâè òîãî, ùî ðiçíèöi çíà÷åíü
âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè ïîðîäæóþòü ÑÌ, ¹ â [7, ðîçäiëè 7
i 8].

Òåîðiÿ iíòåãðóâàííÿ äiéñíèõ ôóíêöié çà ñòîõàñòè÷íèìè ìiðàìè ïîáóäîâàíà, íà-
ïðèêëàä, ó [7, 9]. Çîêðåìà, áóäü-ÿêà îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ ¹ iíòåãðîâíîþ çà
áóäü-ÿêîþ µ. Êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ àíàëîã òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çái-
æíiñòü [7, íàñëiäîê 1.2] àáî [9, òâåðäæåííÿ 7.1.1].

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî fn → f µ-ìàéæå ñêðiçü, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè
A ⊂ {fn 6→ f}, A ∈ B, âèêîíó¹òüñÿ µ(A) = 0 ìàéæå íàïåâíî.

Iíòåãðàë âiä âèïàäêîâèõ ôóíêöié çà äiéñíîþ ìiðîþ dx áóäåìî ðîçãëÿäàòè â ñåíñi
Ðiìàíà. Äîêëàäíî òàêèé iíòåãðàë äîñëiäæåíî â [10], íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ i âàæëèâå
äëÿ íàñ òâåðäæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Íåõàé B ⊂ Rd � âèìiðíà çà Æîðäàíîì ìíîæèíà, ξ : B ×Ω→ R�
âèìiðíà âèïàäêîâà ôóíêöiÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ξ iíòåãðîâíà íà B, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ðîçáèòòiâ

B =
⋃

1≤k≤kn

Bkn, n ≥ 1, max
k

diamBkn → 0, n→∞,

òà áóäü-ÿêèõ xkn ∈ Bkn iñíó¹ ãðàíèöÿ çà éìîâiðíiñòþ iíòåãðàëüíèõ ñóì∫
B

ξ(x) dx := P lim
n→∞

∑
1≤k≤kn

ξ(xkn)m (Bkn) .

Òóò m ïîçíà÷à¹ ìiðó Æîðäàíà, ó êîæíîìó ðîçáèòòi ìíîæèíè Bkn, 1 ≤ k ≤ kn,
âèìiðíi çà Æîðäàíîì i ïåðåòèíàþòüñÿ ëèøå ïî ñâî¨õ ìåæàõ.

Î÷åâèäíî, ùî êîëè äëÿ òðà¹êòîðié ξ iñíó¹ çâè÷àéíèé iíòåãðàë Ðiìàíà ïðè êîæíî-
ìó ôiêñîâàíîìó ω, òî ξ iíòåãðîâíà i â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.2, i çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ
iíòåãðàëiâ áóäóòü ðiâíi.

Òåîðåìà 2.1 (òåîðåìà 4.1 [10]). Íåõàé µ�ÑÌ íà (S,B), B ⊂ Rd � âèìiðíà çà
Æîðäàíîì ìíîæèíà. Ïðèïóñòèìî, ùî h(x, s) : B × S → R� âèìiðíà íåâèïàäêî-
âà ôóíêöiÿ, iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì çà dx íà B äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî s, òà
|h(x, s)| ≤ q(s),

∫
B
|h(x, s)| dx ≤ q1(s), äå q, q1 : S → R iíòåãðîâíi íà S çà dµ(s). Òîäi

âèïàäêîâà ôóíêöiÿ ξ(x) =
∫
S
h(x, s) dµ(s) iíòåãðîâíà íà B, òà∫

B

dx

∫
S

h(x, s) dµ(s) =

∫
S

dµ(s)

∫
B

h(x, s) dx.

3. Ðÿäè Ôóð'¹ çàãàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ìið

Íåõàé B� áîðåëåâà σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí (0, 1]. Äëÿ ÑÌ µ ðîçãëÿíåìî ðÿä Ôóð'¹
â íàñòóïíîìó ñåíñi. Ïîêëàäåìî

ξk =

∫
(0,1]

exp {−2πikt} dµ(t) :=

:=

∫
(0,1]

cos(2πkt) dµ(t)− i
∫

(0,1]

sin(2πkt) dµ(t), k ∈ Z. (1)
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Îçíà÷åííÿ 3.1. Ðÿä ∑
k∈Z

ξk exp {2πikt} (2)

íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹ ÑÌ µ, à âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξk � êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹
ðÿäó (2). ×àñòêîâèìè ñóìàìè ðÿäó (2) íàçèâàþòüñÿ ñóìè

sn(t) =
∑
|k|≤n

ξk exp {2πikt} .

Ñòîõàñòè÷íi iíòåãðàëè, çàïèñàíi â (1), âèçíà÷åíi äëÿ áóäü-ÿêî¨ µ, îñêiëüêè ïiäií-
òåãðàëüíi ôóíêöi¨ îáìåæåíi. Òîìó ðÿä Ôóð'¹ iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ÑÌ íà B.

Òåîðåìà 3.1 ïîêàçó¹ ¹äèíiñòü µ äëÿ äàíèõ ξk, k ∈ Z.

Òåîðåìà 3.1. ßêùî âñi ξk = 0 ìàéæå íàïåâíî, k ∈ Z, òî µ(A) = 0 ìàéæå íàïåâíî,
A ∈ B.

Äîâåäåííÿ. ßê âiäîìî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ÑÌ µ iñíó¹ äiéñíà êîíòðîëüíà ìiðà λ òàêà,
ùî µ(A) = 0 äëÿ âñiõ òàêèõ A, ùî λ(A) = 0 [7, òåîðåìà B.2.2]. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið
ôóíêöié

C̃ = {f ∈ C([0, 1]) : f(0) = f(1)} .

Iç òåîðåìè Ñòîóíà �Âåé¹ðøòðàññà (çàñòîñîâàíî¨ äëÿ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà êîëi

äîâæèíè 1) âèïëèâà¹, ùî òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè ùiëüíi â C̃ ç ðiâíîìiðíîþ ìå-
òðèêîþ. Ç óìîâè òåîðåìè ìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà P
áóäå

∫
(0,1]

P dµ = 0. Ç àíàëîãà òåîðåìè Ëåáåãà [7, òâåðäæåííÿ 7.1.1] îòðèìó¹ìî, ùî∫
(0,1]

f dµ = 0 äëÿ âñiõ f ∈ C̃. Êëàñ C̃ ùiëüíèé â L1(λ), i òîìó â íüîìó äëÿ áóäü-

ÿêî¨ A ∈ B çíàéäóòüñÿ fn òàêi, ùî çáiãàþòüñÿ äî 1A ìàéæå ñêðiçü âiäíîñíî ìiðè λ.
Îñêiëüêè ìiðà λ êîíòðîëüíà, fn áóäóòü çáiãàòèñÿ äî 1A ìàéæå ñêðiçü âiäíîñíî µ.
Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöi¨ âèäó

gn = fn1{|fn|<2} + 21{fn≥2} − 21{fn≤−2}

¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè, íàëåæàòü C̃ i çáiãàþòüñÿ äî 1A µ-ìàéæå ñêðiçü. Ç àíàëîãà
òåîðåìè Ëåáåãà îòðèìó¹ìî, ùî∫

(0,1]

gn dµ
P→
∫

(0,1]

1A dµ = µ(A).

Îñêiëüêè
∫

(0,1]
gn dµ = 0, òî µ(A) = 0 ìàéæå íàïåâíî. �

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ìè îòðèìó¹ìî ñëàáêó çáiæíiñòü ÷àñòêîâèõ ñóì sn.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé ôóíêöiÿ g ∈ C̃ ¹ òàêîþ, ùî ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ çáiãà¹òüñÿ äî g
ðiâíîìiðíî íà [0, 1]. Òîäi∫

(0,1]

g(x)sn(x) dx
P→
∫

(0,1]

g(x) dµ(x), n→∞ (3)

(iíòåãðàë âiä âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ ðîçóìi¹ìî â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.2).
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Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî

∫
(0,1]

g(x)sn(x) dx =

∫
(0,1]

g(x)

∑
|k|≤n

ξk exp{2πikx}

 dx =

=

∫
(0,1]

g(x) dx
∑
|k|≤n

exp{2πikx}
∫

(0,1]

exp{−2πikt} dµ(t) =

=
∑
|k|≤n

∫
(0,1]

g(x) dx exp{2πikx}
∫

(0,1]

exp{−2πikt} dµ(t)
(∗)
=

(∗)
=
∑
|k|≤n

∫
(0,1]

exp{−2πikt} dµ(t)

∫
(0,1]

exp{2πikx}g(x) dx =

=

∫
(0,1]

dµ(t)

∑
|k|≤n

exp{−2πikt}
∫

(0,1]

exp{2πikx}g(x) dx

 .

Ó ðiâíîñòi (∗) ìè âèêîðèñòàëè òåîðåìó 2.1. Ïðè çìiíi ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ çà dx òà
dµ(t) âçÿëè q(t) = q1(t) = supx |g(x)|. Çà óìîâîþ òåîðåìè,∑

|k|≤n

exp {−2πikt}
∫

(0,1]

exp {2πikx} g(x) dx→ g(t)

ðiâíîìiðíî íà [0, 1] ïðè n→∞. Ç àíàëîãà òåîðåìè Ëåáåãà îòðèìà¹ìî (3). �

Çàóâàæåííÿ 3.1. Ðiçíi äîñòàòíi óìîâè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó Ôóð'¹ äî g ìîæíà
çíàéòè, íàïðèêëàä ó [6, ï. II.8 i II.10]. Çîêðåìà, äîñòàòíüî, ùîá g çàäîâîëüíÿëà óìîâó
Ãåëüäåðà àáî áóëà íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ç îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ óìîâó ïåâíî¨ àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi µ âiäíîñíî ìiðè
Ëåáåãà â òåðìiíàõ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé
∑

k∈Z |ξk| < +∞ ìàéæå íàïåâíî, ξ(t) =
∑

k∈Z ξk exp {2πikt},
ôóíêöiÿ g ∈ C̃ ¹ òàêîþ, ùî ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ çáiãà¹òüñÿ äî g ðiâíîìiðíî íà [0, 1]. Òîäi∫

(0,1]

g(t) dµ =

∫
(0,1]

ξ(t)g(t) dt.

Äîâåäåííÿ. Âiäìiòèìî, ùî ξ(t) ìà¹ íåïåðåðâíi òðà¹êòîði¨ ÿê ãðàíèöÿ ðiâíîìiðíî çái-
æíîãî ðÿäó Ôóð'¹. Òîìó

∫
(0,1]

ξ(t)g(t) dt âèçíà÷åíèé ÿê çâè÷àéíèé iíòåãðàë Ðiìàíà

ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ω ∈ Ω, éîãî çíà÷åííÿ çáiãà¹òüñÿ ç âåëè÷èíîþ, âèçíà÷åíîþ
çà îçíà÷åííÿì 2.2.

Çà òåîðåìîþ 3.2 ∫
(0,1]

g(t)sn(t) dt
P→
∫

(0,1]

g(t) dµ(t).

Òîìó äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëîñü∫
(0,1]

g(t)sn(t) dt
P→
∫

(0,1]

ξ(t)g(t) dt.

Öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïiäiíòåãðàëüíèõ ôóíêöié ïðè êîæíîìó ω. �
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4. Çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ, ðîçãëÿíåìî çáiæíiñòü ðîç-
â'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, êåðîâàíîãî µ:

du(t, x) = a2∆u(t, x) dt+ σ(t, x) dµ(t), u(0, x) = u0(x), (t, x) ∈ [0, T ]× Rd

(îïåðàòîð ∆ äi¹ çà çìiííîþ x). Ìè áåðåìî ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ó ì'ÿêîìó ñåíñi:

u(t, x) =

∫
Rd

p(t, x− y)u0(y) dy +

∫
(0,t]

dµ(r)

∫
Rd

p(t− r, x− y)σ(r, y) dy . (4)

Òóò p(t, x) = (4a2πt)−d/2e−|x|
2/4a2t �ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ òåïëî-

ïðîâiäíîñòi. Ðÿäè Ôóð'¹ áóäåìî ðîçãëÿäàòè äëÿ ôóíêöié íà [0, T ] çàìiñòü [0, 1], çðî-
áèâøè î÷åâèäíi çìiíè â îçíà÷åííÿõ. ×åðåç C ïîçíà÷àòèìåìî êîíñòàíòó, òî÷íå çíà-
÷åííÿ ÿêî¨ íåâàæëèâå.

Âiäìiòèìî, ùî â ðîáîòi [11] íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
äî çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (4).

Íàêëàäåìî òàêi óìîâè.

A1. u0(y) = u0(y, ω) : Rd ×Ω→ R âèìiðíà i ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ω îáìåæåíà.
A2. σ(r, y) : [0, T ]× Rd → R âèìiðíà é îáìåæåíà.
A3. |σ(r1, y1)− σ(r2, y2)| ≤ C (|r1 − r2|+ |y1 − y2|).

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A1�A3, sn �÷àñòêîâi ñóìè ðÿäó (2),

un(t, x) =

∫
Rd

p(t, x− y)u0(y) dy +

∫
(0,t]

sn(r) dr

∫
Rd

p(t− r, x− y)σ(r, y) dy . (5)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ (t, x) ∈ [0, T )× Rd

un(t, x)
P→ u(t, x), n→∞,

äå u(t, x) âèçíà÷åíî â (4).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóùåííÿ A1 i A2 äàþòü, ùî iíòåãðàëè, ÿêi çàïèñàíî â (4) i (5), âè-
çíà÷åíi. (Iíòåãðàë ïî dr â (5) âçÿòî â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.2, éîãî iñíóâàííÿ òàêîæ
ñïèðà¹òüñÿ íà òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.1.) Ïîçíà÷èìî

g(z, r) =

∫
Rd

p(t− r, x− y)σ(r, y) dy, z = (t, x), 0 ≤ r < t,

à äëÿ t ≤ r ≤ T ïðîäîâæèìî g ëiíiéíèì ÷èíîì òàê, ùîá g(z, 0) = g(z, T ). Äëÿ
r1, r2 ∈ [0, t) ìà¹ìî

|g(z, r1)− g(z, r2)| =

= C

∣∣∣∣∣∣
∫
Rd

e
− |y|2

4a2(t−r1)

(t− r1)d/2
σ(r1, x− y) dy −

∫
Rd

e
− |y|2

4a2(t−r2)

(t− r2)d/2
σ(r2, x− y) dy

∣∣∣∣∣∣ (∗)
=

(∗)
= C

∣∣∣∣∫
Rd

e−|v|
2

σ
(
r1, x− v

√
4a2(t− r1)

)
dv −

∫
Rd

e−|v|
2

σ
(
r2, x− v

√
4a2(t− r2)

)
dv

∣∣∣∣ =

= C

∣∣∣∣∫
Rd

e−|v|
2

(
σ
(
r1, x− v

√
4a2(t− r1)

)
− σ

(
r2, x− v

√
4a2(t− r2)

))
dv

∣∣∣∣ (∗∗)
≤

(∗∗)
≤ C

(
|r1 − r2|+

∣∣∣√4a2(t− r1)−
√

4a2(t− r2)
∣∣∣) ∫

Rd

(1 + |v|)e−|v|
2

dv.

(Ó (∗) ìè âèêîðèñòàëè çàìiíó v = y/
√

4a2(t− r), à â (∗∗)�ïðèïóùåííÿ A3.)
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Òîìó ôóíêöiÿ g(z, r) ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ íà [0, T ], ¹ íåïåðåðâíîþ, i çà
[6, òåîðåìà II.8.1] âîíà ðiâíîìiðíî íàáëèæà¹òüñÿ ñâî¨ì ðÿäîì Ôóð'¹. Âèêîðèñòàí-
íÿ òåîðåìè 3.2 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. �

5. Ðÿäè Ôóð'¹ �Õààðà çàãàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ìið

Çíîâó áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÑÌ µ íà áîðåëåâié σ-àëãåáði â (0, 1]. Ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ µ̃(t) = µ((0, t]), 0 ≤ t ≤ 1. Çà äîïîìîãîþ ðÿäiâ Ôóð'¹ �Õààðà ìè îòðèìà¹ìî
íàáëèæåííÿ µ̃(t) ñòóïåíåâèìè ôóíêöiÿìè ç âèïàäêîâèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

dik = i2−k, k ≥ 0, 0 ≤ i ≤ 2k, ∆1 = ∆0
0 = (0, 1), ∆1 = [0, 1],

∆n = ∆i
k =

(
di−1
k , dik

)
, ∆n =

[
di−1
k , dik

]
, 2k + 1 ≤ n ≤ 2k+1,

∆+
n =

(
∆i

k

)+
=
(
di−1
k , d2i−1

k+1

)
= ∆2i−1

k+1 , ∆−n =
(
∆i

k

)−
=
(
d2i−1
k+1 , d

i
k

)
= ∆2i.

k+1.

Êëàñè÷íà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà Õààðà � öå ñèñòåìà ôóíêöié

χ = {χn(x), n ≥ 1} , x ∈ [0, 1],

â ÿêié χ1(x) ≡ 1, à ïðè 2k + 1 ≤ n ≤ 2k+1

χn(x) =


0, x /∈ ∆n,

2k/2, x ∈ ∆+
n ,

−2k/2, x ∈ ∆−n .

Ó òî÷êàõ ðîçðèâó áåðåìî

χn(x) =
(
χn(x−) + χn(x+)

)
/2, χn(0) = χn(0+), χn(1) = χn(1−).

Íåõàé òðà¹êòîði¨ ôóíêöi¨ µ̃(t) iíòåãðîâíi çà Ðiìàíîì ïðè êîæíîìó ω. Òîäi ¨¨ êîå-
ôiöi¹íòè Ôóð'¹ �Õààðà ñòàíäàðòíî âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ

ηn =

∫
[0,1]

µ̃(t)χn(t) dt = 2k/2

(∫
∆+

n

µ̃(t) dt−
∫

∆−n

µ̃(t) dt

)
. (6)

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, íàâåäåíó â òåîðå-
ìi 5.1.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé µ̃(t) iíòåãðîâíà íà [a, b] ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.2. Òîäi∫
[a,b]

µ̃(t) dt = bµ̃(b)− aµ̃(a)−
∫

(a,b]

t dµ. (7)

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ðîçáèòòÿ a = t0 < t1 < . . . < tj = b ç äiàìåòðàìè, ÿêi ïðÿìóþòü
äî íóëÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è â (∗) àíàëîã òåîðåìè Ëåáåãà, ìàòèìåìî∫

(a,b]

t dµ
(∗)
= P lim

j→∞

∫
(a,b]

j∑
i=1

ti1(ti−1,ti](t) dµ = P lim
j→∞

j∑
i=1

ti
(
µ̃(ti)− µ̃(ti−1)

)
=

= bµ̃(b)− aµ̃(a)− P lim
j→∞

j∑
i=1

µ̃(ti−1) (ti − ti−1) .

Îñòàííÿ ñóìà ïðÿìó¹ äî
∫

[a,b]
µ̃(t) dt çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 2.2. �
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Iç (6), âèêîðèñòîâóþ÷è (7), ïðè 2k + 1 ≤ n ≤ 2k+1 ìà¹ìî

ηn = 2k/2

(
−dikµ̃

(
dik
)

+ 2d2i−1
k+1 µ̃

(
d2i−1
k+1

)
− di−1

k µ̃
(
di−1
k

)
−

−
∫(

di−1
k ,d2i−1

k+1

] t dµ+

∫(
d2i−1
k+1 ,di

k

] t dµ) . (8)

Áà÷èìî, ùî öÿ âåëè÷èíà âèçíà÷åíà äëÿ äîâiëüíî¨ ÑÌ µ, íàâiòü ÿêùî ¨¨ òðà¹êòîði¨
íå iíòåãðîâíi çà Ðiìàíîì. Íàäàëi áóäåìî âèçíà÷àòè ηn ñàìå çà öi¹þ ðiâíiñòþ.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Íåõàé µ�äîâiëüíà ÑÌ íà áîðåëåâié σ-àëãåáði â (0, 1], âèïàäêîâi
âåëè÷èíè ηn âèçíà÷åíî çà (8). Ðÿä ∑

n≥1

ηnχn(x) (9)

íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹ �Õààðà ÑÌ µ. ×àñòêîâèìè ñóìàìè ðÿäó (9) íàçèâàþòüñÿ

SN (x) =

N∑
n=1

ηnχn(x).

ßê i â [5, ôîðìóëà (3.8)], äëÿ x 6= dik, 0 ≤ i ≤ 2k, îòðèìó¹ìî, ùî

S2k(x) =

2k∑
i=1

2k

(
dikµ̃

(
dik
)
− di−1

k µ̃
(
di−1
k

)
−
∫

∆i
k

t dµ

)
1∆i

k
(x). (10)

Àíàëîãi÷íî äî [5, ôîðìóëà (3.11)], ìà¹ìî, ùî äëÿ 2k + 1 ≤ N < 2k+1, ∆N = ∆i
k,

SN (x) =


S2k+1(x), x ∈ [0, dik),

S2k(x), x ∈ (dik, 1],

S2k(x) + ηNχN (x), x = dik.

(11)

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ âñiõ x ∈ (0, 1] òàêèõ, ùî µ({x}) = 0 ìàéæå íàïåâíî, âèêîíó¹-
òüñÿ

SN (x)
P→ µ̃(x), N →∞.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (10), ìà¹ìî

S2k(x) =

2k∑
i=1

(
µ̃
(
dik
)

+ (i− 1)µ
(
∆i

k

)
− 2k

∫
∆i

k

t dµ(t)

)
1∆i

k
(x) =

=

∫
(0,1]

2k∑
i=1

(
1(0,di

k](t) +
(
i− 1− 2kt

)
1∆i

k
(t)
)
1∆i

k
(x) dµ(t) =:

∫
(0,1]

gk(x, t) dµ(t).

Òóò gk(x, t) → 1(0,x](t), k → ∞, äëÿ âñiõ t < x i äëÿ âñiõ t > x, ïðÿìóâàííÿ â òî÷öi
x ðîëi íå ãðà¹ çà óìîâè, ùî µ({x}) = 0 ìàéæå íàïåâíî. Ç àíàëîãà òåîðåìè Ëåáåãà

äiñòàíåìî, ùî S2k(x)
P→ µ̃(x). Òàêîæ

ηNχN (dik) = −1

2

(
−dikµ̃

(
dik
)

+ 2d2i−1
k+1 µ̃

(
d2i−1
k+1

)
− di−1

k µ̃
(
di−1
k

)
−

−
∫(

di−1
k ,d2i−1

k+1

] t dµ+

∫(
d2i−1
k+1 ,di

k

] t dµ) ,
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i òîìó äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè x0 = dik (ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ k òóò îäåðæóþ-

òüñÿ ðiçíi i) áóäå ηNχN (x0)
P→ 0, N → ∞ çà óìîâè, ùî µ({x0}) = 0 ìàéæå íàïåâíî.

Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè (11). �

Ïîìiòèìî, ùî íà âiäìiíó âiä âèêîðèñòàííÿ ÷àñòêîâèõ ñóì Ôóð'¹ â òåîðåìi 3.2, òóò
ìè îòðèìó¹ìî íàáëèæåííÿ òðà¹êòîðié µ, à íå iíòåãðàëiâ çà dµ.
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THE FOURIER SERIES AND FOURIER�HAAR SERIES
OF STOCHASTIC MEASURES

V. M. RADCHENKO, N. O. STEFANSKA

Abstract. The Fourier series and Fourier�Haar series of general stochastic measures are de�ned. The
convergence of partial sums of the series is proved, the absolute continuity of stochastic measures is
studied. Application for convergence of solutions of stochastic heat equation is considered.

ÐßÄÛ ÔÓÐÜÅ È ÔÓÐÜÅ�ÕÀÀÐÀ ÄËß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÅÐ

Â. Í. ÐÀÄ×ÅÍÊÎ, Í. Î. ÑÒÅÔÀÍÑÊÀß

Aííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïðåäåëåíû ðÿäû Ôóðüå è Ôóðüå �Õààðà îáùèõ ñòoõàñòè÷åñêèõ ìåð, äî-
êàçàíû òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòèõ ðÿäîâ, îá àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ìåðû. Ïðèâåäåí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ê ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè.


