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ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅ ÏÎËÍÎÃÎ ×ÈÑËÀ ×ÀÑÒÈÖ Â ÏÎ×ÒÈ

ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÂÅÒÂßÙÅÌÑß ÏÐÎÖÅÑÑÅ Ñ ÈÌÌÈÃÐÀÖÈÅÉ

ß. Ì. ÕÓÑÀÍÁÀÅÂ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ èììèãðàöèåé â ñëó-
÷àå, êîãäà ñðåäíåå ÷èñëî ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Íàéäåíû ñêîðîñòü ðîñòà
è àñèìïòîòèêà ôëóêòóàöèè ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ â ðàçâèòèè ïîïóëÿöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è ôðàçû. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû ñ èììèãðàöèåé, ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö, ñëàáàÿ
ñõîäèìîñòü.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü ïðè êàæäîì n ∈ N
{
ξ
(n)
k,j , k, j ∈ N

}
è
{
ε
(n)
k , k ∈ N

}
�äâå íåçàâèñèìûå ñî-

âîêóïíîñòè íåçàâèñèìûõ, íåîòðèöàòåëüíûõ, ïðèíèìàþùèõ öåëûå çíà÷åíèÿ è îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü
{
X

(n)
k , k = 0, 1, . . .

}
, n ∈ N, �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ èììèãðàöèåé, îïðåäåëåííûõ ñëåäóþ-
ùèìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

X
(n)
0 = 0, X

(n)
k =

X
(n)
k−1∑

j=1

ξ
(n)
k,j + ε

(n)
k , k, n ∈ N. (1)

Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü (ïðè ôèêñèðîâàííîì n) âåëè÷èíó ξ
(n)
k,j êàê ÷èñëî ïîòîìêîâ

j-é ÷àñòèöû (k − 1)-ãî ïîêîëåíèÿ íåêîòîðîé ïîïóëÿöèè ÷àñòèö, à âåëè÷èíó ε
(n)
k êàê

÷èñëî ÷àñòèö, èììèãðèðóþùèõ â ïîïóëÿöèþ â k-ì ïîêîëåíèè, òî âåëè÷èíà X
(n)
k

áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â ïîïóëÿöèè â k-ì ïîêîëåíèè.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ èììèãðàöèåé (1) íàçûâàþò ïî÷òè

êðèòè÷åñêîé, åñëè Eξ
(n)
1,1 → 1 ïðè n→∞. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíûå ñòóïåí-

÷àòûå ïðîöåññû Zn, n ∈ N, îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè Zn(t) =
[nt]∑
k=1

X
(n)
k , t ≥ 0,

n ∈ N. ßñíî, ÷òî òðàåêòîðèè ïðîöåññîâ Zn, n ∈ N ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ñêî-
ðîõîäà D[0,∞). Âåëè÷èíà Zn(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö, ó÷àñòâó-

þùèõ â âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå ñ èììèãðàöèåé X
(n)
k , k ≥ 0 äî ìîìåíòà [nt].

Â ðàáîòå [1] Ý. Ïýéêñ èññëåäîâàë ïðè n → ∞ ñêîðîñòü ðîñòà è àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ôëóêòóàöèè ïîëíîãî ÷èñëà ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû â âåòâÿùåìñÿ ïðî-
öåññå Ãàëüòîíà �Âàòñîíà äî ìîìåíòà n ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ íå âûðîæäàåòñÿ
äî ìîìåíòà n. Â ðàáîòå [2] À.Â. Êàðïåíêî è Ñ.Â. Íàãàåâ èññëåäîâàëè ïðåäåëüíîå
ïîâåäåíèå óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû äî n-ãî
ïîêîëåíèÿ â ïðîöåññå Ãàëüòîíà �Âàòñîíà ïðè óñëîâèè, ÷òî âûðîæäåíèå ïðîèñõîäèò
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â ìîìåíò âðåìåíè n, â ñëó÷àå, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ÷àñòèö, ïîðîæ-
äàåìûõ îäíîé ÷àñòèöåé, ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè n → ∞. Ôóíêöèîíàëüíûì ïðå-
äåëüíûì òåîðåìàì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ èììèãðàöèåé
ïîñâÿùåíî äîâîëüíî ìíîãî ðàáîò, íàïðèìåð [3, 4, 8, 9]. Îäíàêî, àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö Zn èññëåäîâàíî ìàëî.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè ïðè n → ∞ ïðîöåññà Zn è
åãî ôëóêòóàöèè Zn − EZn â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäíåå ÷èñëî ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòè-
öû ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíèöå ñëåâà ñî ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ ìåäëåííåå, ÷åì n−1 ïðè
n→∞.

2. Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíû

mn = Eξ
(n)
1,1 , σ2

n = var ξ
(n)
1,1 , λn = Eε

(n)
1 , b2n = var ε

(n)
1

ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè äëÿ âñåõ n ∈ N. Â äàëüíåéøåì âñþäó dn, n ∈ N, � íåêîòîðàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî dn → ∞ è n−1dn → 0 ïðè
n → ∞; W (t), t ≥ 0� ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ â ïðîñòðàíñòâå D[0,∞);

I(A)�èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A, à çíàê
P−→ áóäåò îáîçíà÷àòü ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíî-

ñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Òåîðåìà 1 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ñêîðîñòè ðîñòà ïðîöåññà Zn.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) mn = 1 + αd−1
n + o

(
d−1
n

)
ïðè n→∞ äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî α < 0;

2) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë σ2
n → σ2 ≥ 0 ïðè n→∞;

3) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû λn → λ ≥ 0, b2n → b2 ≥ 0 ïðè n→∞.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

Zn

ndn
→ Z ïðè n→∞

â ïðîñòðàíñòâå D[0,∞) c J-òîïîëîãèåé Ñêîðîõîäà, ãäå ïðîöåññ Z îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì Z(t) = |α|−1λt, t ≥ 0.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ íèæå òåîðåìà 2 äàåò ïðåäñòàâëåíèå îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïî-
âåäåíèè ôëóêòóàöèè ïðîöåññà Zn.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) mn = 1 + αd−1
n + o

(
d−1
n

)
ïðè n→∞ äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî α < 0;

2) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë dnσ
2
n → σ2 ≥ 0 ïðè n→∞;

3) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû λn → λ ≥ 0, b2n → b2 ≥ 0 ïðè n→∞;

4) äëÿ ëþáîãî ε > 0 dnE
(
ξ
(n)
1,1 −mn

)2
I
(∣∣∣ξ(n)1,1 −mn

∣∣∣ > ε
√
n
)
→ 0 ïðè n→∞;

5) äëÿ ëþáîãî ε > 0 E
(
ε
(n)
1 − λn

)2
I
(∣∣∣ε(n)1 − λn

∣∣∣ > ε
√
n
)
→ 0 ïðè n→∞.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü(
dn
√
n
)−1

(Zn − EZn)→ Y ïðè n→∞

â ïðîñòðàíñòâå D[0,∞) c J-òîïîëîãèåé Ñêîðîõîäà, ãäå ïðîöåññ Y îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì Y (t) = |α|−1
(
|α|−1λσ2 + b2

)1/2
W (t), t ≥ 0.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå, êîãäà mn = 1 + αn−1 + o
(
n−1

)
, ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ

ðàáîò [3, 4, 8] è òåîðåìû 5.1 [5] íåòðóäíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ïðîöåññà Zn è åãî
ôëóêòóàöèè.
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Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìû 1 è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ mn ê åäèíèöå
ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ñêîðîñòü ðîñòà è àñèìïòîòèêó ôëóêòóàöèè ïðîöåññà Zn.

Çàìå÷àíèå 3. Èç óñëîâèÿ b2n → b2 > 0, dnσ
2 → σ2 > 0, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò

âûïîëíåíèå óñëîâèé 4 è 5 òåîðåìû 2, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, ïóñòü ε
(n)
k ïðèíè-

ìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1 è n ñ âåðîÿòíîñòÿìè n−2, 1− 2n−2 è n−2, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
λn = 1 + n−1 + o

(
n−1

)
, b2n = 1 − 2n−1 + o

(
n−1

)
ïðè n → ∞. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ε > 0

E
(
ε
(n)
1 − λn

)2
I
(∣∣∣ε(n)1 − λn

∣∣∣ > ε
√
n
)
≈ (n− 1)2

n2
→ 1 ïðè n→∞.

Çíà÷èò, â äàííîì ñëó÷àå b2n → 1, íî óñëîâèå 5 íå âûïîëíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

EX
(n)
k =

1−mk
n

1−mn
λn, k = 0, 1, 2, . . . (2)

Ïîëîæèì Gn(t) = (ndn)
−1
Zn(t). Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ òåîðåìû èìååì

EGn(t)→ |α|−1λt ïðè n→∞. (3)

Îöåíèì varGn(t). Â ñèëó ôîðìóëû (2.13) èç ðàáîòû [4]

varGn(t) = (ndn)
−2
(
Un(t)b

2
n + Vn(t)λnσ

2
n

)
,

ãäå

Un(t) =

[nt]+1∑
k=1

1−m2(k−1)
n

1−m2
n

(
2
1−m[nt]−k+2

n

1−mn
− 1

)
,

Vn(t) =

[nt]+1∑
k=1

(
1−mk−1

n

) (
1−mk−2

n

)
(1−mn) (1−m2

n)

(
2
1−m[nt]−k+2

n

1−mn
− 1

)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

Un(t) ≤
2(1 + nt)

(1−mn)2
, Vn(t) ≤

2(1 + nt)

(1−mn)3
.

Òîãäà

varGn(t) ≤ 2α−2

(
b2n
n

+
λnσ

2
ndn

αn

)
t→ 0 ïðè n→∞ (4)

äëÿ ëþáîãî t ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îòñþäà è èç (3), ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà,

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî Gn(t)
P−→ Z(t) ïðè n → ∞ äëÿ ëþáîãî t ≥ 0. Tàê êàê ïðå-

äåëüíûé ïðîöåññ Z ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è íåñëó÷àéíûì, òî â ñèëó òåîðåìû 15.1
[5] äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ ïîêàçàòü ïëîòíîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïðîöåññîâ {Gn(t), t ≥ 0} , n ∈ N. Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ
(3), (4), äëÿ ëþáûõ t, s ≥ 0 è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì

E
(
Gn(t)−Gn(s)

)2 ≤ 3
(
varGn(s) + varGn(t) +

(
EGn(t)− EGn(s)

)2) ≤
≤ 4α−2λ2(t− s)2.

Òîãäà, ñîãëàñíî êðèòåðèÿì ïëîòíîñòè 15.5 è 12.3 [5], ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ
{Gn(t), t ≥ 0}, n ∈ N, ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé. �
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Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2, äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì, èç
êîòîðûõ çàòåì áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2. Ïîëîæèì

M
(n)
k =

X
(n)
k−1∑

j=1

(
ξ
(n)
k,j −mn

)
+ ε

(n)
k − λk, k = 1, 2, . . .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F
(n)
k σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ñîâîêóïíîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí
{
X

(n)
0 , X

(n)
1 , . . . , X

(n)
k

}
. ßñíî, ÷òî

{
M

(n)
k , k ≥ 0

}
îáðàçóåò ìàðòèíãàë-ðàçíîñòü

îòíîñèòåëüíî ïîòîêà F
(n)
k , k ≥ 0.

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Wn(t) = [dn (1−mn)]
−1
(
M̃ (1)

n (t)−mnM̃
(2)
n (t)

)
,

ãäå

Wn(t) =
(
dn
√
n
)−1 (

Zn(t)− EZn(t)
)
,

M̃ (1)
n (t) = n−1/2

[nt]∑
j=1

M
(n)
j , M̃ (2)

n (t) = n−1/2

[nt]∑
j=1

m[nt]−j
n M

(n)
j .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Â ñèëó (1) âåëè÷èíó X
(n)
k ïðåäñòàâèì â âèäå

X
(n)
k = mnX

(n)
k−1 + λn +M

(n)
k , k = 1, 2, . . .

Îòñþäà EX
(n)
k = mnEX

(n)
k−1 + λn, k = 1, 2, . . . Çíà÷èò, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

X
(n)
k − EX

(n)
k , k ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

X
(n)
k − EX

(n)
k = mn

(
X

(n)
k−1 − EX

(n)
k−1

)
+M

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

X
(n)
k − EX

(n)
k =

k∑
j=1

mk−j
n M

(n)
j , k = 1, 2, . . .

C ïîìîùüþ ñóììèðîâàíèÿ ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïî k îò 1 äî [nt] è íîðìèðîâàíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ ëåììû. �

Ëåììà 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�3 òåîðåìû 2, òî èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõî-
äèìîñòü

M̃ (2)
n (t)→ 0 ïðè n→∞

â ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà D[0,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

n−1

[nt]∑
j=1

m2([nt]−1)
n E

((
M

(n)
k

)2
/F

(n)
j−1

)
=
σ2
n

n

[nt]∑
j=1

m2([nt]−1)
n X

(n)
j−1 +

b2n
n
· 1−m

2[nt]
n

1−m2
n

. (5)

Â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû, à òàêæå ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (2), ïîëó÷àåì

b2n
n
· 1−m

2[nt]
n

1−m2
n

∼ b2

2|α|
· dn
n
→ 0,

σ2
n

n

[nt]∑
j=1

m2([nt]−j)
n EX

(n)
j−1 ∼

λσ2

2α2
· dn
n
→ 0

ïðè n→∞. Îòñþäà è èç (5) ñëåäóåò, ÷òî

n−1

[nt]∑
j=1

m2([nt]−j)
n E

((
M

(n)
j

)2
/F

(n)
j−1

)
P−→ 0 ïðè n→∞.
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Òîãäà òåì áîëåå

n−1

[nt]∑
j=1

m2([nt]−j)
n E

((
M

(n)
j

)2
I
(
m[nt]−j

n

∣∣∣M (n)
j

∣∣∣ > ε
√
n
)
/F

(n)
j−1

)
P−→ 0

ïðè n → ∞. Çíà÷èò, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.1.11 [6], îòêóäà è ñëåäóåò óò-
âåðæäåíèå ëåììû 2. �

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõî-
äèìîñòü

M̃ (1)
n →

(
|α|−1

λσ2 + b2
)1/2

W ïðè n→∞ (6)

â ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà D[0,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
M

(n)
k , F

(n)
k

)
, k ≥ 1, îáðà-

çóåò ìàðòèíãàë-ðàçíîñòü, òî, â ñèëó òåîðåìû 7.1.11 [6], äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

n−1

[nt]∑
j=1

E

((
M

(n)
j

)2
/F

(n)
j−1

)
P−→
(
|α|−1

λσ2 + b2
)
t (7)

è äëÿ ëþáîãî ε > 0

Rn(ε, t) = n−1

[nt]∑
j=1

E

((
M

(n)
j

)2
I
(∣∣∣M (n)

j

∣∣∣ > ε
√
n
)
/F

(n)
j−1

)
P−→ 0 (8)

ïðè n → ∞. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (7), åñëè ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå

E

((
M

(n)
j

)2
/F

(n)
k

)
= σ2

nX
(n)
k−1 + b2n, òåîðåìó 1, à òàêæå óñëîâèÿ 1�3 òåîðåìû 2. Ïî-

ýòîìó ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó (8). Ïîëîæèì

N
(1)
n,k =

X
(n)
k−1∑

j=1

(ξk,j −mn) , N
(2)
n,k = ε

(n)
k − λn.

Òàê êàê M
(n)
k = N

(1)
n,k + N

(2)
n,k, òî, ïðèìåíÿÿ ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî (a + b)2 ≤

≤ 2(a2 + b2) è íåðàâåíñòâî

I(|X + Y | > 2ε) ≤ I(|X| > ε) + I(|Y | > ε), (9)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y è äëÿ ëþáîãî ε > 0, èìååì

Rn(2ε, t) ≤ 2

2∑
i,j=1

R
(n)
i,j (ε, t),

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, ãäå

R
(n)
i,j (ε, t) = n−1

[nt]∑
k=1

E

((
N

(i)
n,k

)2
I
(∣∣∣N (j)

n,k

∣∣∣ > ε
√
n
)
/F

(n)
k−1

)
, i, j = 1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (8) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

R
(n)
i,j (ε, t)

P−→ 0 ïðè n→∞ (10)

äëÿ i, j = 1, 2 è äëÿ ëþáûõ t > 0, ε > 0.
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Äëÿ ýòîãî èññëåäóåì ñíà÷àëà ñëó÷àé i = j = 1. Èìååì
(
N

(1)
n,k

)2
= J

(n)
k + L

(n)
k , ãäå

J
(n)
k =

X
(n)
k−1∑

j=1

(
ξ
(n)
k,j −mn

)2
, L

(n)
k = 2

X
(n)
k−1∑
i=1

X
(n)
k−1∑

j=i+1

(
ξ
(n)
k,i −mn

)(
ξ
(n)
k,j −mn

)
.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

S
(n)
k,j = N

(1)
n,k −

(
ξ
(n)
k,j −mn

)
, j = 1, 2, . . . , X

(n)
k−1.

Ïðèìåíÿÿ (9), ïîëó÷àåì

n−1

[nt]∑
k=1

E
(
J
(n)
k I

(∣∣∣N (1)
n,k

∣∣∣ > 2ε
√
n
)
/F

(n)
k−1

)
≤

≤ n−1

[nt]∑
k=1

E

X
(n)
k−1∑

j=1

(
ξ
(n)
k,j −mn

)2
I
(∣∣∣ξ(n)k,j −mn

∣∣∣ > ε
√
n
)
/F

(n)
k−1

+

+ n−1

[nt]∑
k=1

E

X
(n)
k−1∑

j=1

(
ξ
(n)
k,j −mn

)2
I
(∣∣∣S(n)

k,j

∣∣∣ > ε
√
n
)
/F

(n)
k−1

 = An +Bn. (11)

Òàê êàê âåëè÷èíû ξ
(n)
k,j , k, j ∈ N, íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî èç óñëî-

âèÿ 3 è èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > 0

An
P∼ |α|−1λtdnE

((
ξ
(n)
1,1 −mn

)2
I
(∣∣∣ξ(n)1,1 −mn

∣∣∣ > ε
√
n
))
→ 0 ïðè n→∞, (12)

ãäå çíàê ϕ
P∼ ψ îçíà÷àåò, ÷òî ϕψ−1 P−→ 1 ïðè n→∞.

Òåïåðü ðàññìîòðèì Bn. Ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü âåëè÷èí ξ
(n)
k,j−mn è S

(n)
k,j , à òàêæå

ïðèìåíÿÿ óñëîâíûé âàðèàíò íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî

Bn ≤
4

ε2n2
σ4
n

[nt]∑
k=1

(
X

(n)
k

)2
(13)

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1 [2], ïîëó÷àåì

σ4
nn

−2

[nt]∑
k=1

E
(
X

(n)
k

)2
≤ 2α−2

(
dnσ

2
n

)2 (|α|b2n + λ2n
)
[nt]n−2 → 0 (14)

ïðè n→∞. Îòñþäà è èç (13), â ñèëó íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà, çàêëþ÷àåì, ÷òî

Bn
P−→ 0 ïðè n→∞.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âìåñòå ñ (12), â ñèëó (11), ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî

n−1

[nt]∑
k=1

E
(
J
(n)
k I

(∣∣∣N (1)
n,k

∣∣∣ > ε
√
n
)
/F

(n)
k−1

)
P−→ 0 ïðè n→∞. (15)

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ óñëîâíûå âàðèàíòû íåðàâåíñòâ Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è ×åáûøåâà,
ïîëó÷àåì

n−1

[nt]∑
k=1

E
(∣∣∣L(n)

k

∣∣∣ I (∣∣∣N (1)
n,k

∣∣∣ > ε
√
n
)
/F

(n)
k−1

)
≤ 21/2ε−1n−3/2σ3

n

[nt]∑
k=1

(
X

(n)
k−1

)2
(16)
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ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (14)

(ndn)
−3/2

[nt]∑
k=1

E
(
X

(n)
k−1

)2
≤ 2

(
n−1dn

)1/2
α−2

(
|α|b2n + λ2n

)
t→ 0 ïðè n→∞.

Îòñþäà èç (16) è (15) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (10) äëÿ ñëó÷àÿ i = j = 1. Ðàññìîòðèì

ñëó÷àé i = 1, j = 2. Ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü N
(1)
n,k è N

(2)
n,k, ïðèìåíÿÿ óñëîâíûé

âàðèàíò íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà, à òàêæå òåîðåìó 1, èìååì

R
(n)
1,2 (ε, t) ≤

b2nσ
2
n

ε2n2

[nt]∑
k=1

X
(n)
k−1

P∼ λσ2b2

ε2|α|
t · 1
n
→ 0 ïðè n→∞.

Àíàëîãè÷íî èìååì

R
(n)
2,1 (ε, t)

P−→ 0 ïðè n→∞.
Â ñëó÷àå, êîãäà i = j = 2, ñîîòíîøåíèå (10) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 4

â ñèëó òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ε
(n)
k , k ∈ N, íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåíû. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3 çàâåðøåíî. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåìì 1�3 è òåîðåìû 4.1 [5].

Ïðèìåðû. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ èì-
ìèãðàöèåé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 2.

1) Ïóñòü ξ
(n)
1,1 èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà pn, ïðè÷åì

pn = 1 + αd−1
n + o

(
d−1
n

)
ïðè n → ∞, ãäå α < 0�ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, à ïîòîê

èììèãðàöèè ïîä÷èíÿåòñÿ ïóàññîíîâñêîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì λn ≥ 0, ïðè÷åì ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî λ òàêîå, ÷òî λn → λ ïðè n→∞. Íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 2. Â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå Z(t) = |α|−1λt, Y (t) = |α|−1(2λ)1/2W (t). Åñëè ξ
(n)
1,1 è ε

(n)
1 îáà èìåþò ðàñïðå-

äåëåíèå Áåðíóëëè ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà pn = 1 + αd−1
n , α < 0, òî

Z(t) = |α|−1t, Y (t) = |α|−1W (t).

2) Ïóñòü ξ
(n)
1,1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, è 2 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 2d−1

n , 1− 3d−1
n è d−1

n ,

ñîîòâåòñòâåííî, à âåëè÷èíà ε
(n)
1 èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ

óñïåõà pn, ò. å.

P
(
ε
(n)
1 = k

)
= pn(1− pn)k−1, k = 1, 2, . . .

Èìååìmn = 1−d−1
n , σ2

n = d−1
n (3−d−1

n ), λn = p−1
n , b2n = (1−pn)p−2

n . Ïóñòü pn → p > 0.
ßñíî, ÷òî óñëîâèÿ 1, 2 è 3 òåîðåì 1 è 2 âûïîëíåíû, ïðè÷åì α = −1, σ2 = 3, λ = p−1,
b2 = (1−p)p−2. Íåòðóäíî òàêæå ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé 4 è 5 òåîðåìû 2.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå Z(t) = p−1t, Y (t) =
(
p−1

(
2 + p−1

))1/2
W (t).

Àâòîð âûðàæàåò ñâîþ ïðèçíàòåëüíîñòü ðåöåíçåíòó çà çàìå÷àíèÿ è óêàçàííûå íå-
äîñòàòêè, óñòðàíåíèå êîòîðûõ ñïîñîáñòâîâàëî óëó÷øåíèþ äàííîé ðàáîòû.
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ON ASYMPTOTICS OF COMPLETE NUMBER OF PARTICLES IN ALMOST
CRITICAL BRANCHING PROCESS WITH IMMIGRATION

YA. M. KHUSANBAEV

Abstract. We consider a sequence of branching processes with immigration, where the o�spring mean
tends to 1. Rates of growth and the asymptotic of �uctuation of common number individuals are
investigated.

ÏÐÎ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÓ ÏÎÂÍÎÃÎ ×ÈÑËÀ ×ÀÑÒÈÍÎÊ Ó ÌÀÉÆÅ
ÊÐÈÒÈ×ÍÎÌÓ ÃIËËßÑÒÎÌÓ ÏÐÎÖÅÑI Ç IÌÌIÃÐÀÖI�Þ

ß. Ì. ÕÓÑÀÍÁÀ�Â

Aíîòàöiÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ãiëëÿñòèõ ïðîöåñiâ ç iììiãðàöi¹þ ó âèïàäêó, êîëè ñåðåäí¹
÷èñëî íàùàäêiâ îäíi¹¨ ÷àñòèíêè ïðÿìó¹ äî îäèíèöi. Çíàéäåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi òà àñèìïòîòèêó
ôëóêòóàöi¨ ïîâíîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê, ÿêi áåðóòü ó÷àñòü ó ðîçâèòêó ïîïóëÿöi¨.


