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Àíîòàöiÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîöåñ îáñëóãîâóâàííÿ â áàãàòîêàíàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ìåðåæàõ çi
âçà¹ìîçàëåæíèìè âõiäíèìè ïîòîêàìè. Òàêi ìîäåëi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â êîìï'þòåðíèõ ìå-
ðåæàõ òà ìåðåæàõ çâ'ÿçêó, ó ìåäèöèíi òà ôiçèöi âèñîêèõ åíåðãié. Ïðè âèêîíàííi âèìîã êðèòè÷íîãî
íàâàíòàæåííÿ äîâåäåíi òåîðåìè òèïó äèôóçiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨. Ëîêàëüíi õàðàêòåðèñòèêè äèôó-
çiéíîãî ïðîöåñó âèïèñàíi ÷åðåç ïàðàìåòðè ìåðåæi.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Áàãàòîêàíàëüíà ìåðåæà, áàãàòîâèìiðíèé ïóàññîíiâñüêèé âõiäíèé ïîòiê,
äèôóçiéíà àïðîêñèìàöiÿ, ðiâíîìiðíà òîïîëîãiÿ.
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1. Âñòóï

Ñó÷àñíi iíôîðìàöiéíî-òåëåêîìóíiêàöiéíi ìåðåæi ñòàþòü óñå ñêëàäíiøèìè, ùî
îáóìîâëåíî íåîáõiäíiñòþ ïiäâèùåííÿ íàäiéíîñòi, øâèäêîñòi ïåðåäà÷i òà îáðîáêè ií-
ôîðìàöi¨, øèðîêèì ðîçãàëóäæåííÿì ìåðåæi. Ìåòîäè òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ¹
åôåêòèâíèì iíñòðóìåíòîì àíàëiçó äëÿ ìåðåæ ïåðåäà÷i iíôîðìàöi¨, êîìï'þòåðíèõ
ìåðåæ, ñèñòåì êîëåêòèâíîãî äîñòóïó. Âîíè äàþòü ìîæëèâiñòü îöiíèòè ïîòóæíiñòü
ìåðåæi, çíàéòè ðåçåðâè íàâàíòàæåííÿ, îïòèìàëüíèì ÷èíîì êåðóâàòè iíôîðìàöiéíè-
ìè ïîòîêàìè. Ìîæíà òàêîæ ïiäáèðàòè îá'¹ìè áóôåðíî¨ ïàì'ÿòi äëÿ îáñëóãîâóþ÷èõ
âóçëiâ ó âèïàäêó êîìóòàöi¨ ïàêåòiâ ó ìåðåæi (äèâ., íàïðèêëàä, [1]).

Àäåêâàòíèìè ìîäåëÿìè ïðîöåñiâ ó ðåàëüíèõ ìåðåæàõ ñëóæàòü ñòîõàñòè÷íi ìåðå-
æi àáî ìåðåæi ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ. Ñòðóêòóðà öèõ ïðîöåñiâ çàäà¹òüñÿ éìîâið-
íiñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âõiäíèõ ïîòîêiâ, àëãîðèòìàìè îáñëóãîâóâàííÿ i ñõåìàìè
êîìóòàöi¨ ïàêåòiâ. Ïðîöåñ îáñëóãîâóâàííÿ âèìîã ó ñòîõàñòè÷íié ìåðåæi, ÿêèé ¹ îá'-
¹êòîì íàøîãî äîñëiäæåííÿ, ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ âåêòîð âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi, ÿêèé
âèçíà÷à¹òüñÿ ñêëàäíîþ ñèñòåìîþ ñòîõàñòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü. Ó ïîïåðåäíiõ ðîáî-
òàõ, çàçâè÷àé, ðîçãëÿäàëèñÿ ìåðåæi ç íåçàëåæíèìè âõiäíèìè ïîòîêàìè (äèâ. [2, 3],
à òàêîæ [4, 5]). Âçà¹ìîçàëåæíiñòü êîìïîíåíò ïðîöåñó îáñëóãîâóâàííÿ áóëà çóìîâëå-
íà ïåðåòèíîì òðà¹êòîðié âèìîã ó ïðîöåñi ¨õ îáñëóãîâóâàííÿ ó âóçëàõ ìåðåæi. Ó öié
ðîáîòi ìè çíiìà¹ìî öå ïðèïóùåííÿ, ùî ïðèâîäèòü äî óñêëàäíåííÿ ìîäåëåé.

Ç óðàõóâàííÿì ñêëàäíîñòi ìîäåëåé äëÿ âèâ÷åííÿ áàãàòîâèìiðíîãî ïðîöåñó îáñëó-
ãîâóâàííÿ îáðàíî ìåòîä ôóíêöiîíàëüíèõ ãðàíè÷íèõ òåîðåì. Öåé ïiäõiä äà¹ ìîæëè-
âiñòü çíàéòè áàçîâi õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåñó îáñëóãîâóâàííÿ, ïîáóäóâàòè âiäïîâiä-
íèé àïðîêñèìóþ÷èé ïðîöåñ òà ïiäðàõóâàòè ðîçïîäiëè âàæëèâèõ ôóíêöiîíàëiâ, ùî
îöiíþþòü åôåêòèâíiñòü îáñëóãîâóâàííÿ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü ìåðåæi ïàðàëåëüíî¨ ñòðóêòóðè, êîæåí
âóçîë ÿêî¨ ¹ áàãàòîêàíàëüíîþ ñèñòåìîþ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ. Íà âõiä ìåðåæi
íàäõîäÿòü äâà òèïè âõiäíèõ ïóàññîíiâñüêèõ ïîòîêiâ âèìîã: àâòîíîìíi ïîòîêè (ñâié
ïîòiê íà êîæåí âóçîë) òà ñïiëüíèé ïîòiê, â ÿêîìó âèìîãè íàäõîäÿòü ïàêåòàìè. Ðîçìið
ïàêåòó äîðiâíþ¹ ÷èñëó âóçëiâ i âèìîãè ç ïàêåòó îäíî÷àñíî íàäõîäÿòü äëÿ ïàðàëåëü-
íîãî îáñëóãîâóâàííÿ â êîæíèé âóçîë. Ïîòîêè âèìîã òàêîãî òèïó ðîçãëÿäàëèñü ó
ðîáîòàõ [6, 7].
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Äëÿ öi¹¨ ìîäåëi çà óìîâ ïåðåâàíòàæåííÿ âèâ÷åíî áàãàòîâèìiðíèé ïðîöåñ îáñëóãî-
âóâàííÿ ó ïåðåõiäíîìó ðåæèìi. Äîâåäåíî çáiæíiñòü ó ðiâíîìiðíié òîïîëîãi¨ íîðìî-
âàíîãî ïðîöåñó îáñëóãîâóâàííÿ äî äèôóçiéíîãî ïðîöåñó.

Ó ðîçäiëàõ 3 òà 4 ðîçãëÿäà¹òüñÿ áiëüø ñêëàäíà ìîäåëü òèïó [G|M |∞]
r äëÿ áàãà-

òîêàíàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ìåðåæ. Íà ñòðóêòóðó âõiäíîãî ïîòîêó íå íàêëàäà¹òüñÿ
æîäíèõ îáìåæåíü. ×àñ îáñëóãîâóâàííÿ ó âóçëàõ ìåðåæi ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië.
Ðóõ âèìîãè âñåðåäèíi ìåðåæi çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ìàðøðóòèçàöi¨.

Çà óìîâ âèêîíàííÿ ôóíêöiîíàëüíî¨ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè äëÿ áàãàòî-
âèìiðíîãî âõiäíîãî ïîòîêó i ìàëî¨ iíòåíñèâíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ ó êîæíîìó âóçëi
ó ðîçäiëi 3 äîâåäåíî çáiæíiñòü ó ðiâíîìiðíié òîïîëîãi¨ íîðìîâàíîãî ïðîöåñó îáñëó-
ãîâóâàííÿ äî ãàóññiâñüêîãî ïðîöåñó. Ãðàíè÷íèé ïðîöåñ ¹ ñóìîþ äâîõ íåçàëåæíèõ
ãàóññiâñüêèõ ïðîöåñiâ, êîæåí ç ÿêèõ ìà¹ ñâîþ iíòåðïðåòàöiþ â òåðìiíàõ ìåðåæi. Ïî-
êàçàíî, ùî ñóìàðíèé ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ ¹ áàãàòîâèìiðíîþ äèôóçi¹þ.

Ó ðîçäiëi 4 [G|M |∞]
r-ìåðåæà äîñëiäæó¹òüñÿ ó êâàçiñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi: íà

äîäàíîê äî êðèòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ ñòàðòîâå çàâàíòàæåííÿ ìåðåæi ¹ àñèìïòî-
òè÷íî âåëèêèì. Ñïèðàþ÷èñü íà îñíîâíó ãðàíè÷íó òåîðåìó ç ðîçäiëó 3, äîâåäåíî
çáiæíiñòü íîðìîâàíîãî ïðîöåñó îáñëóãîâóâàííÿ äî áàãàòîâèìiðíîãî ïðîöåñó Îðí-
øòåéíà �Óëåíáåêà.

2. Áàãàòîêàíàëüíà ìåðåæà ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ ç áàãàòîâèìiðíèì

ïóàññîíiâñüêèì âõiäíèì ïîòîêîì

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç r âóçëiâ E1, . . . , Er. Êîæåí âóçîë ôóíêöiî-
íó¹ ÿê ñèñòåìà ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ òèïó M/M/∞. Öå îçíà÷à¹, ùî íà âóçîë
Ei iççîâíi íàäõîäèòü ïóàññîíiâñüêèé ïîòiê âèìîã (iíòåðâàëè ìiæ ìîìåíòàìè íàä-
õîäæåííÿ ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíi) yi(t) iç ïàðàìåòðîì λi > 0, i = 1, 2, . . . , r. Ó
ìîìåíò íàäõîäæåííÿ âèìîãà ç yi(t) íåãàéíî çàéìà¹ îäèí ç îáñëóãîâóþ÷èõ ïðèëà-
äiâ. Çàçíà÷èìî, ùî êîæåí âóçîë ìà¹ íåîáìåæåíó êiëüêiñòü ïðèëàäiâ. Âiäïîâiäíî ÷àñ
îáñëóãîâóâàííÿ ó âóçëi Ei, i = 1, 2, . . . , r, ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië iç ïàðàìå-
òðîì µi > 0, i = 1, 2, . . . , r. Êîæíà âèìîãà îáñëóãîâó¹òüñÿ òiëüêè â îäíîìó âóçëi i
ïiñëÿ çàâåðøåííÿ îáñëóãîâóâàííÿ çàëèøà¹ ìåðåæó. Äîäàòêîâî â ìåðåæó íàäõîäèòü
ïóàññîíiâñüêèé ïîòiê y(t) ïàêåòiâ âèìîã iíòåíñèâíîñòi b > 0. Ïàêåò ñêëàäà¹òüñÿ ç r
âèìîã, ÿêi îäíî÷àñíî íàäõîäÿòü íà r âóçëiâ äëÿ ïàðàëåëüíîãî îáñëóãîâóâàííÿ.

Âiäïîâiäíî äî îïèñàíîãî âèùå àëãîðèòìó íàäõîäæåííÿ âèìîã âõiäíèé ïîòiê íà
îáñëóãîâóþ÷i âóçëè ñèñòåìè áóäå áàãàòîâèìiðíèì ïóàññîíiâñüêèì ïîòîêîì(
ν1(t), . . . ,νr(t)

)
iç ïàðàìåòðàìè λi > 0, i = 1, 2, . . . , r, b > 0. Êîìïîíåíòà νi(t)

ìà¹ íàñòóïíå ïîäàííÿ: νi(t) = yi(t) + y(t). Òàêi ìîäåëi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi
ïðè ïëàíóâàííi ðîáîòè ñó÷àñíèõ êîìï'þòåðíèõ ìåðåæ. Öå äîçâîëÿ¹ ïiäâèùóâàòè
øâèäêiñòü îáðîáêè iíôîðìàöi¨ é iñòîòíî çáåðåãòè ÷àñ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q(t) =
(
Q1(t), . . . ,Qr(t)

)′
, t ∈ [0, T ], êiëüêiñòü âèìîã ó âóçëàõ íà-

øî¨ ìåðåæi ó ìîìåíò ÷àñó t. Ìè âèâ÷èìî ïåðåõiäíèé ðåæèì áàãàòîâèìiðíîãî ïðîöåñó
îáñëóãîâóâàííÿ Q(t) â óìîâàõ ïåðåâàíòàæåííÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî ïàðàìåòðè ïîêàçíè-
êîâîãî ðîçïîäiëó ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ µi > 0, i = 1, 2, . . . , r, ó íàøié ìîäåëi çàëåæàòü
âiä íîìåðà ñåði¨ n (µi = µi(n)) i ïðè n→ +∞ ñïðàâåäëèâà òàêà óìîâà:

(à) lim
n→∞

nµi(n) = µi 6= 0, i = 1, 2, . . . , r.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q(n)(nt) =
(
Q(n)

1 (nt), . . . ,Q(n)
r (nt)

)′
, t ∈ [0, T ], êiëüêiñòü âèìîã

ó âóçëàõ íàøî¨ ìåðåæi ó çìiíåíîìó ìàñøòàái ÷àñó nt. Ìè òàêîæ ââàæà¹ìî, ùî ó
ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ìåðåæà ïîðîæíÿ, òîáòî

(á) Q(n)
i (0) = 0, i = 1, 2, . . . , r.
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Äëÿ íîðìîâàíîãî ïðîöåñó îáñëóãîâóâàííÿ

ξ(n)(t) =
(
ξ

(n)
1 (t), . . . , ξ(n)

r (t)
)′

= n−1/2
(
Q(n)(nt)− α(t)n

)
,

äå α(t) = (α1(t), . . . ,αr(t))
′, αi(t) = (λi + b)(1 − e−µit), i = 1, 2, . . . , r, ìè äîâåäåìî

çáiæíiñòü ó ðiâíîìiðíié òîïîëîãi¨ äî äèôóçiéíîãî ïðîöåñó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (à) i (á). Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ïðîöåñiâ

ξ(n)(t) =
(
ξ

(n)
1 (t), . . . , ξ

(n)
r (t)

)′
çáiãà¹òüñÿ ó ðiâíîìiðíié òîïîëîãi¨ íà áóäü-ÿêîìó ií-

òåðâàëi [0, T ] äî äèôóçiéíîãî ïðîöåñó ξ(t)
(
ξ(0) = ξ0 = (0, . . . , 0)′

)
, iç âåêòîðîì

ïåðåíåñåííÿ α(x) =
(
α1(x), . . . ,αr(x)

)′
=
(
−µ1x1, . . . ,−µrxr

)′
i ìàòðèöåþ äèôóçi¨:

B =




(λ1 + b)(2− e−µ1t) b . . . b
b (λ2 + b)(2− e−µ2t) b b
... b

. . . b
b . . . b (λr + b)(2− e−µrt)


.

Äîâåäåííÿ. Äîñëiäæåííÿ ïåðåâàíòàæåíîãî ðåæèìó ðîáîòè ñèñòåì îáñëóãîâóâàííÿ
ìà¹ òðèâàëó iñòîðiþ é iñíó¹ äåêiëüêà ïiäõîäiâ, ùî îði¹íòîâàíi íà ðiçíi êëàñè ñèñòåì.
Ìè äîâåäåìî òåîðåìó, âèêîðèñòîâóþ÷è ëîêàëüíèé ïiäõiä, ÿêèé íàéáiëüø çðó÷íèé
ó âèïàäêó íàøî¨ ìîäåëi. Îá ðóíòóâàííÿ öüîãî ïiäõîäó ìiñòèòü ðîáîòà [8]. Çãiäíî ç
ëîêàëüíèì ïiäõîäîì ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè ïðîöåñó ξ(n)(t) çáiãàþòüñÿ äî ñêií-
÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ äèôóçiéíîãî ïðîöåñó ξ(t) iç âåêòîðîì ïåðåíåñåííÿ α(x) i
ìàòðèöåþ äèôóçi¨ B, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

ξ(n)(0)
d⇒ ξ0, n→ +∞,

δ1(n) =

dn−1∑

k=0

E
∣∣E{∆ξnk

| Fnk
} − α

(
ξnk

)
∆tnk

∣∣→ 0, n→ +∞,

δ2(n) =

dn−1∑

k=0

E
∣∣∣E
{(

∆ξnk
, z
)2 ∣∣∣ Fnk

}
−
(
Bz, z

)
∆tnk

∣∣∣→ 0, n→ +∞, z ∈ Rr,

δ3(n) =

dn−1∑

k=0

P
{∣∣∆ξnk

∣∣ ≥ ε
}
→ 0, n→ +∞, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 i z ∈ Rr,

äå
d⇒� ñëàáêà çáiæíiñòü âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ, ∆ξnk

= ξnk+1
− ξnk

, ξnk
= ξ(n)(tnk

),
{tnk

, k = 0, 1, . . . , dn} ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïîñëiäîâíiñòü ðîçáèòòiâ iíòåðâàëó [0, T ] òî-
÷êàìè 0 = tn0

< tn1
< · · · < tndn

= T , max ∆tnk
→ 0, Fnk

= F (tnk
), {Fn(t), t ∈ [0, T ]}�

ïîñëiäîâíiñòü ñiìåé ìîíîòîííî çðîñòàþ÷èõ σ-àëãåáð (Fn(t1) ⊆ Fn(t2), ÿêùî t1 < t2),
ïîðîäæåíèõ ξ(n)(u), u ≤ t.

Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ çáiæíiñòü áóäåìî äîâîäèòè íà îäèíè÷íîìó iíòåðâàëi:
[0, T ] = [0, 1]. Ïîêëàäåìî, ùî tnk

= k
dn
, n = 1, 2, . . . , k = 1, . . . , dn, äå dn → ∞,

n → ∞, òàêà ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî limn→∞
dn

n = 0; σ-àëãåáðà Fn(t)

ïîðîäæåíà ñiì'¹þ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
{
ξ(n)(τ), τ ≤ t

}
. Òîäi äëÿ ïðîöåñó Q(n)(nt) =

=
(
Q(n)

1 (nt), . . . ,Q(n)
r (nt)

)′
âêàçàíi âèùå óìîâè ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó òàêîìó âè-

ãëÿäi:

ξn(0)
d⇒ ξ0, n→∞, (1)

dn−1∑

k=0

E
∣∣∣E
{

∆ξ
(n)
i (tnk

)
∣∣∣ Fnk

}
+ µiξ

(n)
i (tnk

)∆tnk

∣∣∣→ 0, n→ +∞, i = 1, 2, . . . , r, (2)
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dn−1∑

k=0

E

∣∣∣∣E
{(

∆ξ
(n)
i (tnk

)
)2
∣∣∣∣ Fnk

}
− (λi + b)(2− e−µit)∆tnk

∣∣∣∣→ 0,

n→ +∞, i = 1, 2, . . . , r,

(3)

dn−1∑

k=0

E
∣∣∣E
{(

∆ξ
(n)
i (tnk

)∆ξ
(n)
j (tnk

)
) ∣∣∣ Fnk

}
− b∆tnk

∣∣∣→ 0, n→ +∞, i 6= j, (4)

dn−1∑

k=1

P
{∣∣∆ξnk

∣∣ ≥ ε
}
→ 0, n→ +∞, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0. (5)

Îñêiëüêè
(
ξ

(n)
1 (0), . . . , ξ

(n)
r (0)

)
= (0, . . . , 0), òî óìîâà (1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

(
ξ

(0)
1 (0), . . . , ξ

(0)
r (0)

)
= (0, . . . , 0). Óìîâè (2)�(4) îçíà÷àþòü, ùî ïðîöåñ ξ(n)(t) çái-

ãà¹òüñÿ äî äèôóçiéíîãî ïðîöåñó, ÿêùî éîãî ëîêàëüíi õàðàêòåðèñòèêè àñèìïòîòè÷íî
áëèçüêi äî âiäïîâiäíèõ õàðàêòåðèñòèê äèôóçiéíîãî ïðîöåñó.

Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåâiðèòè óìîâè (2)�(4), ìè ïîâèííi îá÷èñëèòè óìîâíi ìàòåìàòè-
÷íi ñïîäiâàííÿ

E
{

∆ξ
(n)
i (tnk

)
∣∣∣ Fnk

}
, E

{(
∆ξ

(n)
i (tnk

)
)2
∣∣∣∣ Fnk

}
, E

{(
∆ξ

(n)
i (tnk

)∆ξ
(n)
j (tnk

)
) ∣∣∣ Fnk

}
,

i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , r.

Âðàõîâóþ÷è âèä íîðìîâàíîãî ïðîöåñó, ìè çìîæåìî çíàéòè âêàçàíi âèùå óìîâíi
ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ, ÿêùî îá÷èñëèìî íàñòóïíi óìîâíi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ
äëÿ ïðîöåñó Q(t):

E{Qi(t) | Qi(0) = mi}, E
{
Qi(t)

2 | Qi(0) = mi

}
, i = 1, 2, . . . , r ;

E{Qi(t)Qj(t) | Qi(0) = mi,Qj(0) = mj}, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , r.

Ó ïåðøó ÷åðãó îòðèìà¹ìî ÿâíèé âèðàç äëÿ ãåíåðàòðèñè

ϕ(zi, zj , t) = M
{
z
Qi(t)
i z

Qj(t)
j

∣∣∣ Qi(0) = mi,Qj(0) = mj

}
, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , r.

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó, ìè âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà êîíñòðó-
êòèâíîìó ïîäàííi êîìïîíåíò (Qi(t),Qj(t)) ÿê ñóìè âèïàäêîâèõ iíäèêàòîðiâ óçäîâæ
òðà¹êòîðié âõiäíèõ ïóàññîíiâñüêèõ ïîòîêiâ. Êîæåí iíäèêàòîð îïèñó¹ ïðîöåñ îáñëó-
ãîâóâàííÿ îêðåìèõ âèìîã, ùî íàäiéøëè ó ñèñòåìó.

Ìè ââåäåìî òðè ñiì'¨ íåçàëåæíèõ äâîâèìiðíèõ âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ
{
χik(t)

}∞
k=1

,{
χjk(t)

}∞
k=1

i {χk(t)}∞k=1, ðîçïîäië ÿêèõ íå çàëåæèòü âiä iíäåêñó k. Äâîâèìiðíèé âè-

ïàäêîâèé âåêòîð χik(t) íàáóâà¹ çíà÷åííÿ (1, 0) ç iìîâiðíiñòþ e−µit i çíà÷åííÿ (0, 0) ç
iìîâiðíiñòþ 1−e−µit. Âèïàäêîâèé âåêòîð χjk(t) íàáóâà¹ çíà÷åííÿ (0, 1) ç iìîâiðíiñòþ
e−µjt i çíà÷åííÿ (0, 0) ç iìîâiðíiñòþ 1− e−µjt.

Íàðåøòi âèïàäêîâèé âåêòîð χk(t) íàáóâà¹ çíà÷åííÿ (1, 1) ç iìîâiðíiñòþ e−(µi+µj)t,
çíà÷åííÿ (1, 0) ç iìîâiðíiñòþ e−µit

(
1 − eµjt

)
, çíà÷åííÿ (0, 1) ç iìîâiðíiñòþ

e−µjt
(
1 − eµit

)
i çíà÷åííÿ (0, 0) ç iìîâiðíiñòþ

(
1 − eµit

)(
1 − eµjt

)
. Òîäi äëÿ i-¨ i j-¨

êîìïîíåíò ïðîöåñó îáñëóãîâóâàííÿ ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå ïîäàííÿ:

(
Qi(t),Qj(t)

) d
=

mi∑

k=1

χik(t) +

mj∑

k=1

χjk(t) +

yi(t)∑

k=1

χik
(
t− tik

)
+

yj(t)∑

k=1

χjk
(
t− tjk

)
+

y(t)∑

k=1

χk
(
t− tk

)
,

äå
d
= îçíà÷à¹ ðiâíiñòü óìîâíèõ ðîçïîäiëiâ ïðè ôiêñîâàíèõ mi, mj , tik, tjk, tk,

k = 1, 2, . . . , i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , r�ïîñëiäîâíi ìîìåíòè íàäõîäæåííÿ âèìîã iç
íåçàëåæíèõ ïóàññîíiâñüêèõ ïîòîêiâ yi(t), yj(t), y(t), i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , r.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi óìîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü, ìè çíàõîäèìî

ϕ
(
zi, zj , t

)
=
(
1− e−µit + zie

−µit
)mi
(
1− e−µjt + zje

−µjt
)mj ×

× E

{
yi(t)∏

k=1

((
1− e−µi(t−tik)

)
+ zie

−µi(t−tik)
) yj(t)∏

k=1

((
1− e−µj(t−tjk)

)
+ zje

−µj(t−tjk)
)
×

×
y(t)∏

k=1

{(
1− e−µi(t−tk)

)(
1− e−µj(t−tk)

)
+ zie

−µi(t−tk)
(
1− e−µj(t−tk)

)
+

+ zje
−µj(t−tk)

(
1− e−µi(t−tk)

)
+ zizje

−(µi+µj)(t−tk)
}}

.

Äëÿ òîãî, ùîá ç îñòàííüîãî âèðàçó îòðèìàòè ÿâíèé âèä ãåíåðàòðèñè, ìè ïåðåïè-
øåìî éîãî ÿê óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiäíîñíî yi(t), yj(t) i y(t):

ϕ
(
zi, zj , t

)
=
(
1− e−µit + zie

−µit
)mi
(
1− e−µjt + zje

−µjt
)mj ×

× E

{
E

{
yi(t)∏

k=1

((
1− e−µit

)
+ zie

−µi(t−tik)
) yj(t)∏

k=1

((
1− e−µj(t−tjk)

)
+ zje

−µj(t−tjk)
)
×

×
y(t)∏

k=1

{(
1− e−µi(t−tk)

)(
1− e−µj(t−tk)

)
+ zie

−µi(t−tk)
(

1− e−µj(t−tk)
)

+

+ zje
−µj(t−tk)

(
1− e−µi(t−tk)

)
+ zizje

−(µi+µj)(t−tk)
} ∣∣∣∣∣ yi(t), yj(t), y(t)

}}
.

Iç òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïîòîêiâ âèìîã âiäîìî, ùî ïðè ôiêñîâàíié êiëüêîñòi ñòðèáêiâ
ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó ìîìåíòè ñòðèáêiâ ðîçïîäiëåíi ÿê ïîðÿäêîâi ñòàòèñòèêè ç
ðiâíîìiðíîãî íà iíòåðâàëi [0, t] ðîçïîäiëó. Öÿ âëàñòèâiñòü ïóàññîíiâñüêîãî ïîòîêó
äà¹ ìîæëèâiñòü îòðèìàòè ÿâíèé âèä ãåíåðàòðèñè

(
Qi(t), Qj(t)

)
:

ϕ
(
zi, zj , t

)
=
(
1− e−µit + zie

−µit
)mi
(
1− e−µjt + zje

−µjt
)mj ×

× E
{
A1

(
zi, t

)}yi(t) E
{
A2

(
zj , t

)}yj(t)
E
{
A3

(
zi, zj , t

)}y(t)
.

Ãåíåðàòðèñè A1

(
zi, t

)
, A2

(
zj , t

)
, A3

(
zi, zj , t

)
ìàþòü òàêå ïîäàííÿ:

A1

(
zi, t

)
=

1

t

t∫

0

(
1− e−µi(t−u) + zie

−µi(t−u)
)
du;

A2

(
zj , t

)
=

1

t

t∫

0

(
1− e−µj(t−u) + zje

−µj(t−u)
)
du;

A3

(
zi, zj , t

)
=

1

t

t∫

0

(
1−

(
e−µi(t−u) − e−(µi+µj)(t−u)

)(
1− zi

)
−

−
(
e−µj(t−u) − e−(µi+µj)(t−u)

)(
1− zj

)
− e−(µi+µj)(t−u)

(
1− zizj

))
du.

Çàçíà÷èìî, ùî â îñòàííiõ âèðàçàõ äëÿ A1(zi, t), A2(zj , t) i A3(zi, zj , t) ìíîæíèê
1
t ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ùiëüíiñòü ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó íà iíòåðâàëi [0, t]. Îñòàòî÷íî
ãåíåðàòðèñè A1(zi, t), A2(zj , t) i A3(zi, zj , t) ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi:

A1(zi, t) = 1− 1

µit

(
1− e−µit

)
(1− zi);
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A2(zj , t) = 1− 1

µjt

(
1− e−µjt

)
(1− zj);

A3(zi, zj , t) = 1−
(

1

µit

(
1− e−µit

)
− 1(

µi + µj
)
t

(
1− e−(µi+µj)t

)
)
(
1− zi

)
−

−
(

1

µjt

(
1− e−µjt

)
− 1(

µi + µj
)
t

(
1− e−(µi+µj)t

)
)
(
1− zj

)
−

−
(

1(
µi + µj

)
t

(
1− e−(µi+µj)t

)
)
(
1− zizj

)
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âèðàçè ó ϕ
(
zi, zj , t

)
, ìè ïðèõîäèìî äî ÿâíîãî âèðàçó äëÿ ãåíå-

ðàòðèñè:

ϕ
(
zi, zj , t

)
=
(
1− e−µit + zie

−µit
)mi
(
1− e−µjt + zje

−µjt
)mj ×

× exp

{
−
(λi + b

µi

(
1− e−µit

)
− b

µi + µj

(
1− e−(µi+µj)t

))(
1− zi

)
−

−
(λj + b

µj

(
1− e−µjt

)
− b

µi + µj

(
1− e−(µi+µj)t

))(
1− zj

)
−

− b

µi + µj

(
1− e−(µi+µj)t

)(
1− zizj

)}
, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , r.

Øëÿõîì äèôåðåíöiþâàííÿ ãåíåðàòðèñè ìè îòðèìà¹ìî óìîâíi ìàòåìàòè÷íi ñïîäi-
âàííÿ:

E{Qi(t) | Qi(0) = mi} = mie
−µit +

λi + b

µi

(
1− e−µit

)
, i = 1, 2, . . . , r; (6)

E
{
Qi(t)

2 | Qi(0) = mi

}
= mi

(
mi − 1

)
e−2µit + 2mie

−µit
λi + b

µi

(
1− e−µit

)
+

+

(
λi + b

)2

µ2
i

(
1− e−µit

)2
+ mie

−µit +
λi + b

µi

(
1− e−µit

)
, i = 1, 2, . . . , r ; (7)

E{Qi(t)Qj(t) | Qi(0) = mi,Qj(0) = mj} = mje
−µjt

{
mie

−µit +
λi + b

µi

(
1− e−µit

)}
+

+ mie
−µit

λj + b

µj

(
1− e−µjt

)
+

b

µi + µj

(
1− e−(µi+µj)t

)
+

+
(λi + b)(λj + b)

µiµj

(
1− e−µit

)(
1− e−µjt

)
, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , r. (8)

Òåïåð ìè ìîæåìî ïåðåâiðèòè óìîâè (2)�(4) äëÿ ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
ξ(n)(t). Ó ïåðøó ÷åðãó âèêîðèñòà¹ìî âèðàç (6) äëÿ îá÷èñëåííÿ óìîâíîãî ìàòåìàòè-

÷íîãî ñïîäiâàííÿ E
{
ξink+1

− x
∣∣∣ ξink

= x
}
:

E
{
ξink+1

− x
∣∣∣ ξink

= x
}

= E

{
ξink+1

− x | Qn
i

(
ntnk

)
=
√
nx +

λi + b

µi

(
1− e−µitnk

)}
=

= n−1/2

{(√
nx +

λi + b

µi

(
1− e−µitnk

))
e−µi∆tnk +

λi + b

µi
n
(
1− e−µi∆tnk

)}
− x =

= −x
(
1− e−µi∆tnk

)
, (9)

äå ξink
= ξ

(n)
i (tnk

), ξink+1
= ξ

(n)
i (tnk+1

).
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Êðiì öüîãî iç (7) â ñèëó ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi íà iíòåðâàëi [0, T ] åêñïîíåíöiéíî¨
ôóíêöi¨ i äðóãîãî ìîìåíòó ðîçïîäiëó Ïóàññîíà êiëüêîñòi âèìîã ó âóçëàõ ìåðåæi
ìà¹ìî ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü äðóãîãî ìîìåíòó ïðîöåñó ξ(n)(t):

sup
t∈[0,T ]

E
∣∣∣ξ(n)(t)

∣∣∣
2

< L0. (10)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (9) i (10), ìè îòðèìà¹ìî

dn−1∑

k=0

E
∣∣−ξink

(
1− e−µi∆tnk

)
+ µiξ

i
nk

∆tnk

∣∣ =

=

dn−1∑

k=0

E
∣∣ξink

∣∣(e−µi∆tnk − 1 + µi∆tnk

)
≤

dn−1∑

k=0

√
E
(
ξink

)2(
e−µi∆tnk − 1 + µi∆tnk

)
≤

≤
√

L0

dn−1∑

k=0

(
e−µi∆tnk − 1 + µi∆tnk

)
=
√
L0dn

(
e−µi

1
dn − 1 + µi

1

dn

)
−−−−→
n→∞

0.

Îñòàííÿ îöiíêà äîâîäèòü ñïðàâåäëèâiñòü óìîâè (2) äëÿ ξ(n)(t). Àíàëîãi÷íî, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä (7), (8) äëÿ ìîìåíòiâ äðóãîãî ïîðÿäêó, ìîæíà ïåðåâiðèòè
ñïðàâåäëèâiñòü óìîâ (3) i (4).

Çáiæíiñòü ó ðiâíîìiðíié òîïîëîãi¨ ïðîöåñó ξ(n)(t) äëÿ ìåðåæi äîâîäèòüñÿ àíàëîãi-
÷íî âèïàäêó îäíi¹¨ ñèñòåìè M/M/∞ [12, ñ. 158]. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

P
{∣∣∣ξ(n)(t)− ξ(n)(t1)

∣∣∣ ≥ ε,
∣∣∣ξ(n)(t)− ξ(n)(t2)

∣∣∣ ≥ ε
}
≤ 1

ε2r

(
H(t2)−H(t1)

)2α
(11)

äëÿ t1 ≤ t ≤ t2, t1, t2, t ∈ [0, T ], n ≥ 1, γ = 2, α = 3
4 , ε > 0 i H(t) = ct.

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî. �

Öÿ òåîðåìà äîçâîëÿ¹ ïðè îá÷èñëåííi ôóíêöiîíàëiâ âiä ñêëàäíîãî ñòðèáêîïîäiáíî-
ãî ïðîöåñó îáñëóãîâóâàííÿ (íàïðèêëàä, ïðè îá÷èñëåííi çàãàëüíîãî ïðèáóòêó, ïîâ'ÿ-
çàíîãî ç îáñëóãîâóâàííÿì âèìîã ó ìåðåæi) âèêîðèñòîâóâàòè ôóíêöiîíàëè âiä äèôó-
çiéíîãî ïðîöåñó.

3. Ìåðåæi òèïó [G|M |∞]
r
. Ïåðåõiäíèé ðåæèì

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî áiëüø ñêëàäíi ìîäåëi áàãàòîêàíàëüíèõ ìåðåæ. Ìå-
ðåæà ñêëàäà¹òüñÿ ç r îáñëóãîâóþ÷èõ âóçëiâ. Iççîâíi íà i-é âóçîë âèìîãè íàäõîäÿòü
ó ìîìåíòè ÷àñó τ(i)

k , k = 1, 2, . . . , νi(t)� çàãàëüíà êiëüêiñòü âèìîã, ùî íàäiéøëè íà
ïðîìiæêó ÷àñó [0, t]. Êîæåí ç r âóçëiâ ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ áàãàòîêàíàëüíó ñèñòåìó
ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ. ßêùî âèìîãà íàäõîäèòü ó òàêó ñèñòåìó, òî çðàçó ïî÷è-
íà¹òüñÿ ¨¨ îáñëóãîâóâàííÿ. Äëÿ âóçëà i ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé
ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì µi, i = 1, 2, . . . , r. Íàïðÿìîê ðóõó âèìîãè âñåðåäèíi ìåðå-
æi çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ìàðøðóòèçàöi¨ P = ‖pij‖r1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî i = 1, 2, . . . , r

pir+1 = 1−
r∑

j=1

pij ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ éìîâiðíiñòü âèõîäó ç ìåðåæi âèìîãè, îáñëóãî-

âóâàííÿ ÿêî¨ çàâåðøèëîñÿ â i-ìó âóçëi.
Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ îáñëóãîâóâàííÿ â [G|M |∞]

r-ìåðåæi ÿê r-âèìiðíèé ïðîöåñ
Q′(t) = (Q1(t), . . . , Qr(t)), t ≥ 0 , äå Qi(t)�êiëüêiñòü âèìîã â i-ìó âóçëi ó ìîìåíò
÷àñó t.

Íàøà ãîëîâíà ìåòà âèâ÷èòè ïðîöåñ îáñëóãîâóâàííÿ Q(t) ó ïåðåâàíòàæåíîìó ðå-
æèìi. Ïåðåâàíòàæåíèé ðåæèì îçíà÷à¹ òàêå: ïàðàìåòðè ìåðåæi çàëåæàòü âiä n (íî-
ìåðà ñåði¨) òàêèì ÷èíîì, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (à), (á) ç ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó, i
âõiäíèé ïîòiê ¹ áëèçüêèì äî áðîóíiâñüêîãî ðóõó, òîáòî ñïðàâåäëèâà òàêà óìîâà:
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(â) Iñíóþòü êîíñòàíòè λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , r, λ1 + . . . + λr 6= 0, òàêi, ùî

n−1/2
(
ν

(n)
1 (nt)− λ1nt, . . . ,ν

(n)
r (nt)− λrnt

)
U

=⇒
n→∞

W (t)′ =
(
W1(t), . . . ,Wr(t)

)
,

äå W (t) ¹ r-âèìiðíèì ïðîöåñîì áðîóíiâñüêîãî ðóõó ç íóëüîâèì âåêòîðîì
ñåðåäíiõ çíà÷åíü EW (1) = 0 i êîðåëÿöiéíîþ ìàòðèöåþ EW (1)W ′(1) = σ2 =

= ‖σ2
ij‖r1 , ñèìâîë

U
=⇒ îçíà÷à¹ ñëàáêó çáiæíiñòü ó ðiâíîìiðíié òîïîëîãi¨.

Iíøi ïàðàìåòðè [G|M |∞]
r-ìåðåæi íå çàëåæàòü âiä n.

Ó êîíòåêñòi óìîâ (à)�(â) äëÿ âiäêðèòî¨ [G|M |∞]
r-ìåðåæi ìè ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâ-

íiñòü âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ

ξ(n)(t) = n−1/2
(
Q(n)(nt)− nq(t)

)
, t ≥ 0,

äå q′(t) =
(
q1(t), . . . , qr(t)

)
=
(
θ
µ

)′(
I − P (t)

)
,
(
θ
/
µ
)′

=
(
θ1

/
µ1, . . . ,θr

/
µr
)
, θ′ =

=
(
θ1, . . . ,θr

)
= λ′

(
I − P

)−1 �ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ áàëàíñó äëÿ [G|M |∞]
r-ìåðåæi,

λ′ =
(
λ1, . . . , λr

)
, P (t) = ‖pij(t)‖r1 = exp[∆(µ)(P − I)t], ∆(µ) = ‖δijµi‖r1 �äiàãîíàëü-

íà ìàòðèöÿ.
Ùîá äëÿ ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ξ(n)(t) ïîáóäóâàòè ãðàíè÷íèé ïðî-

öåñ, ìè ââåäåìî äâà íåçàëåæíi ãàóññiâñüêi ïðîöåñè ξ(1)′(t) =
(
ξ

(1)
1 (t), . . . , ξ

(1)
r (t)

)
i

ξ(2)′(t) =
(
ξ

(2)
1 (t), . . . , ξ

(2)
r (t)

)
.

Ïðîöåñ ξ(1)(t) çàäà¹òüñÿ ñâî¨ìè ñåðåäíiìè çíà÷åííÿìè

E ξ(1)(t) = 0

i êîðåëÿöiéíèìè ìàòðèöÿìè

R(1)(t) = E ξ(1)(t)ξ(1)′(t)− E ξ(1)(t)E ξ(1)′(t) =

∫ 1

0

P ′(u)σ2P (u)du,

P (1)(s, t) = E ξ(1)(s)ξ(1)(t)− E ξ(1)(s)E ξ(1)′(t) = R(1)(s)P (t− s), s > t.

Äëÿ ïðîöåñó ξ(2)(t)

E ξ(2)(t) = 0,

R(2)(t) =

r∑

m=1

λm

∫ 1

0

(
∆[pm(u)]− pm(u)p′m(u)

)
du,

R(2)(s, t) = R(2)(s)P (t− s), s < t,

äå p′m(u) =
(
pm1(u), . . . , pmr(u)

)
�öå m-é ðÿäîê ìàòðèöi P (u), à ∆[pm(u)] =

= ‖pmi(u)δij‖r1 �äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ.
Ïðîöåñ ξ(1)(t) + ξ(2)(t) îïèñó¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ

ïðîöåñiâ ξ(n)(t).

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ìåðåæi òèïó [G|M |∞]
r
âèêîíóþòüñÿ óìî-

âè (à)�(â) i ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ìàòðèöi ìàðøðóòèçàöi¨ P ñòðîãî ìåíøèé çà 1.
Òîäi íà áóäü-ÿêîìó ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi [0, T ] ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ

ξ(n)(t) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíié òîïîëîãi¨ äî ξ(1)(t) + ξ(2)(t) ïðè n→∞.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ó ÷àñòèíi çáiæíîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ ¹ íàñëiäêîì
äâîõ äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü.

Ëåìà 1. Ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè
∫ 1

0 dW ′(u)P (t−u) çáiãàþòüñÿ çi ñêií÷åííîâè-

ìiðíèìè ðîçïîäiëàìè ãàóññiâñüêîãî ïðîöåñó ξ(1)(t).
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Öåé ðåçóëüòàò ¹ íàñëiäêîì âëàñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà (äèâ., íàïðè-
êëàä, [9]).

Âiäçíà÷èìî, ùî òðà¹êòîðiÿ âèìîãè, ùî íàäiéøëà â [G|M |∞]
r-ìåðåæó ÷åðåç m-é

âóçîë, ìîæå áóòè îïèñàíà ëàíöþãîì Ìàðêîâà η(m)(t) ∈ {1, 2, . . . , r, r + 1}, t ≥ 0, ÿêèé
çàäà¹òüñÿ iíôiíiòåçèìàëüíîþ ìàòðèöåþ ‖qij‖r+1

1 :

qij =





−µi(1− pii), i = j = 1, 2, . . . , r,

µipij , i 6= j, i = 1, 2, . . . , r, j = 1, 2, . . . , r, r + 1,

0, i = r + 1, j = 1, 2, . . . , r, r + 1.

Ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië çáiãà¹òüñÿ ç P
(
η(m)(0) = i

)
= δmi, i = 1, 2, . . . , r + 1.

Ìè çâ'ÿæåìî ç ëàíöþãîì η(m)(t) r-âèìiðíèé ïðîöåñ iíäèêàòîðíîãî òèïó χ(m)(t) =

=
(
χ

(m)
1 (t), . . . ,χ

(m)
r (t)

)′
, t ≥ 0, m = 1, . . . , r, òàêèì ÷èíîì:

χ(m)(t) =

{
ej , η(m)(t) = j, j = 1, . . . , r,

eo, η(m)(t) = r + 1,

äå ej � r-âèìiðíèé âåêòîð, j-òà êîìïîíåíòà ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1, à iíøi äîðiâíþþòü 0;
e0 �íóëüîâèé r-âèìiðíèé âåêòîð.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî N i z(j) =
(
z1(j), . . . , zr(j)

)′
, j = 1, 2, . . . , N,∣∣z(j)

∣∣ ≤ 1, ÷åðåç Φ(m) = Φ(m)
(
t1, . . . , tN , z(1), . . . , z(N)

)
áóäåìî ïîçíà÷àòè ñóìiñíó

ãåíåðàòðèñó âåêòîðiâ χ(m)(t1), . . . ,χ(m)(tN ), 0 < t1 < . . . < tN , Φ =
(
Φ(1), . . . ,Φ(r)

)′
.

Ëåìà 2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî N = 1, 2, . . . i 0 < t1 < . . . < tN

Φ = 1 +
N∑

j=1

P (∆t1)∆[z(1)] . . . P (∆tj−1)∆[z(j − 1)]P (∆tj)(z(j)− 1), (12)

äå 1� r-âèìiðíèé âåêòîð, ñêëàäåíèé ç 1; ∆ti = ti − ti−1 (t0 = 0); ∆[z(i)] =
= ‖zk(i)δkm‖r1 � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ (12) ìîæíà îòðèìàòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà ïàðàìåòðîìN .
Äîäàòêîâî äî çáiæíîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî δ > 0

lim
∆→∞

lim
n→∞

P
(
ω∆(ξ(n)) > δ

)
= 0, (13)

äå ω∆(x) = sup|t−u|≤∆
0≤t,u≤T

∣∣x(t)− x(u)
∣∣. Äîâåäåííÿ (13) áàçó¹òüñÿ íà óìîâi (â) i ïîäàííi

ïðîöåñó îáñëóãîâóâàííÿ ÿê ñóìè χm(·)-iíäèêàòîðiâ íà òðà¹êòîði¨ âõiäíîãî ïîòîêó.
Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ãðàíè÷íèé ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ ó òåîðåìi 2 ¹ äèôóçi¹þ. Â

îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó äëÿ ãàóññiâñüêèõ ïðîöåñiâ iñíó¹ êðèòåðié ó òåðìiíàõ �íåîá-
õiäíî i äîñòàòíüî� äëÿ ïåðåâiðêè ìàðêîâñüêî¨ âëàñòèâîñòi [10, c. 115]. Ãîëîâíà óìîâà
êðèòåðiþ, ÿêà âèïèñàíà â òåðìiíàõ êîððåëÿöié, âiäïîâiäà¹ õàðàêòåðèñòè÷íié âëà-
ñòèâîñòi åêñïîíåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨. �¨ äîñèòü çðó÷íî ïåðåâiðÿòè íà ïðàêòèöi. Ó áà-
ãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó ñèòóàöiÿ áiëüø ñêëàäíà i âiäïîâiäíèé êðèòåðié âiäñóòíié.
Ó ðîáîòi [11] âêàçàíî îäèí âàðiàíò äîñòàòíiõ óìîâ ìàðêîâñüêî¨ âëàñòèâîñòi äëÿ
r-âèìiðíèõ ãàóññiâñüêèõ ïðîöåñiâ. Ïåðåâiðÿþ÷è öi óìîâè äëÿ ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó
ç òåîðåìè 2, ìè îòðèìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 1. ßêùî ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ìàòðèöi ìàðøðóòèçàöi¨ P ñòðîãî ìåí-
øèé çà 1, òî ãðàíè÷íèé ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ ξ(1)(t)+ξ(2)(t) ¹ r-âèìiðíîþ äèôóçi¹þ ç
âåêòîðîì ïåðåíñåííÿ A(x) = Q′x i ìàòðèöåþ äèôóçi¨ B(t) = ∆[q′(t)Q]−Q′∆[q(t)]−
−∆[q(t)]Q + σ2, äå Q = ∆(µ)(P − I), ∆(x)� äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç âåêòîðîì x íà
ãîëîâíié äiàãîíàëi.
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Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìà 2 ¹ îñíîâîþ äèôóçiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨. Ïðîòå ¨¨ ôîðìóëþ-
âàííÿ â òåðìiíàõ ãàóññiâñüêèõ ïðîöåñiâ ìiñòèòü áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî ñòðóêòóðó
ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó. Ïåðøèé äîäàíîê ξ(1)(t) ïîâ'ÿçàíèé iç ôëóêòóàöiÿìè âõiäíîãî
ïîòîêó, à äðóãèé ξ(2)(t) "�- iç ôëóêòóàöiÿìè ÷àñó îáñëóãîâóâàííÿ ó âóçëàõ ìåðåæi.

4. [G|M |∞]
r
-ìåðåæi ó êâàçiñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi

Ó öüîìó ðîçäiëi çàìiñòü óìîâè (á) ìè ðîçãëÿíåìî òàêó:

(ã) Q
(n)
i (0) =

[
nθi
/
µi +

√
nη0

i

]
, i = 1, 2, . . . , r, η0 = (η0

1, . . . ,η
0
r) ∈ Rr i ïîñëiäîâ-

íiñòü âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ

η(n)(t) = n−1/2
(
Q(n)(nt)− nθ/µ

)
, n ≥ 1.

Ïðè âèêîíàííi óìîâè (ã) ïðîöåñ η(n)(t) ôóíêöiîíó¹ ó êâàçiñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi.
Öå âíîñèòü îñîáëèâîñòi ó ãðàíè÷íèé ïðîöåñ.

Äëÿ àïðîêñèìàöi¨ η(n)(t) ìè äîäàòêîâî ââåäåìî ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ ξ(3)(t), ÿêèé
íå çàëåæèòü âiä ξ(1)(t), ξ(2)(t) i âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè ñåðåäíiìè çíà÷åííÿìè

E ξ(3)(t) = P ′(t)η0

i êîððåëÿöiéíèìè ìàòðèöÿìè

R(3)(t) = ∆
[
(θ
/
µ)′P (t)

]
− P ′(t)∆(θ

/
µ)P (t),

R(3)(s, t) = R(3)(s)P (t− s), s < t.

Êâàçiñòàöiîíàðíèé ðåæèì àïðîêñèìó¹òüñÿ ñóìîþ ãàóññiâñüêèõ ïðîöåñiâ ó òàêèé
ñïîñiá.

Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ìåðåæi òèïó [G|M |∞]
r
âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(à), (â), (ã) i ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ìàòðèöi ìàðøðóòèçàöi¨ P ñòðîãî ìåíøèé çà 1.
Òîäi íà áóäü-ÿêîìó ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi [0, T ] ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ

η(n)(t), n ≥ 1, ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ ïðè n→∞ äî ξ(1)(t)+ξ(2)(t)+ξ(3)(t) ó ðiâíîìiðíié
òîïîëîãi¨.

Äîäàòêîâèé äîäàíîê ξ(3)(t) ó ãðàíè÷íîìó ïðîöåñi ïîâ'ÿçàíèé iç ôëóêòóàöiÿìè
÷àñó îáðîáêè òèõ âèìîã, ÿêi ìiñòèëèñü ó âóçëàõ ìåðåæi ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó.

Ãðàíè÷íèé ïðîöåñ ξ(1)(t) + ξ(2)(t) + ξ(3)(t) ìîæíà ïîäàòè ÿê äèôóçiþ.

Íàñëiäîê 2. ßêùî ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ìàòðèöi ìàðøðóòèçàöi¨ P ñòðîãî ìåí-
øèé çà 1, òî ãðàíè÷íèé ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ ξ(1)(t) + ξ(2)(t) + ξ(3)(t) ¹ r-âèìiðíèì
äèôóçiéíèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà η(t) (η(0) = η0) iç âåêòîðîì ïåðåíå-
ñåííÿ A(x) = Q′x i ìàòðèöåþ äèôóçi¨ B = ∆(θ)(I − P ) + (I − P ′)∆(θ)−∆(λ) + σ2.

Îñêiëüêè îáìåæåííÿ íà ñòðóêòóðó âõiäíîãî ïîòîêó âiäñóòíi, òî òåîðåìè 2 i 3 óçà-
ãàëüíþþòü ðåçóëüòàòè ïðî äèôóçiéíó àïðîêñèìàöiþ áàãàòîêàíàëüíèõ ìåðåæ iç [12].

Íà çàâåðøåííÿ ìè çðîáèìî äåÿêi êîìåíòàði.
Ïåðåâàíòàæåíèé êâàçiñòàöiîíàðíèé ðåæèì ó òåîðåìi 3 i íàñëiäêó 2 ïîâ'ÿçàíèé

iç çàìiíîþ óìîâè (á) íà óìîâó (ã). Ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó η(t)
âèðîäæåíèé (η(0) = η0 ç iìîâiðíiñòþ 1) i íå çáiãà¹òüñÿ çi ñòàöiîíàðíèì ðîçïîäiëîì
ïðîöåñó Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà. Òàêèì ÷èíîì, ó ðåçóëüòàòi àïðîêñèìàöi¨ êâàçiñòà-
öiîíàðíîãî ðåæèìó ãðàíè÷íèé ïðîöåñ η(t) îïèíèâñÿ ó ïåðåõiäíîìó ðåæèìi.

Ó íàøîìó âèïàäêó êîìïîíåíòè ìàòðèöi ìàðøðóòèçàöi¨ íå çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà
ñåði¨ n. ßêùî çíÿòè öå îáìåæåííÿ i ïîêëàñòè

P = Pn = P0 + n−1Bo + (n−1),

äå P0 =
∥∥δαβP (α)

∥∥r0
1
, P (α) =

∥∥p(α)
ij

∥∥
i,j∈Iα �íåðîçêëàäíi ñòîõàñòè÷íi ìàòðèöi, òî ó

ïðîöåñi àïðîêñèìàöi¨ ìîæëèâå óêðóïíåííÿ (îá'¹äíàííÿ) âóçëiâ ïî÷àòêîâî¨ ìåðåæi:
r → r0, r0 ≤ r. Âóçëè ç ïiäìíîæèíè Iα îá'¹äíóþòüñÿ â îäèí âóçîë iç íîìåðîì α.
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MULTI-CHANNEL NETWORKS WITH INTERDEPENDENT INPUT
FLOWS IN HEAVY TRAFFIC

E. A. LEBEDEV, A. A. CHECHELNITSKYI, H. V. LIVINSKA

Abstract. A service process in multi-channel stochastic networks with interdependent input flows are
considered. The models can be used in computing and communication networks, in medicine and in high

energy physics. In heavy traffic conditions functional limit theorems of diffusion approximation types

are proved. Local characteristics of the diffusion are represented via network parameters.

ÌÍÎÃÎÊÀÍÀËÜÍÛÅ ÑÅÒÈ Ñ ÂÇÀÈÌÎÇÀÂÈÑÈÌÛÌÈ ÂÕÎÄÍÛÌÈ

ÏÎÒÎÊÀÌÈ Â ÏÅÐÅÃÐÓÆÅÍÍÎÌ ÐÅÆÈÌÅ

Å. À. ËÅÁÅÄÅÂ, À. À. ×Å×ÅËÜÍÈÖÊÈÉ, À. Â. ËÈÂÈÍÑÊÀß

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ â ìíîãîêàíàëüíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñåòÿõ ñ
âçàèìîçàâèñèìûìè âõîäíûìè ïîòîêàìè. Òàêèå ìîäåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êîìïüþòåðíûõ
ñåòÿõ è ñåòÿõ ñâÿçè, â ìåäèöèíå è ôèçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé êðèòè÷å-
ñêîé íàðóçêè äîêàçàíû òåîðåìû òèïà äèôôóçèîííîé àïïðîêñèìàöèè. Ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè
äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà âûïèñàíû ÷åðåç ïàðàìåòðû ñåòè.


