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Àíîòàöiÿ. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî äðîáîâèé ïðîöåñ Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîññà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñòîõà-
ñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (ÑÄÐ) dXt = aXt dt+σ

√
Xt dBH

t , ÿêå êåðó¹òüñÿ äðîáîâèì áðîó-

íiâñüêèì ðóõîì ç iíäåêñîì Õþðñòà, ùî ïåðåâèùó¹ 2
3
, à iíòåãðàë

∫ t
0

√
Xs dBH

s âèçíà÷åíî ÿê ïîòðà-
¹êòîðíèé, ùî äîðiâíþ¹ ãðàíèöi iíòåãðàëüíèõ ñóì Ðiìàíà �Ñòiëòü¹ñà. Âñòàíîâëåíî, ùî äî ìîìåí-
òó ïåðøîãî ïîïàäàííÿ â íóëü ïðîöåñ Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîññà ¹ êâàäðàòîì äðîáîâîãî ïðîöåñó
Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà. Áàçóþ÷èñü íà öüîìó, ìè ðîçãëÿäà¹ìî êâàäðàò äðîáîâîãî ïðîöåñó Îðí-
øòåéíà �Óëåíáåêà ç áóäü-ÿêèì iíäåêñîì Õþðñòà i äîâîäèìî, ùî äî ïåðøîãî ìîìåíòó ïîïàäàííÿ
â íóëü âií çàäîâîëüíÿ¹ ÑÄÐ âêàçàíîãî âèãëÿäó, ÿêùî iíòåãðàë

∫ t
0

√
Xs dBH

s âèçíà÷åíî ÿê ïîòðà-
¹êòîðíèé iíòåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à. Ïðèðîäíèì òîäi ¹ ïèòàííÿ ïðî ìîìåíò ïåðøîãî ïîïàäàííÿ â
íóëü äðîáîâîãî ïðîöåñó Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîññà, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ïåðøèì ìîìåíòîì ïîïàäàííÿ
â íóëü äðîáîâîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà. Îñêiëüêè îñòàííié ¹ ãàóññîâèì ïðîöåñîì, òî ç
âèêîðèñòàííÿì îöiíîê äëÿ ðîçïîäiëiâ ãàóññîâîãî ïðîöåñó äîâåäåíî, ùî ïðè a < 0 éìîâiðíiñòü
ïîïàäàííÿ â íóëü çà ñêií÷åííèé ÷àñ äîðiâíþ¹ 1, à ïðè a > 0 âîíà äîäàòíà, àëå ìåíøå 1. Íàâåäåíî
âåðõíþ îöiíêó äëÿ öi¹¨ éìîâiðíîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Äðîáîâèé ïðîöåñ Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîññà, ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëü-
íå ðiâíÿííÿ, äðîáîâèé ïðîöåñ Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà, iíòåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. Primary 60G22; Secondary 60G15; 60H10.

1. Âñòóï

Ñòàíäàðòíèé äèôóçiéíèé ïðîöåñ Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîññà (ÊIÐ) áóëî ââåäåíî â
ðîçãëÿä òà âèâ÷åíî â ñòàòòÿõ [5�7] iç ìåòîþ êðàùîãî ìîäåëþâàííÿ âiäñîòêîâèõ ñòà-
âîê òà ÿê óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi Âàñi÷åêà. Ïðîöåñ ÊIÐ� öå îäíîôàêòîðíà ìîäåëü, ùî
ìiñòèòü ¹äèíå äæåðåëî âèïàäêîâîñòi. Ó öié ìîäåëi ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìèòò¹âå çíà-
÷åííÿ âiäñîòêîâî¨ ñòàâêè rt ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

drt = a(b− rt) dt + σ
√
rt dWt, t ≥ 0,

äå a, b,σ ∈ R+, W = {Wt, t ≥ 0}� âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ, r|t=0 = r0 > 0. Ïàðàìåòð a
íàçèâàþòü òàêèì, ùî âiäïîâiäà¹ øâèäêîñòi ¾óçãîäæåííÿ¿, òîáòî çáiæíîñòi äî ñåðå-
äíüîãî, b ¹ ¾ñåðåäíiì¿, à σ� âîëàòèëüíiñòþ. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2ab ≥ σ2, òî
ïðîöåñ ç iìîâiðíiñòþ 1 íàáóâà¹ ëèøå äîäàòíèõ çíà÷åíü i íå ïîòðàïëÿ¹ â íóëü. Íà âiä-
ìiíó âiä ìîäåëi Âàñi÷åêà, äå ñòàíäàðòíå âiäõèëåííÿ ¹ ñòàëèì, ñòàíäàðòíå âiäõèëåííÿ
â ìîäåëi ÊIÐ äîðiâíþ¹ σ

√
rt, òîáòî çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ ïðîöåñó.

Ïðîöåñ ÊIÐ ¹ åðãîäè÷íèì i ìà¹ ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië. Ðîçïîäië éîãî ìàéáóòíiõ
çíà÷åíü rt+T , çà óìîâè, ùî âiäîìå rt, ¹ íåöåíòðàëüíèì õi-êâàäðàò-ðîçïîäiëîì, à ðîç-
ïîäië ãðàíè÷íî¨ âåëè÷èíè r∞ ¹ ãàììà-ðîçïîäiëîì. Ïðîöåñ ÊIÐ øèðîêî âèêîðèñòîâó¹-
òüñÿ òàêîæ ïðè ìîäåëþâàííi ñòîõàñòè÷íî¨ âîëàòèëüíîñòi â ìîäåëi Õåñòîíà. Îáøèðíà
áiáëiîãðàôiÿ ç öüîãî ïèòàííÿ ìiñòèòüñÿ, íàïðèêëàä, ó ñòàòòÿõ [11, 12].

Ïîðó÷ çi ñêàçàíèì âèùå âiäçíà÷èìî, ùî â ðåàëüíîñòi áàãàòî ôiíàíñîâèõ ìîäåëåé
äåìîíñòðóþòü òàê çâàíèé ôåíîìåí ïàì'ÿòi, òîáòî çìiíè öií íà ðèíêó íå ìîæóòü áóòè
îõàðàêòåðèçîâàíi òiëüêè âèïàäêîâiñòþ, çãåíåðîâàíîþ âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì. Îïèñ
ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ iç ïàì'ÿòòþ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [1, 3, 9, 23]. Ïðè-
÷îìó, ÿêùî äî íåäàâíüîãî ÷àñó ââàæàëîñÿ, ùî íàéêðàùîþ ìîäåëëþ äëÿ âiäñîòêîâèõ
ñòàâîê i ñòîõàñòè÷íî¨ âîëàòèëüíîñòi ¹ òàêi, ùî ìiñòÿòü äðîáîâèé áðîóíiâñüêèé ðóõ
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(ÄÁÐ) iç ïîêàçíèêîì Õþðñòà H > 1
2 , òî â íåäàâíiõ äîñëiäæåííÿõ ðèíêiâ (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [2]) âiäçíà÷åíî, ùî âîëàòèëüíiñòü ìîæå áóòè íàñòiëüêè íåðåãóëÿðíîþ, ùî
iíäåêñ Õþðñòà îöiíþ¹òüñÿ âåëè÷èíîþ 0.1. Îòæå, äëÿ ìîäåëþâàííÿ âiäïîâiäíèõ âiä-
ñîòêîâèõ ñòàâîê àáî ñòîõàñòè÷íî¨ âîëàòèëüíîñòi äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè äðîáîâèé
ïðîöåñ Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà àáî, ùîá çáåðiãàòè íåâiä'¹ìíiñòü âèïàäêîâîãî ïðîöåñó,
çàïðîâàäèòè äðîáîâèé ïðîöåñ Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîññà. Ïðè öüîìó, ÿêùî äðîáîâèé
ïðîöåñ Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà ¹ ãàóññîâèì i çà éîãî âèêîðèñòàííÿ íå âèíèêà¹ ïðî-
áëåì çi ñòîõàñòè÷íèì iíòåãðóâàííÿì (âëàñòèâîñòi äðîáîâîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà �
Óëåíáåêà îïèñàíî â [4]), òî ó âèïàäêó äðîáîâîãî ÊIÐ-ïðîöåñó iñíó¹ äåêiëüêà ðiçíèõ
ïiäõîäiâ äî îçíà÷åííÿ. Òàê, ïiäõiä, çà ÿêîãî iíòåãðàë ïî äðîáîâîìó áðîóíiâñüêîìó
ðóõó ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïîòðà¹êòîðíèé, áóëî ðîçãëÿíóòî ïðè H > 2/3 ó [18], à òàê çâà-
íèé ¾ãðóáèé¿, àáî ¾øîðñòêèé¿, ïiäõiä (rough-path approach) çàïðîâàäæåíî â [17].
Ùå îäèí ñïîñiá ñïèðà¹òüñÿ íà òå, ùî ñòàíäàðòíèé ïðîöåñ Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîññà
íàëåæèòü äî êëàñó äèôóçié Ïiðñîíà, à òîìó äðîáîâèé ÊIÐ-ïðîöåñ ìîæíà îçíà÷èòè
ÿê ÊIÐ-ïðîöåñ çi çìiíåíèì ÷àñîì ç îáåðíåíèì ñòiéêèì ñóáîðäèíàòîðîì [15, 16].

Ó öié ñòàòòi ñïî÷àòêó ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÑÄÐ âèãëÿäó

dXt = aXt dt + σ
√

Xt dB
H
t , t ≥ 0, (1)

äå X|t=0 = x0 > 0, a ∈ R, σ > 0, BH = {BH
t , t ≥ 0}�ÄÁÐ ç iíäåêñîì Õþð-

ñòà H ∈ (0, 1), òîáòî öåíòðîâàíèé ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ iç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ

EBH
t BH

s = 1
2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
. Ïðè öüîìó ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî H ∈ (2/3, 1),

òîìó ùî òîäi iíòåãðàë
∫ t

0

√
Xs dB

H
s âèçíà÷åíèé ÿê ïîòðà¹êòîðíèé iíòåãðàë, ùî ¹

ãðàíèöåþ iíòåãðàëüíèõ ñóì Ðiìàíà �Ñòiëòü¹ñà. Äîâåäåíî, ùî ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ (1) äî ìîìåíòó ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â íóëü ¹ êâàäðàòîì äðîáîâîãî ïðîöåñó
Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà. Çðîçóìiëî, ùî, â ñèëó ¹äíîñòi ðîçâ'ÿçêó, ïiñëÿ ïåðøîãî ïî-
òðàïëÿííÿ â íóëü ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) çàëèøà¹òüñÿ â íóëi. Ïiñëÿ öüîãî ìè ðîç-
ãëÿäà¹ìî êâàäðàò äðîáîâîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà ç äîâiëüíèì iíäåêñîì
Õþðñòà H ∈ (0, 1) òà äîâîäèìî, ùî äî ìîìåíòó ïîòðàïëÿííÿ â íóëü öåé êâàäðàò
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1), ÿêùî ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë ðîçóìiòè ÿê ïîòðà¹êòîðíèé
iíòåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à. Ïðèðîäíèì ÷èíîì ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî ñêií÷åííiñòü ìîìåíòó
ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â íóëü äðîáîâîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà. Äîâåäåíî,
ùî ïðè a < 0 éìîâiðíiñòü ñêií÷åííîñòi öüîãî ìîìåíòó äîðiâíþ¹ 1, à ïðè a > 0 âîíà
ìiñòèòüñÿ ìiæ 0 òà 1, ïðè öüîìó íàâåäåíî âåðõíþ îöiíêó äëÿ öi¹¨ éìîâiðíîñòi, à ÿê
äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò âèêîðèñòàíî âèãëÿä êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ äðîáîâîãî ïðîöåñó
Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà.

Ñòàòòÿ ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó. Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ (1) äëÿ âèïàäêó
H ∈ (2/3, 1) iç ïîòðà¹êòîðíèì iíòåãðàëîì Ðiìàíà �Ñòiëòü¹ñà âiäíîñíî ÄÁÐ òà ïîêà-
çàíî, ùî éîãî ðîçâ'ÿçîê äî ìîìåíòó ïåðøîãî âiäâiäóâàííÿ íóëÿ ¹ êâàäðàòîì äðîáî-
âîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà. Ó ðîçäiëi 3 ââåäåíî äðîáîâèé ïðîöåñ Êîêñà �
Iíãåðñîëëà �Ðîññà äëÿ âñiõ H ∈ (0, 1) ÿê êâàäðàò âiäïîâiäíîãî ïðîöåñó Îðíøòåé-
íà �Óëåíáåêà òà ïîêàçàíî, ùî îçíà÷åíèé òàêèì ÷èíîì ïðîöåñ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
(1) iç ïîòðà¹êòîðíèì iíòåãðàëîì Ñòðàòîíîâè÷à. Ðîçäië 4 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ
éìîâiðíîñòi ïîòðàïëÿííÿ îïèñàíîãî ïðîöåñó â íóëü çà ñêií÷åííèé ÷àñ. Ðîçäië 5 ìi-
ñòèòü äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò �ôîðìóëó äëÿ êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ äðîáîâîãî ïðî-
öåñó Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà.

2. Äðîáîâèé ïðîöåñ Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîññà ïðè H ∈ (2/3, 1)

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

dXt = ãXt dt + σ̃
√

Xt dB
H
t , t ≥ 0, (2)

äå X|t=0 = x0 > 0, ã ∈ R, σ̃ > 0.
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Çãiäíî ç òåîðåìîþ 6 çi ñòàòòi [18], çà óìîâè H > 2/3 ðiâíÿííÿ (2) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê äî ìîìåíòó ïåðøîãî âiäâiäóâàííÿ íóëÿ, ïðè÷îìó iíòåãðàë
∫ t

0

√
Xs dB

H
s

iñíó¹ ÿê ïîòðà¹êòîðíèé iíòåãðàë, ùî ¹ ãðàíèöåþ ñóì Ðiìàíà �Ñòiëòü¹ñà. Åìïiðè÷íî
öå ìîæíà ïîÿñíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì: iíòåãðàë âiäíîñíî ÄÁÐ (ùîäî óìîâ iñíóâàííÿ i
âëàñòèâîñòåé òàêèõ iíòåãðàëiâ äèâ., íàïðèêëàä, [24]) iñíó¹ ÿê ïîòðà¹êòîðíà ãðàíèöÿ
ñóì Ðiìàíà �Ñòiëòü¹ñà, ÿêùî ñóìà ïîêàçíèêiâ Ãåëüäåðà ôóíêöi¨, ùî iíòåãðó¹òüñÿ,
òà ôóíêöi¨, âiäíîñíî ÿêî¨ ïðîâîäèòüñÿ iíòåãðóâàííÿ, ïåðåâèùó¹ 1. Ç iíøîãî áîêó,
çà óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó, âií ¹ ãåëüäåðîâèì äî ïîðÿäêó H (äèâ., íàïðèêëàä,
[10]), à çíà÷èòü, ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ

√
Xt áóäå ãåëüäåðîâîþ äî ïîðÿäêó H/2.

Òàêèì ÷èíîì, óìîâîþ iñíóâàííÿ ïîòðà¹êòîðíîãî iíòåãðàëà âiäíîñíî ÄÁÐ, i òîãî,
ùî iíòåãðàë áóäå ãðàíèöåþ ñóì Ðiìàíà �Ñòiëòü¹ñà, ¹ íåðiâíiñòü H/2 + H > 1 àáî
H > 2/3. Ó öüîìó âèïàäêó, ïîâòîðèìî, ðiâíÿííÿ (2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òðà¹êòîði¨
ÿêîãî ñòðîãî äîäàòíi äî ìîìåíòó ïåðøîãî âiäâiäóâàííÿ íóëÿ.

Ïîçíà÷èìî τ0 := inf{t > 0 : Xt = 0} i ðîçãëÿíåìî òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó {Xt, t ≥ 0} íà
iíòåðâàëi [0, τ0). Ïiñëÿ çàìiíè Yt =

√
Xt ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Iòî äëÿ iíòåãðàëiâ

ïî ÄÁÐ ([19]) îòðèìà¹ìî

dYt =
dXt

2
√
Xt

=
ãXt dt

2
√
Xt

+
σ̃

2
dBH

t .

Ïîçíà÷èâøè a = ã/2, σ = σ̃/2, ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ

dYt = a Yt dt + σ dBH
t (3)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ Y0 =
√
X0. Òàêèì ÷èíîì, äî ìîìåíòó ïåðøîãî âiäâiäóâàííÿ

íóëÿ ðîçâ'ÿçîê {Xt, t ∈ [0, τ0)} ðiâíÿííÿ (2) ¹ êâàäðàòîì äðîáîâîãî ïðîöåñó Îðí-
øòåéíà �Óëåíáåêà {Yt, t ≥ 0}, ââåäåíîãî â [4].

3. Óçàãàëüíåííÿ äðîáîâîãî ïðîöåñó Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîññà íà

âèïàäîê H ∈ (0, 1)

Âiçüìåìî äî óâàãè âèñíîâêè ðîçäiëó 2 i âèçíà÷èìî äðîáîâèé ïðîöåñ Êîêñà � Ií-
ãåðñîëëà �Ðîññà äëÿ âñiõ iíäåêñiâ Õþðñòà H ∈ (0, 1).

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé H ∈ (0, 1)�äîâiëüíå, {Yt, t ≥ 0}�äðîáîâèé ïðîöåñ Îðí-
øòåéíà �Óëåíáåêà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3), τ�ìîìåíò ïåðøîãî âiäâi-
äóâàííÿ íèì íóëÿ. Òîäi äðîáîâèì ïðîöåñîì Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîññà íàçèâàòèìåìî
ïðîöåñ {Xt, t ≥ 0} òàêèé, ùî äëÿ âñiõ t ≥ 0

Xt(ω) = Y 2
t (ω)1{t<τ(ω)}. (4)

Çàóâàæèìî, ùî îçíà÷åíèé òàêèì ÷èíîì ïðîöåñ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (2),

ÿêùî ðîçãëÿäàòè iíòåãðàë
∫ t

0

√
Xs dB

H
s ÿê ïîòðà¹êòîðíèé iíòåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à.

Íàâåäåìî âiäïîâiäíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Íåõàé {Xt, t ≥ 0}, {Yt, t ≥ 0} � âèïàäêîâi ïðîöåñè. Ïîòðà¹êòîð-

íèì iíòåãðàëîì Ñòðàòîíîâè÷à
∫T

0 Xs ◦ dYs ïî âiäðiçêó [0, T ] íàçèâà¹òüñÿ ïîòðà¹-
êòîðíà ãðàíèöÿ ñóì âèãëÿäó

n∑

k=1

Xtk + Xtk−1

2

(
Ytk − Ytk−1

)
,

êîëè äiàìåòð ðîçáèòòÿ 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn−1 < tn = T ïðÿìó¹ äî íóëÿ, çà
óìîâè, ùî òàêà ãðàíèöÿ iñíó¹.
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Äiéñíî, íåõàé {Yt, t ≥ 0} � äðîáîâèé ïðîöåñ Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà, ÿêèé ïî÷è-
íà¹òüñÿ â òî÷öi

√
X0, τ = inf{s > 0 : Ys = 0}, i ïðè äåÿêîìó ω ∈ Ω ðîçãëÿäà¹òüñÿ

òàêà òî÷êà t, ùî t < τ(ω). Òîäi, çà îçíà÷åííÿì 3.1,

Xt = Y 2
t =

(√
X0 + a

∫ t

0

Ys ds + σBH
t

)2

. (5)

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó [0, t]:

0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn−1 < tn = t.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (5), ìà¹ìî

Xt =

n∑

k=1

(
Xtk −Xtk−1

)
+ X0 =

=

n∑

k=1

([√
X0 + a

∫ tk
0

Ys ds + σBH
tk

]2

−
[√

X0 + a

∫ tk−1

0

Ys ds + σBH
tk−1

]2
)

+ X0 =

=

n∑

k=1

(
2
√

X0 + a

(∫ tk
0

Ys ds +

∫ tk−1

0

Ys ds

)
+ σ

(
BH

tk
+ BH

tk−1

))
×

×
(
a

∫ tk
tk−1

Ys ds + σ
(
BH

tk
−BH

tk−1

))
+ X0.

Ðîçêðèâàþ÷è äóæêè â îñòàííüîìó âèðàçi, îòðèìó¹ìî

Xt = 2a
√
X0

n∑

k=1

∫ tk
tk−1

Ys ds + a2
n∑

k=1

(∫ tk
0

Ys ds +

∫ tk−1

0

Ys ds

) ∫ tk
tk−1

Ys ds +

+ aσ

n∑

k=1

(
BH

tk
+ BH

tk−1

) ∫ tk
tk−1

Ys ds + 2σ
√
X0

n∑

k=1

(
BH

tk
−BH

tk−1

)
+

+ aσ
n∑

k=1

(∫ tk
0

Ys ds +

∫ tk−1

0

Ys ds

)(
BH

tk
−BH

tk−1

)
+

+ σ2
n∑

k=1

(
BH

tk
+ BH

tk−1

)(
BH

tk
−BH

tk−1

)
. (6)

Ñïðÿìó¹ìî äiàìåòð ðîçáèòòÿ ∆t äî íóëÿ. Ïðè öüîìó ïåðøi òðè äîäàíêè

2a
√

X0

n∑

k=1

∫ tk
tk−1

Ys ds + a2
n∑

k=1

(∫ tk
0

Ysds +

∫ tk−1

0

Ys ds

) ∫ tk
tk−1

Ys ds +

+ aσ
n∑

k=1

(
BH

tk
+ BH

tk−1

) ∫ tk
tk−1

Ys ds→

→ 2a
√

X0

∫ t

0

Ys ds + 2a2
∫ t

0

Ys

∫ s

0

Yu du ds + 2aσ

∫ t

0

BH
s Ys ds =

= 2a

∫ t

0

Ys

(√
X0 + a

∫ s

0

Yu du + σBH
s

)
ds = 2a

∫ t

0

Y 2
s ds =

= 2a

∫ t

0

Xs ds = ã

∫ t

0

Xs ds, ∆t→ 0, (7)
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à îñòàííi òðè äîäàíêè

2σ
√

X0

n∑

k=1

(
BH

tk
−BH

tk−1

)
+ aσ

n∑

k=1

(∫ tk
0

Ysds +

∫ tk−1

0

Ysds

)(
BH

tk
−BH

tk−1

)
+

+ σ2
n∑

k=1

(
BH

tk
+ BH

tk−1

)(
BH

tk
−BH

tk−1

)
→

→ 2σ

∫ t

0

(√
X0 + a

∫ s

0

Yudu + σBH
s

)
◦ dBH

s = σ̃

∫ t

0

√
Xs ◦ dBH

s , ∆t→ 0. (8)

Òàêèì ÷èíîì, óâåäåíèé îçíà÷åííÿì 3.1 äðîáîâèé ïðîöåñ Êîêñà � Iíãåðñîëëà �Ðîñ-
ñà çàäîâîëüíÿ¹ ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

Xt = X0 + ã

∫ t

0

Xsds + σ̃

∫ t

0

√
Xs ◦ dBH

s , (9)

äå
∫ t

0

√
Xs ◦ dBH

s �ïîòðà¹êòîðíèé iíòåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à.
Çðîáèìî äåêiëüêà çàóâàæåíü ùîäî îòðèìàíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ.

Çàóâàæåííÿ 3.3. Ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ó (8) êîðåêòíèé, îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi
(6) íå çàëåæèòü âiä ðîçáèòòÿ, à ãðàíèöÿ ó (7) iñíó¹ â ñåíñi ïîòðà¹êòîðíîãî iíòåãðàëà
Ëåáåãà, à òîìó âiäïîâiäíèé ïîòðà¹êòîðíèé iíòåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à òåæ iñíó¹.

Çàóâàæåííÿ 3.4. Ó âèïàäêó H > 2/3 ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9) çáiãà¹òüñÿ iç ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (2), îñêiëüêè çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíi ïîòðà¹êòîðíèé iíòåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à
òà ïîòðà¹êòîðíèé iíòåãðàë, ùî ¹ ãðàíèöåþ ñóì Ðiìàíà �Ñòiëòü¹ñà.

4. Iìîâiðíiñòü ïîòðàïëÿííÿ â íóëü äðîáîâîãî ïðîöåñó

Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà

Äîñëiäèìî éìîâiðíiñòü ñêií÷åííîñòi âèïàäêîâîãî ìîìåíòó τ ïåðøîãî âiäâiäóâàííÿ
íóëÿ äðîáîâèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà, ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3).
Çãiäíî ç [4], öåé ðîçâ'ÿçîê çàïèñó¹òüñÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi ÿê

Yt = eat
(
Y0 + σ

∫ t

0

e−as dBH
s

)
, (10)

äå iíòåãðàë ïî ÄÁÐ ¹ ãðàíèöåþ iíòåãðàëüíèõ ñóì Ðiìàíà �Ñòiëòü¹ñà òà ìîæå áóòè
âèçíà÷åíèé çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè:

Jt :=

∫ t

0

e−as dBH
s := e−atBH

t + a

∫ t

0

e−asBH
s ds. (11)

Iç ôîðìóëè (10) áà÷èìî, ùî ìîìåíò ïåðøîãî âiäâiäóâàííÿ íóëÿ ïðîöåñîì Yt çáiãà¹-
òüñÿ ç ìîìåíòîì ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ −Y0/σ iíòåãðàëîì (11). Çàóâàæèìî, ùî
öåé iíòåãðàë ¹ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç íóëüîâèì ñåðåä-
íiì. Òîìó iç ñèìåòðè÷íîñòi íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ìà¹ìî, ùî éìîâiðíiñòü äîñÿãíåí-
íÿ iíòåãðàëîì (11) âiä'¹ìíîãî ðiâíÿ −Y0/σ çáiãà¹òüñÿ ç iìîâiðíiñòþ äîñÿãíåííÿ íèì
äîäàòíîãî ðiâíÿ Y0/σ. Òàêèì ÷èíîì, ïîñòà¹ çàäà÷à äîñëiäæåííÿ éìîâiðíîñòi äîñÿ-
ãíåííÿ iíòåãðàëîì Jt ðiâíÿ x > 0 çà ñêií÷åííèé ÷àñ. Ïðèðîäíî, ùî ïîâåäiíêà öüîãî
iíòåãðàëà iñòîòíî çàëåæèòü âiä çíàêó ïàðàìåòðà a ∈ R.

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
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Âèïàäîê a ≤ 0.

Òâåðäæåííÿ 4.1. ßêùî a < 0, òîäi

P

(
lim sup
t→∞

Jt = +∞
)

= 1.

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî [4], ùî äëÿ a < 0 ïðîöåñ

Gt = eat
∫ t

−∞
e−as dBH

s

¹ ãàóññîâèì, ñòàöiîíàðíèì òà åðãîäè÷íèì. Çà åðãîäè÷íîþ òåîðåìîþ, äëÿ äîâiëüíîãî
x ∈ R,

1

n

n∑

k=1

1{Gk>x} → E1{G0>x} = P(G0 > x) > 0 ì. í., n→∞.

Òàêèì ÷èíîì,
∞∑

k=1

1{Gk>x} = +∞ ì. í.

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîäiÿ {Gk > x} òðàïëÿ¹òüñÿ íåñêií÷åííî ÷àñòî. Çâiäñè

lim sup
t→∞

Gt = +∞ ì. í.

Òîäi

lim sup
t→∞

Jt = lim sup
t→∞

(
e−atGt −G0

)
= +∞ ì. í. �

Çàóâàæåííÿ 4.2. Tâåðäæåííÿ 4.1 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì i ó âèïàäêó a = 0, êî-
ëè Jt = BH

t . Áiëüø äåòàëüíi ðåçóëüòàòè ùîäî àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñóïðåìóìà
òà éìîâiðíîñòåé äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ äëÿ ÄÁÐ ìîæóòü áóòè çíàéäåíi, íàïðèêëàä, ó
ðîáîòàõ [8, 14, 20, 21].

Âèïàäîê a > 0. Çà íàñëiäêîì 5.6 ðîçäiëó 5,

V 2
t := Var Jt = H

∫ t

0

z2H−1
(
e−2at+az + e−az

)
dz.

Ïîõiäíà V 2
t ðiâíà

d

dt
V 2
t = 2H

(
t2H−1e−at − ae−2at

∫ t

0

z2H−1eaz dz

)
.

Îñêiëüêè äðóãèé äîäàíîê ó äóæêàõ åêñïîíåíöiéíî ìåíøèé çà ïåðøèé, iñíó¹ t(a)
òàêå, ùî ïîõiäíà ¹ äîäàòíîþ äëÿ âñiõ t ≥ t(a). Ïîìiòèìî, ùî

lim
t→∞

V 2
t = H

∫ ∞

0

z2H−1e−azdz =
HΓ(2H)

a2H
.

Ðîçãëÿíåìî ãàóññîâèé ïðîöåñ

Zt = Jt/(1−t), t ∈ [0, 1],

âèçíà÷èâøè Z1 = J∞. Ìà¹ìî äëÿ ïîõiäíî¨ éîãî äèñïåðñi¨ v2
t ,

d

dt
v2
t =

d

ds
V 2
s

∣∣∣∣
s=t/(1−t)

(
t

1− t

)′
=

= 2H

(
t/(1− t)

)2H−1
e−at/(1−t) − ae−2at/(1−t) ∫ t/(1−t)

0 z2H−1eaz dz

(1− t)2
. (12)
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Âîíà iñíó¹ òà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t→ 1. ×åðåç åêñïîíåíöiéíiñòü ìíîæíèêiâ ìîæíà
çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äðóãà ïîõiäíà òåæ ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t→ 1. Òåïåð âèêîðèñòà-
¹ìî âèãëÿä êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ ç íàñëiäêó 5.6 (äàëi âñþäè s < t). Ïiñëÿ ñïðîùåííÿ
ìà¹ìî

E(Jt − Js)
2 = V 2

t + V 2
s − 2 Cov(Js, Jt) =

= He−2at
∫ t

0

z2H−1e−azdz + H

∫ t

0

z2H−1e−azdz + He−2as
∫ s

0

z2H−1eazdz +

+ H

∫ s

0

z2H−1e−azdz + He−2as
∫ t−s

0

z2H−1e−azdz −

−He−2at
∫ t

t−s
z2H−1eazdz + H

∫ t

s

z2H−1e−azdz −

−He−2as
∫ s

0

z2H−1eazdz − 2H

∫ t

0

z2H−1e−azdz =

= He−2at
∫ t−s

0

z2H−1eazdz + He−2as
∫ t−s

0

z2H−1e−azdz.

Äëÿ Zt

E(Zt − Zs)
2 = He−2at/(1−t)

∫ (t−s)/(1−t)(1−s)

0

z2H−1eaz dz +

+ He−2as/(1−s)
∫ (t−s)/(1−t)(1−s)

0

z2H−1e−az dz.

Äàëi, äëÿ êîæíîãî s ∈ [0, 1)

t− s

(1− t)(1− s)
=

t− s

(1− s)2
+

(t− s)2

(1− t)(1− s)
;

e−2at/(1−t) = e−2as/(1−s)e−2a(t−s)/(1−t)(1−s) =

= e−2as/(1−s)

(
1 +
−2a(t− s)

(1− s)2
+
−4a(t− s)2

(1− s)2
+

O
(
(t− s)3

)

(1− s)2

)

ïðè t ↓ s. Áiëüøå òîãî,
∫ (t−s)/(1−t)(1−s)

0

z2H−1e±azdz =
1

2H

(t− s)2H + O
(
(t− s)2H+1

)

(1− s)2H

ïðè t ↓ s. Çâiäñè

E(Zt − Zs)
2 = He−2as/(1−s)

(
(t− s)2H

H(1− s)2H
+

O
(
(t− s)2H+1

)

(1− s)2H

)
(13)

ïðè t ↓ s. Òàêèì ñïîñîáîì ìîæíà îòðèìàòè, ùî äëÿ s ∈ [0, 1]

lim sup
t−s↓0

E(Zt − Zs)
2

(t− s)2H
≤ H max

s∈[0,1]
(1− s)−2e−2as/(1−s). (14)

Iç (12) òà (14) âèïëèâà¹, ùî

P

(
sup
t≥0

Jt <∞
)

= P

(
max
t∈[0,1]

Zt <∞
)

= 1. (15)

Íàðåøòi ç òåîðåìè D.4 [22] ðàçîì iç (12) òà (14) îäåðæó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.



164 Þ. Ñ. ÌIØÓÐÀ, Â. I. ÏIÒÅÐÁÀÐÃ, Ê. Â. ÐÀËÜ×ÅÍÊÎ, À. Þ. ÞÐ×ÅÍÊÎ-ÒÈÒÀÐÅÍÊÎ

Òâåðäæåííÿ 4.3. Iñíó¹ ñòàëà C òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x > 0

P

(
sup
t≥0

Jt ≥ x

)
= P

(
max
t∈[0,1]

Zt ≥ x

)
≤ Cx

1
H−1 exp

(
− x2

2v2

)
, (16)

äå v2 = supt≥0 V
2
t = maxt∈[0,1] v

2
t <∞.

Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè vt äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà, òî âèêîðèñòîâóþ÷è (14), îäåðæó-
¹ìî, ùî äëÿ äåÿêîãî c > 0 òà âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ t− s

Cov(Zs/vs, Zt/vt) ≥ 1− c|t− s|2H .

Òåïåð ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó Ñëåïÿíà (äèâ., íàïðèêëàä, [22]) äëÿ îáìåæåííÿ
éìîâiðíîñòi (16) çâåðõó âiäïîâiäíîþ éìîâiðíiñòþ äëÿ ïðîöåñó vtUt, äå Ut � ñòàöiî-
íàðíèé ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ iç íóëüîâèì ñåðåäíiì, êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ ÿêîãî ïîâî-
äèòü ñåáå â íóëi ÿê 1− |t|2H + o(|t|2H). Òîäi çà òåîðåìîþ D.4 iç [22] ìà¹ìî òàêå.

Òâåðäæåííÿ 4.4. Iñíó¹ ñòàëà C1 òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x > 0

P

(
sup
t≥0

Jt ≥ x

)
≤ C1x

1
H−2 exp

(
− x2

2v2

)
.

Çàóâàæåííÿ 4.5. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî maxt∈[0,1] v
2
t = v2

1 = V 2
∞ = HΓ(2H)

a2H .
Äiéñíî, iç (12) âèïëèâà¹, ùî òî÷êà t = 1 ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó. Ïðè t = 0
ìà¹ìî, ùî v2

0 = V 2
0 = 0. Òîìó äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ v2

t íå ìà¹ ëîêàëüíèõ
åêñòðåìóìiâ ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ ïðîìiæêó [0, 1]. ßêáè òàêi òî÷êè iñíóâàëè, òî çãiäíî
ç (12), âîíè á ìàëè çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ

(
t

1− t

)2H−1

e−at/(1−t) − ae−2at/(1−t)
∫ t/(1−t)

0

z2H−1eaz dz = 0, t ∈ (0, 1).

Ïîçíà÷èìî s = t
1−t , òîäi öå ðiâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó

e−2as

(
s2H−1eas − a

∫ s

0

z2H−1eaz dz

)
= 0, s > 0. (17)

Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó ôóíêöi¨

h(s) = s2H−1eas − a

∫ s

0

z2H−1eaz dz

ïðè s > 0. Ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî ïðè H = 1/2 ôóíêöiÿ h(s) ≡ 1, à îòæå, ðiâíÿííÿ
(17) íå ìà¹ êîðåíiâ. Ó âèïàäêó H 6= 1/2 çíàéäåìî ïîõiäíó:

d

dt
h(t) = (2H − 1)s2H−2eas.

ßêùî H < 1/2, òî ôóíêöiÿ h ñòðîãî ñïàäà¹, à îòæå (îñêiëüêè a > 0) ëiâà ÷àñòèíà
(17) òåæ ñòðîãî ñïàäà¹ i ïðÿìó¹ äî 0 ïðè s→∞, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ (17)
íå ìà¹ êîðåíiâ íà (0,+∞). ßêùî H > 1/2, òî h ñòðîãî çðîñòà¹, ïðè÷îìó h(0) = 0,
îòæå, h(s) > 0 ïðè s > 0, i ðiâíÿííÿ (17) òåæ íå ìà¹ êîðåíiâ íà (0,+∞).

Çàóâàæåííÿ 4.6. Äëÿ 1 > t > s iç (13), (14) âèïëèâà¹, ùî E(Zt−Zs)
2 åêñïîíåíöiéíî

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè s → 1. Ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî é óñi ïîõiäíi ïî s öüîãî ìàòåìà-
òè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òàêîæ ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè s → 1. Òå ñàìå ñïðàâäæó¹òüñÿ i
äëÿ v2

s . Öå îçíà÷à¹, ùî òåîðåìó D.3 iç [22] íå ìîæíà áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè äëÿ
îäåðæàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè P(supt≥0 Zt ≥ x) ïðè x → ∞. Ïðîòå öþ àñèì-
ïòîòèêó ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ òèõ ñàìèõ ìåòîäiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ
äîâåäåííÿ çãàäàíî¨ òåîðåìè.



ÄÐÎÁÎÂÈÉ ÏÐÎÖÅÑ ÊÎÊÑÀ� IÍÃÅÐÑÎËËÀ�ÐÎÑÑÀ 165

Ïîâåðíåìîñÿ äî ïèòàííÿ ïðî ñêií÷åííiñòü ìîìåíòó τ ïåðøîãî âiäâiäóâàííÿ íóëÿ
äðîáîâèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà (3). Iç íàâåäåíèõ íà ïî÷àòêó öüîãî ðîçäi-
ëó ìiðêóâàíü, òâåðäæåíü 4.1 i 4.4, òà çàóâàæåííÿ 4.2 îäåðæó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.7. (1) ßêùî a ≤ 0, òî P(τ <∞) = 1.
(2) ßêùî a > 0, òî P(τ <∞) ∈ (0, 1), ïðè÷îìó ñïðàâåäëèâà îöiíêà

P(τ <∞) ≤ C1

(
Y0

σ

) 1
H−2

exp

(
− a2HY 2

0

σ2Γ(2H + 1)

)
,

äå C1 > 0� äåÿêà ñòàëà.

5. Äîäàòîê. Êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ äðîáîâîãî ïðîöåñó

Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà

Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà Yt, ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3) iç ïî-
÷àòêîâîþ óìîâîþ Yt = y0 ∈ R. Çãiäíî ç (10)�(11), öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

Yt = y0e
at + aσeat
∫ t

0

e−asBH
s ds + σBH

t , t ≥ 0. (18)

Òâåðäæåííÿ 5.1. . Íåõàé t ≥ s ≥ 0. Òîäi êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ äðîáîâîãî ïðîöåñó
Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà (18) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

RH(t, s) =
Hσ2

2

(
−eat−as
∫ t−s

0

e−azz2H−1dz + e−at+as
∫ t

t−s
eazz2H−1dz −

− eat+as
∫ t

s

e−azz2H−1dz + eat−as
∫ s

0

eazz2H−1dz +

+ 2eat+as
∫ t

0

e−azz2H−1dz

)
. (19)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (18) òà ôîðìóëó äëÿ êîâàðiàöi¨ ÄÁÐ, ìîæåìî çàïèñàòè

RH(t, s) = E
[(
Yt − y0e

at
)
(Ys − y0e

as)
]

=

= E

[(
aσeat
∫ t

0

e−auBH
u du + σBH

t

)(
aσeas
∫ s

0

e−avBH
v dv + σBH

s

)]
=

=
aσ2

2
eat
∫ t

0

e−au
(
u2H + s2H − |u− s|2H

)
du +

+
aσ2

2
eas
∫ s

0

e−av
(
v2H + t2H − |v − t|2H

)
dv +

σ2

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
+

+
a2σ2

2
eat+as
∫ t

0

∫ s

0

e−au−av
(
u2H + v2H − |u− v|2H

)
du dv =

σ2

2

10∑

n=1

In,

äå

I1 = aeat
∫ t

0

e−aus2Hdu, I2 = aeat
∫ t

0

e−auu2Hdu, I3 = −aeat
∫ t

0

e−au|u− s|2Hdu,

I4 = aeas
∫ s

0

e−avt2Hdv, I5 = aeas
∫ s

0

e−avv2Hdv, I6 = −aeas
∫ s

0

e−av(t− v)2Hdv,

I7 = t2H + s2H − (t− s)2H , I8 = a2eat+as
∫ t

0

e−avdv
∫ s

0

e−auu2Hdu,

I9 = a2eat+as
∫ s

0

e−audu
∫ t

0

e−avv2Hdv, I10 = −a2eat+as
∫ t

0

∫ s

0

e−au−av|u− v|2Hdudv.
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Ïåðøi äâà iíòåãðàëè äîðiâíþþòü

I1 = s2H
(
eat − 1

)
òà I2 = −eat

∫ t

0

u2Hde−au = −t2H + 2Heat
∫ t

0

e−auu2H−1du.

Çà äîïîìîãîþ çàìií çìiííèõ òà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè îäåðæó¹ìî

I3 = −aeat
∫ s

0

e−au(s− u)2Hdu− aeat
∫ t

s

e−au(u− s)2Hdu =

= −aeat−as
∫ s

0

eazz2Hdz − aeat−as
∫ t−s

0

e−azz2Hdz =

= −eat−as
(
eass2H − 2H

∫ s

0

eazz2H−1dz − e−a(t−s)(t− s)2H +

+ 2H

∫ t−s

0

e−azz2H−1dz

)
=

= −eats2H + (t− s)2H + 2Heat−as
∫ s

0

eazz2H−1dz − 2Heat−as
∫ t−s

0

e−azz2H−1dz.

Àíàëîãi÷íî äî ïåðøèõ òðüîõ iíòåãðàëiâ ïåðåòâîðþ¹ìî I4�I6:

I4 = t2H(eas − 1), I5 = −s2H + 2Heas
∫ s

0

e−avv2H−1dv,

I6 = −aeas−at
∫ t

t−s
eazz2Hdz = −eas−at

∫ t

t−s
z2Hdeaz =

= −east2H + (t− s)2H + 2Heas−at
∫ t

t−s
eazz2H−1dz.

Äàëi

I8 = eat+as
(
e−at − 1

) ∫ s

0

u2Hde−au = (1− eat)s2H − 2Heas(1− eat)

∫ s

0

e−auu2H−1du,

i àíàëîãi÷íî

I9 = (1− eas)t2H − 2Heat(1− eas)

∫ t

0

e−avv2H−1dv.

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî I10. Çîáðàçèìî éîãî ÿê ñóìó iíòåãðàëiâ:

I10 = −a2eat+as
∫ s

0

∫ v

0

e−au−av(v − u)2Hdudv − a2eat+as
∫ s

0

∫ s

v

e−au−av(u− v)2Hdudv −

− a2eat+as
∫ t

s

∫ s

0

e−au−av(v − u)2Hdudv =

= −2a2eat+as
∫ s

0

∫ v

0

e−au−av(v − u)2Hdudv −

− a2eat+as
∫ t

s

∫ s

0

e−au−av(v − u)2Hdudv =: I ′10 + I ′′10.

Çà äîïîìîãîþ çàìiíè v − u = z, çìiíè ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ
÷àñòèíàìè îäåðæó¹ìî

I ′10 = −2a2eat+as
∫ s

0

e−2av
∫ v

0

eazz2Hdzdv = −2a2eat+as
∫ s

0

eazz2H
∫ s

z

e−2avdvdz =

= −2a2eat+as
∫ s

0

eazz2H e−2as − e−2az

−2a
dz =

= aeat−as
(∫ s

0

eazz2Hdz −
∫ s

0

e−auu2Hdu

)
=
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= eats2H − 2Heat−as
∫ s

0

eazz2H−1dz + eats2H − 2Heat+as
∫ s

0

e−auu2H−1du.

Äëÿ ñïðîùåííÿ I ′′10 íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè äâà âèïàäêè.
ßêùî t > 2s, òî ðîáëÿ÷è çàìiíó v − u = z ó âíóòðiøíüîìó iíòåãðàëi, çìiíþþ÷è

ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ òà iíòåãðóþ÷è ïî v, îäåðæó¹ìî

I ′′10 = −a2eat+as
∫ t

s

∫ v

v−s
eaz−2avz2Hdzdv = −a2eat+as

(∫ s

0

∫ z+s

s

eaz−2avz2Hdvdz +

+

∫ t−s

s

∫ z+s

z

eaz−2avz2Hdvdz +

∫ t

t−s

∫ t

z

eaz−2avz2Hdvdz

)
=

= −a2eat+as

(∫ s

0

eazz2H e−2a(z+s) − e−2as

−2a
dz +

+

∫ t−s

s

eazz2H e−2a(z+s) − e−2az

−2a
dz +

∫ t

t−s
eazz2H e−2at − e−2az

−2a
dz

)
=

=
a

2
eat−as
∫ t−s

0

e−azz2Hdz − a

2
eat+as
∫ t

s

e−azz2Hdz − a

2
eat−as
∫ s

0

eazz2Hdz +

+
a

2
eas−at
∫ t

t−s
eazz2Hdz.

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè â êîæíîìó ç ÷îòèðüîõ iíòåãðàëiâ òà çâåäåííÿ ïîäiáíèõ
äîäàíêiâ ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi

I ′′10 = −Heas−at
∫ t

t−s
eazz2H−1dz + Heat−as

∫ s

0

eazz2H−1dz −Heat+as
∫ t

s

e−azz2H−1dz+

+ Heat−as
∫ t−s

0

e−azz2H−1dz − eats2H + east2H − (t− s)2H .

Ñïðàâåäëèâiñòü îñòàííüî¨ ôîðìóëè äëÿ âèïàäêó s < t < 2s ïåðåâiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi-
÷íî.

Òàêèì ÷èíîì, ïiäñóìóâàâøè âiäïîâiäíi äîäàíêè, äiñòàíåìî (19). �

Çàóâàæåííÿ 5.2. Ïðè s = t iç òâåðäæåííÿ 5.1 îäåðæó¹ìî ôîðìóëó

VarYt = Hσ2
∫ t

0

z2H−1
(
eaz + e2at−az)dz,

äîâåäåíó â [13, Lemma A.1].

Çàóâàæåííÿ 5.3. Äëÿ äîâiëüíèõ t, s ∈ R+ ìà¹ìî

RH(t, s) =
Hσ2

2

(
−ea|t−s|
∫ |t−s|

0

e−azz2H−1dz + e−a|t−s|
∫ max{t,s}

|t−s|
eazz2H−1dz−

− ea(t+s)
∫ max{t,s}

min{t,s}
e−azz2H−1dz + ea|t−s|

∫ min{t,s}

0

eazz2H−1dz +

+ 2ea(t+s)
∫ max{t,s}

0

e−azz2H−1dz

)
.
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Íàñëiäîê 5.4. Íåõàé H ∈ (0, 1
2 )∪ ( 1

2 , 1], a < 0 òà t > 0 ôiêñîâàíå. Òîäi êîâàðiàöiéíó
ôóíêöiþ äðîáîâîãî ïðîöåñó Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

RH(t + s, t) =
σ2H(2H − 1)

2(−a)2H

(
eas
∫ −as

1

eyy2H−2dy + e−as
∫ +∞

−as
e−yy2H−2dy −

− eat
[
e−a(t+s)
∫ +∞

−a(t+s)

e−yy2H−2dy + ea(t+s)
∫ −a(t+s)

1

eyy2H−2dy

])
+

+ O(eas), s→∞.

(20)

Äîâåäåííÿ. Ìîæåìî ââàæàòè s òàêèì, ùî −as > 1. Iç ôîðìóëè (19) øëÿõîì çàìiíè
y = −az îòðèìó¹ìî

RH(t + s, t) =
Hσ2

2(−a)2H

(
− eas
∫ 1

0

eyy2H−1dy − eas
∫ −as

1

eyy2H−1dy +

+ e−as
∫ −a(t+s)

−as
e−yy2H−1dy − e2at+as

∫ −a(t+s)

−at
eyy2H−1dy +

+ eas
∫ −at

0

e−yy2H−1dy + 2e2at+as
∫ 1

0

eyy2H−1dy +

+ 2e2at+as
∫ −a(t+s)

1

eyy2H−1dy

)
=

=
Hσ2

2(−a)2H

(
− eas
∫ −as

1

eyy2H−1dy + e−as
∫ −a(t+s)

−as
e−yy2H−1dy −

− e2at+as
∫ −a(t+s)

−at
eyy2H−1dy + 2e2at+as

∫ −a(t+s)

1

eyy2H−1dy

)
+ O(eas).

Çiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè òà ñïðîñòèâøè îñòàííié âèðàç, îäåðæèìî (20). �
Çàóâàæåííÿ 5.5. Íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè óçãîäæóþòüñÿ iç ðåçóëüòàòàìè, îòðèìà-
íèìè â [4]. Äiéñíî, íåõàé a < 0, H ∈ (0, 1

2 ) ∪ ( 1
2 , 1]. Ïðè äîâåäåííi [4, íàñëiäîê 2.5]

ïîêàçàíî, ùî

RH(t + s, t) = Cov(Ỹ H
t , Ỹ H

t+s)− eat Cov(Ỹ H
0 , Ỹ H

t+s) + O(eas), s→∞, (21)

äå

Ỹ H
t := σ

∫ t

−∞
ea(t−u)dBH

u ,

à ïðè äîâåäåííi [4, òåîðåìà 2.3] îòðèìàíî òàêå ïðåäñòàâëåííÿ Cov(Ỹ H
t , Ỹ H

t+s) ïðè
s→∞:

Cov(Ỹ H
t , Ỹ H

t+s) =
σ2

2(−a)2H
H(2H − 1)×

×
(
eas
∫ −as

1

eyy2H−2dy + e−as
∫ ∞

−as
e−yy2H−2dy

)
+ O(eas). (22)

Ïiäñòàâèâøè ïðåäñòàâëåííÿ (22) ó ðiâíiñòü (21), îòðèìà¹ìî âèðàç, ùî çáiãà¹òüñÿ
ç ðiâíiñòþ (20).

Çàóâàæèìî, ùî iíòåãðàë Jt, âèçíà÷åíèé (11), äîðiâíþ¹ e
−atYt, äå Yt �ïðîöåñ (18)

iç ïàðàìåòðàìè y0 = 0, σ = 1. Îòæå, ìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 5.6. Ïðè s ≤ t

Cov(Js, Jt) =− H

2
e−2as
∫ t−s

0

z2H−1e−azdz +
H

2
e−2at
∫ t

t−s
z2H−1eazdz −
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− H

2

∫ t

s

z2H−1e−azdz +
H

2
e−2as
∫ s

0

z2H−1eazdz +

+ H

∫ t

0

z2H−1e−azdz.

Çîêðåìà,

Var Jt = H

∫ t

0

z2H−1
(
eaz−2at + e−az

)
dz.
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STOCHASTIC REPRESENTATION AND PATHWISE PROPERTIES
OF FRACTIONAL COX–INGERSOLL–ROSS PROCESS

YU. S. MISHURA, V. I. PITERBARG, K. V. RALCHENKO, A. YU. YURCHENKO-TYTARENKO

Abstract. We consider the fractional Cox–Ingersoll–Ross process satisfying the stochastic differential

equation (SDE) dXt = aXt dt + σ
√
Xt dBH

t driven by a fractional Brownian motion (fBm) with Hurst

parameter exceeding 2
3

. The integral
∫ t
0

√
XsdBH

s is pathwise and equals a limit of Riemann–Stieltjes

integral sums. It is shown that the fractional Cox–Ingersoll–Ross process is a square of the fractional

Ornstein–Uhlenbeck process until the first hitting zero. Based on that, we consider the square of the
Ornstein–Uhlenbeck process with an arbitrary Hurst index and prove that before hitting zero it satisfies

the specified SDE if the integral
∫ t
0

√
Xs dBH

s is defined as a pathwise Stratonovich integral. Therefore
the question about the first time of hitting zero of the Cox – Ingersoll – Ross process, which matches the

first time of hitting zero of the fractional Ornstein – Uhlenbeck process, is natural. Since the latter is a

Gaussian process, it is proved using the estimates for distributions of Gaussian processes that in case of
a < 0 the probability of hitting zero in finite time equals 1, and in case of a > 0 it is positive but less

than 1. The upper estimate of this probability is given.

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ È ÏÎÒÐÀÅÊÒÎÐÍÛÅ
ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÊÎÊÑÀ�ÈÍÃÅÐÑÎËËÀ�ÐÎÑÑÀ

Þ. Ñ. ÌÈØÓÐÀ, Â. È. ÏÈÒÅÐÁÀÐÃ, Ê. Â. ÐÀËÜ×ÅÍÊÎ, À. Þ. ÞÐ×ÅÍÊÎ-ÒÈÒÀÐÅÍÊÎ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äðîáíûé ïðîöåññ Êîêñà �Èíãåðñîëëà �Ðîññà, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿ-
åò ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (ÑÄÓ) dXt = aXt dt+σ

√
Xt dBH

t , óïðàâëÿåìî-

ìó äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì ñ èíäåêñîì Õþðñòà, ïðåâûøàþùèì 2
3
, à èíòåãðàë

∫ t
0

√
Xs dBH

s

îïðåäåëåí êàê ïîòðàåêòîðíûé, ðàâíûé ïðåäåëó èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà �Ñòèëòüåñà. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî äî ìîìåíòà ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â íîëü ïðîöåññ Êîêñà �Èíãåðñîëëà �Ðîññà ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàòîì äðîáíîãî ïðîöåññà Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà. Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì, ìû ðàññìàòðèâàåì êâàä-
ðàò äðîáíîãî ïðîöåññà Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà ñ ïðîèçâîëüíûì èíäåêñîì Õþðñòà è äîêàçûâàåì,
÷òî äî ïåðâîãî ìîìåíòà ïîïàäàíèÿ â íîëü îí óäîâëåòâîðÿåò ÑÄÓ óêàçàííîãî âèäà, åñëè èíòåãðàë∫ t
0

√
XsdBH

s ïîíèìàòü êàê ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë Ñòðàòîíîâè÷à. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ
î ìîìåíòå ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â íîëü äðîáíîãî ïðîöåññà Êîêñà �Èíãåðñîëëà �Ðîññà, êîòîðûé ñîâ-
ïàäàåò ñ ïåðâûì ìîìåíòîì ïîïàäàíèÿ â íîëü äðîáíîãî ïðîöåññà Îðíøòåéíà �Óëåíáåêà. Ïîñêîëüêó
ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ãàóñ-
ñîâñêîãî ïðîöåññà äîêàçàíî, ÷òî ïðè a < 0 âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â íîëü çà êîíå÷íîå âðåìÿ ðàâíà
1, à ïðè a > 0 îíà ïîëîæèòåëüíà, íî ìåíüøå 1. Ïðèâåäåíà âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ýòîé âåðîÿòíîñòè.


