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Àíîòàöiÿ. Äîñëiäæåíî ñòîõàñòè÷íå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ íà [0, T ] × R, êåðîâàíå σ-ñêií÷åííîþ
ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ. Íà ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàòîð íàêëàäà¹òüñÿ ëèøå óìîâà σ-àäèòèâíîñòi çà éìî-
âiðíiñòþ íà îáìåæåíèõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèíàõ. Äîâåäåíi iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü çà
Ãåëüäåðîì ì'ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó. Òèì ñàìèì óçàãàëüíåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ðàíiøå äëÿ çâè÷àéíèõ
ñòîõàñòè÷íèõ ìið.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Ñòîõàñòè÷íà ìiðà, σ-ñêií÷åííà ñòîõàñòè÷íà ìiðà, ñòîõàñòè÷íå ïàðàáîëi-
÷íå ðiâíÿííÿ, ì'ÿêèé ðîçâ'ÿçîê, íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì.
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1. Âñòóï

Ó öié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ
{
Lu(t, x)dt + f

(
t, x, u(t, x)

)
dt + σ(t, x) dµσ(x) = 0 ,

u(0, x) = u0(x) ,
(1.1)

äå (t, x) ∈ [0, T ] × R, µσ � σ-ñêií÷åííà ñòîõàñòè÷íà ìiðà, âèçíà÷åíà íà îáìåæåíèõ
áîðåëiâñüêèõ ïiäìíîæèíàõ R, L�ïàðàáîëi÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð (âiäïî-
âiäíi îçíà÷åííÿ òà óìîâè íàâåäåíî íèæ÷å â ðîçäiëàõ 2 òà 3).

Íà ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàòîð µσ ìè ëèøå íàêëàäà¹ìî óìîâó σ-àäèòèâíîñòi çà éìî-
âiðíiñòþ íà îáìåæåíèõ áîðåëiâñüêèõ ïiäìíîæèíàõ R. Äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ ì'ÿêîãî
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.1), äèâ. îçíà÷åííÿ â (3.2) íèæ÷å, íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì
éîãî òðà¹êòîðié.

Ñòîõàñòè÷íi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäàëèñÿ â áàãàòüîõ ïóáëiêàöiÿõ, äèâ., íà-
ïðèêëàä, [1, 2]. Äîêëàäíî âèâ÷åíî ðiâíÿííÿ òà ñèñòåìè, êåðîâàíi âiíåðiâñüêèì ïðîöå-
ñîì [3], íåñêií÷åííîâèìiðíèì âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì [4], ìàðòèíãàëüíèìè ìiðàìè [5],
α-ñòiéêèìè ïðîöåñàìè [6]. Ïðè öüîìó íà ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàòîð íàêëàäàëèñÿ ïåâíi
óìîâè iñíóâàííÿ ìîìåíòiâ, ìàðòèíãàëüíîñòi àáî íåçàëåæíîñòi ïðèðîñòiâ. Ìè ðîçãëÿ-
äà¹ìî áiëüø çàãàëüíèé iíòåãðàòîð, àëå íàø ñòîõàñòè÷íèé äîäàíîê íå çàëåæèòü âiä
íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨. Ó öié ðîáîòi ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàòîð çàäàíî íà ìíîæèíi çíà÷åíü
ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Àíàëîãi÷íi ðiâíÿííÿ, êåðîâàíi dµ(t), ðîçãëÿíóòî â [7] i [8].

Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (1.1), êåðîâàíå çâè÷àéíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ µ, ðîçãëÿíóòî
â [9]. Íàøi ìiðêóâàííÿ çíà÷íîþ ìiðîþ ñïèðàþòüñÿ íà ðåçóëüòàòè i ìåòîäè äîâåäåíü
öi¹¨ ðîáîòè. Ðàíiøå àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi áóëî îòðè-
ìàíî â [10]. Ïðè öüîìó µ(R) áóëà ñêií÷åííîþ ì. í. âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, áóäü-ÿêà
âèìiðíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ iíòåãðîâíà íà R çà µ, ùî ¹ ñóòò¹âèìè îáìåæåííÿìè äëÿ
ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàòîðà. Òîìó ïðèðîäíèì ¹ óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ [9] i [10] íà
ðiâíÿííÿ, êåðîâàíi σ-ñêií÷åííèìè âèïàäêîâèìè ôóíêöiÿìè ìíîæèí.

Íàøó ðîáîòó ïîáóäîâàíî òàêèì ÷èíîì. Ó ðîçäiëi 2 íàâåäåíî ïîïåðåäíi âiäîìî-
ñòi ïðî çâè÷àéíi i σ-ñêií÷åííi ñòîõàñòè÷íi ìiðè. Ðîçäië 3 ìiñòèòü òî÷íå îçíà÷åííÿ
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.1), óìîâè íà åëåìåíòè ðiâíÿííÿ. Ó ðîçäiëi 4 ñôîðìóëüîâàíî i
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äîâåäåíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè ùîäî ðîçâ'ÿçêó (1.1). Äåÿêi äîïîìiæíi òâåð-
äæåííÿ, ùî âèêîðèñòàíi â öüîìó äîâåäåííi, ðîçãëÿíóòî â ðîçäiëi 5.

2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Íåõàé L0 = L0(Ω,F ,P)�ìíîæèíà âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, âèçíà-
÷åíèõ íà ïîâíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,F ,P). Çáiæíiñòü â L0 �öå çáiæíiñòü
çà éìîâiðíiñòþ. Íåõàé òàêîæ X�äîâiëüíà ìíîæèíà, à B�äåÿêà σ-àëãåáðà ïiä-
ìíîæèí ç X.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Äîâiëüíå σ-àäèòèâíå âiäîáðàæåííÿ µ : B → L0 íàçèâà¹òüñÿ ñòîõà-
ñòè÷íîþ ìiðîþ.

ßê ïðèêëàä ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè (ÑÌ) ìè ìîæåìî âçÿòè

µ(A) =

∫ T

0

1A(s) dX(s),

äå X(s)�êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë àáî ïðîöåñ äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî
ðóõó ç ïîêàçíèêîì Õþðñòà H > 1/2. Iíøi ïðèêëàäè, à òàêîæ óìîâè òîãî, ùî ðiçíè-
öi çíà÷åíü âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè ïîðîäæóþòü ÑÌ, ¹ â
ðîçäiëàõ 7 i 8 [11].

Òåîðiÿ iíòåãðóâàííÿ äiéñíèõ ôóíêöié çà ÑÌ ïîáóäîâàíà, íàïðèêëàä, ó [11, 12].
Çîêðåìà, áóäü-ÿêà îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ ¹ iíòåãðîâíîþ çà áóäü-ÿêîþ µ. Ìà¹
ìiñöå àíàëîã òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü (äèâ. [11, òâåðäæåííÿ 7.1.1]
àáî [12, íàñëiäîê 1.2]).

ÑÌ ¹ ñòîõàñòè÷íèì àíàëîãîì ñêií÷åííèõ ìið, µ(A) ¹ ñêií÷åííîþ ì. í. âèïàäêîâîþ
âåëè÷èíîþ. ßê àíàëîã σ-ñêií÷åííèõ äiéñíèõ ìið ó [12, ðîçäië 2] áóëî ââåäåíî òàêå
ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Âèïàäêîâà ôóíêöiÿ ìíîæèí µσ íàçèâà¹òüñÿ σ-ñêií÷åííîþ ñòîõà-

ñòè÷íîþ ìiðîþ, ÿêùî iñíó¹ ïðåäñòàâëåííÿ

X =
∞⋃

j=1

Xj , Xj ∈ B, Xj ⊂ Xj+1, (2.1)

ïðè ÿêîìó äëÿ êîæíîãî j ≥ 1 µσ ¹ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ íà B ∩ Xj .

Òàêà µσ âèçíà÷åíà íå íà âñié B, à íà êëàñi ìíîæèí ∪j≥1(B ∩ Xj). Î÷åâèäíèì
÷èíîì, çâè÷àéíà ÑÌ ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì σ-ñêií÷åííî¨ ÑÌ ç Xj = X.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Âèìiðíà ôóíêöiÿ g : X→ R íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðîâíîþ çà σ-ñêií÷åí-
íîþ ÑÌ µσ, ÿêùî g iíòåãðîâíà çà µσ íà êîæíîìó Xj iç ïðåäñòàâëåííÿ (2.1) i äëÿ
êîæíî¨ A ∈ B iñíó¹ ãðàíèöÿ çà éìîâiðíiñòþ

p lim
j→∞

∫

A∩Xj

g dµσ. (2.2)

Òîäi ïîêëàäåìî
∫
A g dµσ ðiâíèì çíà÷åííþ öi¹¨ ãðàíèöi.

Ïðèêëàä. Íåõàé B� áîðåëiâñüêà σ-àëãåáðà â [0,+∞), Xj = [0, j], X(s), s ≥ 0�
ìàðòèíãàë, EX2(j) < +∞ äëÿ êîæíîãî j. Òîäi ðiâíiñòü

µσ(A ∩ Xj) =

∫

Xj

1A(s) dX(s)

çàäà¹ σ-ñêií÷åííó ÑÌ. ßêùî âèìiðíà ôóíêöiÿ g : [0,+∞)→ R òàêà, ùî

E

∫

[0,+∞)

g2(s) d〈X,X〉(s) < +∞,
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òî g ¹ iíòåãðîâíîþ çà äàíîþ µσ íà [0,+∞). Âiäïîâiäíà ãðàíèöÿ â (2.2) iñíó¹ â ñåðå-
äíüîêâàäðàòè÷íîìó ñåíñi.

Iíòåãðàëè âiä äiéñíèõ ôóíêöié çà σ-ñêií÷åííèìè ÑÌ äîêëàäíî ðîçãëÿíóòî â ðîç-
äiëi 2 [12]. Çîêðåìà, ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1 [12, ëåìà 2.2, òåîðåìà 2.2].
1. Íåõàé ôóíêöiÿ g iíòåãðîâíà çà µσ. Òîäi ôóíêöiÿ ìíîæèí

η(A) =

∫

A

g dµσ, A ∈ B,

¹ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ.

2. Âèìiðíà ôóíêöiÿ h : X → R iíòåãðîâíà çà ÑÌ η òîäi i ëèøå òîäi, êîëè gh
iíòåãðîâíà çà µσ. Ïðè öüîìó

∀A ∈ B :

∫

A

h dη =

∫

A

gh dµσ.

Òåîðåìà 2.2 [12, òåîðåìà 2.1]. Íåõàé ôóíêöiÿ g : X → R iíòåãðîâíà çà µσ, ôóí-
êöiÿ h : X→ R âèìiðíà, |h(x)| ≤ |g(x)| äëÿ âñiõ x. Òîäi h iíòåãðîâíà çà µσ.

Òåîðåìà 2.3 [12, òåîðåìà 2.4]. Íåõàé g iíòåãðîâíà çà µσ çà îçíà÷åííÿì 2.3 ç äàíèì

ïðåäñòàâëåííÿì (2.1). Òîäi g iíòåãðîâíà çà µσ ç áóäü-ÿêèì iíøèì ïðåäñòàâëåí-

íÿì âèãëÿäó (2.1), ïðè ÿêîìó µσ çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííÿ 2.2. Ïðè öüîìó äëÿ êîæíî¨

A ∈ B çíà÷åííÿ iíòåãðàëiâ
∫
A g dµσ äëÿ öèõ äâîõ ïðåäñòàâëåíü ðiâíi ì. í.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé äàëi X = R, B� áîðåëiâñüêà σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí R, µσ � σ-ñêií÷åííà ÑÌ,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííÿ 2.2 ç Xj = [−j, j]. Òàêèì ÷èíîì, µσ(A) âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ
îáìåæåíèõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí A ⊂ R.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

Lu(t, x) = a(t, x)
∂2u(t, x)

∂x2
+ b(t, x)

∂u(t, x)

∂x
+ c(t, x)u(t, x)− ∂u(t, x)

∂t
, (3.1)

äå ôóíêöi¨ a, b, c âèçíà÷åíî â öèëiíäði

S = [0, T ]× R = {(t, x) : t ∈ [0, T ], x ∈ R}.
Ìè áóäåìî äîñëiäæóâàòè ì'ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.1), òîáòî òàêó âèìiðíó

ôóíêöiþ
u(t, x) = u(t, x,ω) : [0, T ]× R× Ω→ R,

ùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè (t, x) ∈ (0, T ]× R íàñòóïíà ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ì. í.:

u(t, x) =

∫

R
p(t, x; 0, y)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R
p(t, x; s, y)f

(
s, y, u(s, y)

)
dy +

+

∫

R
dµσ(y)

∫ t

0

p(t, x; s, y)σ(s, y) ds . (3.2)

Òóò p(t, x; s, y)�ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà L.
Áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêi ïðèïóùåííÿ:

Au0 u0(y) = u0(y,ω) : R×Ω→ R âèìiðíà é îáìåæåíà: |u0(y,ω)| ≤ Cu0(ω). Òàêîæ
u0(y) íåïåðåðâíà çà Ãåëüäåðîì çà y ∈ R, à ñàìå,

|u0(y1)− u0(y2)| ≤ Lu0
(ω)|y1 − y2|β(u0)

, β(u0) ≥ 1/2 .

Af f(s, y, z) : [0, T ] × R × R → R âèìiðíà é îáìåæåíà: |f(s, y, z)| ≤ Cf . Òàêîæ
f(s, y, z) ëiïøèöüîâà çà y ∈ R, z ∈ R, òîáòî,

|f(s, y1, z1)− f(s, y2, z2)| ≤ Lf (|y1 − y2|+ |z1 − z2|) .
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Aσ σ(s, y) : [0, T ] × R → R âèìiðíà i äëÿ áóäü-ÿêîãî θ > 0 ôóíêöiÿ σθ(s, y) =

= σ(s, y)e−θy
2

îáìåæåíà: |σθ(s, y)| ≤ Cσ,θ. Ïðè öüîìó σθ(s, y) íåïåðåðâíà çà
Ãåëüäåðîì çà y ∈ R, òîáòî,

|σθ(s, y1)− σθ(s, y2)| ≤ Lσ,θ|y1 − y2|β(σ,θ)
, β(σ, θ) > 1/2.

AL Ôóíêöi¨ a(t, x), b(t, x), c(t, x) ó (3.1) íåïåðåðâíi òà îáìåæåíi â S, i äëÿ äåÿêèõ
α > 0, LL > 0 âñþäè â S âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

∣∣a(t, x)− a
(
t0, x0

)∣∣ ≤ LL
(∣∣x− x0

∣∣α +
∣∣t− t0

∣∣α
)
,

∣∣b(t, x)− b
(
t, x0

)∣∣ ≤ LL
∣∣x− x0

∣∣α,
∣∣c(t, x)− c

(
t, x0

)∣∣ ≤ LL
∣∣x− x0

∣∣α.

Ïðè öüîìó îïåðàòîð L�ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèé â S, òîáòî, iñíóþòü òàêi
äîäàòíi ñòàëi λ0, λ1, ùî λ0 ≤ a(t, x) ≤ λ1 äëÿ âñiõ (t, x) ∈ S.

Ap Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà L ¹ îäíîðiäíèì çà ïðîñòîðîâèìè
çìiííèìè:

p(t, x; s, y) = p(t, x− y; s, 0).

Âiäìiòèìî, ùî ïðèïóùåííÿ Ap åêâiâàëåíòíå òîìó, ùî ôóíêöi¨ a, b, c â (3.1) íå
çàëåæàòü âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ x.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ AL, òî çà [13, ðîçäië 4, òåîðåìà 1] ñïðàâåäëèâi
òàêi îöiíêè:

|p(t, x; s, y)| ≤M(t− s)−
1
2 exp

{
−λ|x− y|2

t− s

}
, (3.3)

∣∣∣∣
∂p(t, x; s, y)

∂x

∣∣∣∣ ≤M(t− s)−1 exp

{
−λ|x− y|2

t− s

}
, (3.4)

∣∣∣∣
∂p(t, x; s, y)

∂t

∣∣∣∣ ≤M(t− s)−
3
2 exp

{
−λ|x− y|2

t− s

}
, (3.5)

äå λ òà M �äîäàòíi ñòàëi.
Óñþäè äàëi ÷åðåç C, C1, C2, C3 ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè äîäàòíi ñòàëi, òî÷íå çíà÷åííÿ

ÿêèõ íåñóòò¹âå.

4. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè Au0 , Af , Aσ, AL, à ôóíêöiÿ e−θy
2

iíòå-

ãðîâíà çà µσ íà R äëÿ êîæíîãî θ > 0. Òîäi îäåðæèìî:

1. Ðiâíÿííÿ (3.2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê u(t, x). ßêùî v(t, x)� iíøèé ðîçâ'ÿçîê (3.2), òî
äëÿ êîæíîãî (t, x) ∈ S u(t, x) = v(t, x) ì.í.

ßêùî äîäàòêîâî âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ Ap, òî äiñòàíåìî:

2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ t ∈ [0, T ], K > 0, γ1 < 1/2, âèïàäêîâèé ïðîöåñ u(t, x),
x ∈ [−K,K], ìà¹ ìîäèôiêàöiþ, íåïåðåðâíó çà Ãåëüäåðîì iç ïîêàçíèêîì γ1.

3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ δ > 0, K > 0, γ1 < 1/2, γ2 < 1/4, âèïàäêîâà ôóíêöiÿ
u(t, x) ìà¹ ìîäèôiêàöiþ ũ(t, x) òàêó, ùî äëÿ äåÿêîãî Cũ(ω) > 0 âèêîíó¹òüñÿ

|ũ(t1, x1)− ũ(t2, x2)| ≤ Cũ(ω)(|t1 − t2|γ2 + |x1 − x2|γ1), t ∈ [δ, T ], x ∈ [−K,K].

Äîâåäåííÿ. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ëåìè 5.1 òà 5.2, äîâåäåííÿ ÿêèõ äàíî â íà-
ñòóïíîìó ðîçäiëi. Äëÿ âñiõ iíòåãðàëiâ çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäè-
ôiêàöiÿ (5.1).
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Ïåðåïèøåìî (3.2) ó âèãëÿäi

u(t, x) =

∫

R
p(t, x; 0, y)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R
p(t, x; s, y)f

(
s, y, u(s, y)

)
dy +

+

∫

R
dηθ(y)

∫ t

0

pθ(t, x; s, y)σθ(s, y) ds , (4.1)

äå σθ âèçíà÷åíî â óìîâi Aσ, à

pθ(t, x; s, y) = e2θy2

p(t, x; s, y), 0 < θ <
λ

2T
,

çíà÷åííÿ λ âçÿòî ç íåðiâíîñòåé (3.3)�(3.5). ÑÌ ηθ âèçíà÷åíî ðiâíiñòþ

ηθ(A) =

∫

A

e−θy
2

dµσ(y), A ∈ B,

ðiâíiñòü iíòåãðàëiâ çà ηθ â (4.1) òà çà µ
σ â (3.2) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.1.

Iç (3.3)�(3.5) ïðè ôiêñîâàíîìóK, äëÿ äåÿêèõMK,θ, λθ > 0, äëÿ |x| ≤ K îòðèìó¹ìî
òàêi îöiíêè:

|pθ(t, x; s, y)| ≤MK,θ(t− s)−
1
2 exp

{
−λθ|x− y|2

t− s

}
, (4.2)

∣∣∣∣
∂pθ(t, x; s, y)

∂x

∣∣∣∣ ≤MK,θ(t− s)−1 exp

{
−λθ|x− y|2

t− s

}
, (4.3)

∣∣∣∣
∂pθ(t, x; s, y)

∂t

∣∣∣∣ ≤MK,θ(t− s)−
3
2 exp

{
−λθ|x− y|2

t− s

}
. (4.4)

Ïîÿñíèìî, íàïðèêëàä, (4.2). Äëÿ 0 < ε < (λ− 2Tθ)/T ìà¹ìî

|pθ(t, x; s, y)|
(3.3)
≤ exp{2θy2}M(t− s)−

1
2 exp

{
−λ|x− y|2

t− s

}
=

= M(t− s)−
1
2 exp

{
− (λ− 2Tθ− Tε)|x− y|2

t− s

}
exp

{
2θy2 − (2Tθ+ Tε)|x− y|2

t− s

}
,

2θy2 − (2Tθ+ Tε)|x− y|2
t− s

t−s≤T
≤ 2θ

(
y2 − (x− y)2

)
− ε(x− y)2. (4.5)

Ïîêëàäåìî λθ = λ− 2Tθ− Tε. Ïðè öüîìó

max
y∈R

(
2θ
(
y2 − (x− y)2

)
− ε(x− y)2

)
= x2

(
4θ2

ε
+ 2θ

) |x|≤K
≤ K2

(
4θ2

ε
+ 2θ

)
=: M1.

(4.6)
Ìè ìîæåìî ïîêëàñòè MK,θ = M exp{M1}. Î÷åâèäíî, iç òèìè æ ñàìèìè çíà÷åííÿìè
λθ i MK,θ áóäóòü âèêîíóâàòèñü (4.3) i (4.4).

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, àíà-
ëîãi÷íî ìiðêóâàííÿì iç [10], ïîêëàâøè u(0)(t, x) = 0 òà

u(n+1)(t, x) =

∫

R
p(t, x; 0, y)u0(y) dy +

∫ t

0

ds

∫

R
p(t, x; s, y)f

(
s, y, u(n)(s, y)

)
dy +

+

∫

R
dηθ(y)

∫ t

0

pθ(t, x; s, y)σθ(s, y) ds , n ≥ 0. (4.7)

Äëÿ âñiõ ω ∈ Ω, n ≥ 2 ñïðàâåäëèâà îöiíêà

∣∣∣u(n+1)(t, x)− u(n)(t, x)
∣∣∣

Af

≤ Lf

∫ t

0

ds

∫

R
p(t, x; s, y)

∣∣∣u(n)(s, y)− u(n−1)(s, y)
∣∣∣ dy . (4.8)
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Îñêiëüêè ç íàêëàäåíèõ óìîâ òà ðiâíîñòi
∫
R e−z

2/b2dz = Cb âèïëèâà¹, ùî
∫

R
|p(t, x; s, y)| dy ≤M

∫

R
(t− s)−

1
2 e−

λ|x−y|2
t−s dy = C, (4.9)

ìîæåìî çàïèñàòè
∣∣∣u(2)(t, x)− u(1)(t, x)

∣∣∣ ≤ 2Cf

∫ t

0

ds

∫

R
|p(t, x; s, y)| dy ≤ 2Ct .

Ðîçãëÿíóâøè

gn(t) = sup
x∈R

∣∣∣u(n+1)(t, x)− u(n)(t, x)
∣∣∣, n ≥ 1 ,

iç (4.8) îòðèìà¹ìî

gn(t) ≤ Lf

∫ t

0

gn−1(s)ds .

Çà iíäóêöi¹þ,

gn(t) ≤ 2CfL
n
f

tn+1

(n + 1)!
, (4.10)

òîìó ïîñëiäîâíiñòü
∑∞

n=1 gn(t) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà [0, T ]. Ïîêëàäåìî u(t, x) :=

:= limn→∞ u(n)(t, x). Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â (4.7) ïðè n→∞, ìà¹ìî (3.2).
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. ßêùî u(t, x) òà v(t, x)�äâà ðiçíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿí-

íÿ (3.2), òî

u(t, x)− v(t, x) =

∫ t

0

ds

∫

R
p(t, x; s, y)

[
f
(
s, y, u(s, y)

)
− f

(
s, y, v(s, y)

)]
dy .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ Af , ìîæåìî ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ âiä (4.8)
äî (4.10) äëÿ

g(t) = sup
x∈R
|u(t, x)− v(t, x)|

òà îòðèìàòè, ùî

g(t) ≤ 2CfL
n
f

tn+1

(n + 1)!
≤ 2CfL

n
f

Tn+1

(n + 1)!
.

Îòæå, ïðè n→∞ îäåðæó¹ìî, ùî g = 0, òîìó ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2. Ðîçãëÿíåìî óìîâó Ãåëüäåðà çà x íà îáìåæåíèõ ïiä-

ìíîæèíàõ R. Êîðèñòóþ÷èñü iíäóêöi¹þ, äîâåäåìî, ùî äëÿ âñiõ n ≥ 0 iñíó¹ òàêå
Lu(n)(t) > 0, ùî

∣∣∣u(n)(t, x1)− u(n)(t, x2)
∣∣∣ ≤ Lu(n)(t)|x1 − x2|γ1 .

Ìà¹ìî Lu(0) = 0.
Çà äîïîìîãîþ (4.7), ëåìè 5.1, çàìiíè çìiííèõ y → y + x2 − x1 â iíòåãðàëàõ çà y ç

x2 òà ïî÷àòêîâèõ ïðèïóùåíü ìîæåìî çàïèñàòè
∣∣∣u(n+1)(t, x1)− u(n+1)(t, x2)

∣∣∣ ≤
∫

R
p(t, x1; 0, y)|u0(y)− u0(y + x2 − x1)| dy +

+

∫ t

0

ds

∫

R
p(t, x1; s, y)

∣∣∣f
(
s, y, u(n)(s, y)

)
− f

(
s, y + x2 − x1, u

(n)(s, y + x2 − x1)
)∣∣∣dy +

+ C|x1 − x2|γ1 ≤ Lu0 |x1 − x2|β(u0)
+

+

∫ t

0

ds

∫

R
p(t− s, x1 − y)Lf

(
|x1 − x2|+ Lu(n)(s)|x1 − x2|γ1

)
dy + C|x1 − x2|γ1 .

Îòæå,

Lu(n+1)(t) ≤ L + L

∫ t

0

Lu(n)(s) ds
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äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ L, i òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. Çà iíäóêöi¹þ ìè çíàõîäèìî ñêií÷åííó
âåðõíþ ìåæó

Lu(n)(t) ≤ LeLt ≤ LeLT ,

ùî äîâîäèòü íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì ïî x. Ïðè öüîìó L íå çàëåæèòü âiä t.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3. Ïîâíiñòþ ïîâòîðþ¹ìî ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ òâåð-

äæåííÿ 3 ó [9], âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 5.2. �

Çàóâàæåííÿ 4.1. ßêùî µσ â òåîðåìi 4.1 ¹ çâè÷àéíîþ ÑÌ, òî óìîâà iíòåãðîâíîñòi

ôóíêöi¨ e−θy
2

çà µσ çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ (àäæå öÿ ôóíêöiÿ îáìåæåíà), òàêîæ ¹ iíòå-

ãðîâíîþ i ôóíêöiÿ |y|τe−θy2

. Òèì ñàìèì ìè îòðèìó¹ìî, ùî òåîðåìà [9] ¹ ÷àñòèííèì
âèïàäêîì íàøî¨ òåîðåìè, à òâåðäæåííÿ òåîðåìè ç [9] çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì i
áåç íàêëàäàííÿ óìîâè iíòåãðîâíîñòi |y|τ çà ÑÌ.

5. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Á¹ñîâà Bα22([c, d]), 0 < α < 1. Ôóíêöiÿ g ∈ Bα22([c, d]), ÿêùî
ñêií÷åííà ¨¨ íîðìà ó ïðîñòîði Á¹ñîâà:

‖g‖Bα
22([c,d]) = ‖g‖L2([c,d]) +

(∫ d−c

0

(
w2(g, r)

)2
r−2α−1 dr

)1/2

,

äå

w2(g, r) = sup
0≤h≤r

(∫ d−h

c

|g(v + h)− g(v)|2 dv
)1/2

.

Ïîêëàäåìî äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ Z

∆
(j)
kn =

(
j + (k − 1)2−n, j + k2−n

]
, n ≥ 0, 1 ≤ k ≤ 2n.

Íåõàé Z �äîâiëüíà ìíîæèíà, à ôóíêöiÿ g(z, v) : Z × [j, j + 1]→ R íåïåðåðâíà çà
äðóãîþ êîîðäèíàòîþ ∀z ∈ Z. Ïîçíà÷èìî

gn(z, v) = g(z, j)1{j}(v) +
∑

1≤k≤2n

g
(
z, j + (k − 1)2−n

)
1

∆
(j)
kn

(v).

Òîäi

ζ(z) =

∫

[j,j+1]

g(z, v)dµ(v), z ∈ Z,

ìà¹ ìîäèôiêàöiþ

ζ̃(z) =

∫

[j,j+1]

g0(z, v)dµ(v) +
∑

n≥1

(∫

[j,j+1]

gn(z, v)dµ(v)−
∫

[j,j+1]

gn−1(z, v)dµ(v)

)

(5.1)
òàêó, ùî äëÿ âñiõ ω ∈ Ω, z ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ

∣∣ζ̃(z)
∣∣ ≤

∣∣g(z, j)µ([j, j + 1])
∣∣+ C‖g(z, ·)‖Bα

22([j,j+1])

{∑

n≥1

2−n(1−2α)
∑

1≤k≤2n

∣∣∣µ
(

∆
(j)
kn

)∣∣∣
2
} 1

2

.

(5.2)
Öå âèïëèâà¹ ëåìè 3 [14] òà òåîðåìè 1.2 [15].

Äîâåäåìî íàñòóïíó ëåìó, ùî ¹ àíàëîãîì ëåìè 1 [9], àëå íå íàêëàäà¹ óìîâè îäíî-
ðiäíîñòi ôóíêöi¨ pθ çà ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè.

Ëåìà 5.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ Aσ, AL i Ap. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ôi-

êñîâàíèõ t ∈ [0, T ], K > 0 òà γ1 < 1/2 âèïàäêîâèé ïðîöåñ

ϑθ(x) =

∫

R
dηθ(y)

∫ t

0

pθ(t, x; s, y)σθ(s, y) ds, |x| ≤ K,
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ìà¹ ìîäèôiêàöiþ, íåïåðåðâíó çà Ãåëüäåðîì iç ïîêàçíèêîì γ1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âñiõ ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ ðîçãëÿäàòèìåìî ìîäèôiêàöiþ (5.1).
Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìiðêóâàííÿìè, âèêîðèñòàíèìè â [9] äëÿ äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íî¨ ëåìè.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ ôiêñîâàíèõ t, x1 ≤ x2

q(z, y) =

∫ t

0

pθ(t, x1; s, y)σθ(s, y) ds−
∫ t

0

pθ(t, x2; s, y)σθ(s, y) ds, z = (t, x1, x2), y ∈ R.

Îöiíèìî íîðìó ôóíêöi¨ q(z, ·) ó ïðîñòîði Á¹ñîâà íà [j, j + 1]. Ðîçãëÿíåìî

q(z, y + h)− q(z, y) =

∫ t

0

(
pθ(t, x1; s, y)− pθ(t, x2; s, y)

)(
σθ(s, y + h)− σθ(s, y)

)
ds +

+

∫ t

0

(
pθ(t, x1; s, y + h)− pθ(t, x1; s, y)− pθ(t, x2; s, y + h) +

+ pθ(t, x2; s, y)
)
σθ(s, y + h) ds =: I1 + I2.

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî |y| ≤ K + 1. Àíàëîãi÷íî âiäïîâiäíèì ìiðêóâàííÿì iç
[9], çàñòîñóâàâøè îöiíêó

∫ t

0

1

r
e−

b
r dr =

∣∣∣ br = z
∣∣∣ =

∫ ∞

b/t

1

z
e−zdz ≤ 1{t>b}

∫ 1

b/t

1

z
dz +

∫ ∞

1

e−zdz ≤
∣∣∣∣ln

T

b

∣∣∣∣+ 1,

ìîæåìî çàïèñàòè
∫ t

0

∣∣pθ(t, x1; s, y)− pθ(t, x2; s, y)
∣∣ds ≤
∫ t

0

(
C

t− s

∫ x2

x1

e−
λθ|x−y|2

t−s dx

)
ds =

=
∣∣∣t− s = r

∣∣∣ =

∫ x2

x1

dx

∫ t

0

1

r
e−

λθ|x−y|2
r dr ≤

≤
∫ x2

x1

(∣∣∣∣ln
T

λθ|x− y|2
∣∣∣∣+ 1

)
dx ≤ C1|x1 − x2|+ C2

∫ x2

x1

∣∣ln |x− y|
∣∣dx ≤

≤ C1|x1 − x2|+ C3

∫ |x1−x2|/2

0

| ln z|dz =

= C1|x1 − x2|+ C3(z − z ln z)
∣∣∣
|x1−x2|/2

0
≤ C|x1 − x2|γ, (5.3)

äå 0 < γ < 1 äîâiëüíå, ñòàëà C çàëåæèòü âiä γ, λ, K, T . Ìè âèêîðèñòàëè ìið-
êóâàííÿ ïðî òå, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó |x1 − x2| < 1 òà x1 àáî x2 ç [y − 1, y + 1],
çíà÷åííÿ
∫ x2

x1

∣∣ln|x − y|
∣∣ dx áóäå íàéáiëüøèì, êîëè x1 òà x2 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî y.

Ïðè iíøîìó ðîçòàøóâàííi [x1, x2] ⊂ [−K,K] i |y| ≤ K + 1 öå çíà÷åííÿ íå ïåðåâèùó¹
|ln(2K +1)| · |x1−x2|. Òàêîæ çàñòîñóâàëè òîé ôàêò, ùî äëÿ x1, x2 ∈ {x ∈ R : |x| ≤ K}
òà ∀γ < 1: |x1 − x2|1−γ ln |x1 − x2| ≤ C, îñêiëüêè |x1 − x2|1−γ ln |x1 − x2| → 0,
|x1 − x2| → 0.

ßêùî |y| > K + 1, òî â (5.3) |x− y| ≥ 1, i âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ íå ïåðåâèùó¹

∫ t

0

(
C

t− s

∫ x2

x1

e−
λθ
t−s dx

)
ds = C|x1 − x2|.

Çâiäêè îòðèìó¹ìî îöiíêè

|I1| ≤
∫ t

0

(
|pθ(t, x1; s, y)− pθ(t, x2; s, y)|

)(
|σθ(s, y + h)− σθ(s, y)|

)
ds ≤

≤ Chβ(σ,θ)|x1 − x2|γ, (5.4)

|I2| ≤ C|x1 − x2|γ. (5.5)
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Îöiíèìî äîäàíêè ç I2, ùî ìiñòÿòü x1. Äîäàíêè ç x2 ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî.
∣∣∣∣
∫ t

0

(
pθ(t, x1; s, y + h)− pθ(t, x1; s, y)

)
σθ(s, y + h) ds

∣∣∣∣ ≤

≤ Cσ,θ

∫ t

0

∣∣∣e2θ(y+h)2p(t, x1; s, y + h)− e2θy2

p(t, x1; s, y)
∣∣∣ds ≤

≤ C

∫ t

0

e2θ(y+h)2
∣∣p(t, x1; s, y + h)− p(t, x1; s, y)

∣∣ ds +

+ C

∫ t

0

∣∣∣e2θ(y+h)2 − e2θy2
∣∣∣|p(t, x1; s, y)| ds =: CJ1 + CJ2,

J1
Ap
=

∫ t

0

e2θ(y+h)2
∣∣p(t, x1 − h; s, y)− p(t, x1; s, y)

∣∣ ds =

=

∫ t

0

ds

∣∣∣∣
∫ x1

x1−h
e2θ(y+h)2 ∂p(t, x; s, y)

∂x
dx

∣∣∣∣
(3.4)
≤

(3.4)
≤ C

∫ t

0

ds

t− s

∫ x1

x1−h
e2θ(y+h)2e−

λ|x−y|2
t−s dx.

Äëÿ 0 ≤ h ≤ 1, àíàëîãi÷íî (4.5)�(4.6), ìà¹ìî

e2θ(y+h)2e−
λ|x−y|2

t−s ≤ M̃K,θ exp

{
−λθ|x− y|2

t− s

}
.

Òàêîæ äëÿ 0 < β < λθ/T îòðèìó¹ìî

J2 =

∫ t

0

∣∣∣e2θ((y+h)2−y2) − 1
∣∣∣|pθ(t, x1; s, y)| ds ≤

|ez−1|≤|z|e|z|,h≤1

≤ 2θh

∫ t

0

e2θ(2|y|+1)(2|y|+ 1)|pθ(t, x1; s, y)| ds =

= 2θh

∫ t

0

e2θ(2|y|+1)−βy2

(2|y|+ 1)
∣∣∣eβy2

pθ(t, x1; s, y)
∣∣∣ ds.

Òóò e2θ(2|y|+1)−βy2

(2|y|+1)� îáìåæåíà ôóíêöiÿ, äëÿ pβ,θ = eβy
2

pθ ìîæíà îòðèìàòè

íåðiâíiñòü, àíàëîãi÷íó (4.2), çâiäêè
∫ t

0 pβ,θds ≤ C
∫ t

0(t−s)−1/2ds = C. Òîìó |J2| ≤ Ch,
à äëÿ γ < 1

|I2| ≤ Chγ. (5.6)

Äîñëiäèìî òåïåð ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi:

(
w2(q, r)

)2 ≤ 2 sup
0≤h≤r

∫ j+1−h

j

I2
1dy + 2 sup

0≤h≤r

∫ j+1−h

j

I2
2dy.

Ìà¹ìî çà ñïiââiäíîøåííÿìè (5.4):

sup
0≤h≤r

∫ j+1−h

j

I2
1dy ≤ C|x1 − x2|2γ sup

0≤h≤r
h2β(σ,θ)(1− h) ≤ Cr2β(σ,θ)|x1 − x2|2γ.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äëÿ âèïàäêó I2, ç (5.5) òà (5.6) îòðèìó¹ìî

sup
0≤h≤r

∫ j+1−h

j

I2
2dy ≤ C|x1 − x2|2γ

òà

sup
0≤h≤r

∫ j+1−h

j

I2
2dy ≤ Cr2γ.
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Iç äâîõ îñòàííiõ íåðiâíîñòåé äëÿ 0 < δ < 1 îòðèìó¹ìî

sup
0≤h≤r

∫ j+1−h

j

I2
2dy ≤ Cr2γ(1−δ)|x1 − x2|2γδ.

Òàêèì ÷èíîì,
(
w2(q, r)

)2 ≤ Cr2β(σ,θ)|x1 − x2|2γ + Cr2γ(1−δ)|x1 − x2|2γδ ≤

≤ C|x1 − x2|2γδ
(
r2β(σ,θ) + r2γ(1−δ)

)
.

Ùîá iíòåãðàë iç ôîðìóëè äëÿ íîðìè ó ïðîñòîði Á¹ñîâà áóâ ñêií÷åííèì, íåîáõiäíî
àáè ñïðàâäæóâàëàñü íåðiâíiñòü

2γ(1− δ) > 2α⇔ γδ < γ− α.
Ïðè γ→ 1− òà α→ 1/2+, ïîêàçíèê ãåëüäåðîâîñòi γδ→ 1/2−.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî 0 < γ1 < 1/2 iñíó¹ α > 1/2 òàêå, ùî

‖q(z, ·)‖Bα
22([j,j+1]) ≤ C|x1 − x2|γ1 .

Êðiì òîãî, àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, ÿê i ïðè îöiíþâàííi (5.5), ïðèâîäÿòü äî íåðiâ-
íîñòåé

|q(z, j)| ≤ C|x1 − x2|γ, ‖q(z, ·)‖L2([j,j+1]) ≤ C|x1 − x2|γ.
Äàëi âæå îòðèìó¹ìî ãåëüäåðîâiñòü ϑθ:

|ϑθ(x1)− ϑθ(x2)| =
∣∣∣∣
∫

R
g(y) dηθ(y)

∣∣∣∣ ≤
∑

j∈Z

∣∣∣∣
∫ j+1

j

g(y) dηθ(y)

∣∣∣∣ ≤

(5.2)
≤
∑

j∈Z

∣∣q(z, j)ηθ([j, j + 1])
∣∣+

+ C
∑

j∈Z
‖q(z, ·)‖Bα

22([j,j+1])




∑

n≥1

2n(1−2α)
∑

1≤k≤2n

∣∣∣ηθ
(

∆
(j)
kn

)∣∣∣
2





1/2

≤

≤ C|x2 − x1|γ1



∑

j∈Z
|ηθ([j, j + 1])|+

∑

j∈Z




∑

n≥1

2n(1−2α)
∑

1≤k≤2n

∣∣∣ηθ
(

∆
(j)
kn

)∣∣∣
2





1/2

 ≤

≤ C|x2 − x1|γ1





∑

j∈Z
(|j|+ 1)2(ηθ([j, j + 1]))

2




1/2
∑

j∈Z
(|j|+ 1)−2




1/2

+

+


∑

n≥1

2n(1−2α)
∑

j∈Z
(|j|+ 1)2

∑

1≤k≤2n

∣∣∣ηθ
(

∆
(j)
kn

)∣∣∣
2




1/2
∑

j∈Z
(|j|+ 1)

−2




1/2

 ,

äå ñóìè çi ñòîõàñòè÷íèìè ìiðàìè ìàþòü âèãëÿä
∑∞

l=1

(∫
X fl dηθ

)2
,

{fl(y), l ≥ 1} =
{

(|j|+ 1)1[j,j+1](y), j ∈ Z
}
,

{fl(y), l ≥ 1} =
{

(|j|+ 1)2n(1−2α)/21
∆

(j)
kn

(y), j ∈ Z, n ≥ 1, 1 ≤ k ≤ 2n
}
.

Iç òåîðåìè 2.1 îòðèìó¹ìî, ùî
∫

A

(|y|+ 1) dηθ =

∫

A

(|y|+ 1)e−θy
2

dµσ(y).
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Îñêiëüêè (|y|+ 1)e−θy
2 ≤ Ce(−θ/2)y2

, à e(−θ/2)y2

iíòåãðîâíà çà µσ, iç òåîðåì 2.1 i 2.2
îòðèìó¹ìî iíòåãðîâíiñòü ôóíêöi¨

∑∞
l=1 fl. Iç ëåìè 3.1 [10] âèïëèâà¹, ùî

∞∑

l=1

(∫

X
fl dηθ

)2

< +∞ ì. í.,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ íàøî¨ òåîðåìè. �

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ àíàëîãîì ëåìè 2 [9].

Ëåìà 5.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ Af , Aσ, AL, Ap. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ

ôiêñîâàíèõ x ∈ R òà γ2 < 1/4 âèïàäêîâèé ïðîöåñ

ϑ̂(t) =

∫

R
dηθ(y)

∫ t

0

pθ(t, x; s, y)σθ(s, y) ds, t ∈ [0, T ],

ìà¹ ìîäèôiêàöiþ, íåïåðåðâíó çà Ãåëüäåðîì iç ïîêàçíèêîì γ2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ R, 0 ≤ t1 < t2 ≤ T �äîâiëüíi ôiêñîâàíi. Ïîêëàäåìî

q̂(z, y) =

∫ t2
0

pθ(t2, x; s, y)σθ(s, y) ds−
∫ t1

0

pθ(t1, x; s, y)σθ(s, y) ds, z = (t1, t2, x).

Òîäi äëÿ ìîäèôiêàöi¨ (5.1) ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà

η̂(z) =

∫

[j,j+1]

q̂(z, y) dηθ(y)

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.2). Îöiíèìî íîðìó ïðîñòîðó Á¹ñîâà ôóíêöi¨ q̂(z, ·).
Ìà¹ìî

q̂(z, y + h)− q̂(z, y) =

∫ t1
0

(
pθ(t2, x; s, y + h)− pθ(t1, x; s, y + h)

)
σθ(s, y + h) ds−

−
∫ t1

0

(
pθ(t2, x; s, y)− pθ(t1, x; s, y)

)
σθ(s, y) ds +

+

∫ t2
t1

pθ(t2, x; s, y + h)σθ(s, y + h) ds−
∫ t2
t1

pθ(t2, x; s, y)σθ(s, y) ds =

=

∫ t1
0

(
pθ(t2, x; s, y + h)− pθ(t1, x; s, y + h)

)(
σθ(s, y + h)− σθ(s, y)

)
ds +

+

∫ t1
0

(
pθ(t2, x; s, y + h)− pθ(t2, x; s, y)

)
σθ(s, y) ds−

−
∫ t1

0

(
pθ(t1, x; s, y + h)− pθ(t1, x; s, y)

)
σθ(s, y) ds +

+

∫ t2
t1

pθ(t2, x; s, y + h)
(
σθ(s, y + h)− σθ(s, y)

)
ds +

+

∫ t2
t1

(
pθ(t2, x; s, y + h)− pθ(t2, x; s, y)

)
σθ(s, y) ds =:

=: J11 + J12 − J13 + J21 + J22 =: J1 + J2.

Çà ïðèïóùåííÿì Aσ, âèêîðèñòîâóþ÷è (4.2), îòðèìó¹ìî

|J21| ≤ Chβ(σ,θ)
∫ t2
t1

(t2 − s)−1/2e−
λθ|x−y−h|2

t2−s ds ≤ Chβ(σ,θ)
∫ t2
t1

(t2 − s)−1/2 ds =

= Chβ(σ,θ)(t2 − t1)1/2. (5.7)
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Äàëi, ç îäíîãî áîêó,

|J22| ≤
∣∣∣∣
∫ t2
t1

pθ(t2, x; s, y + h)σθ(s, y)ds

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
∫ t2
t1

pθ(t2, x; s, y)σθ(s, y)ds

∣∣∣∣ ≤

≤ C

∫ t2
t1

(t2 − s)−1/2e−
λθ|x−y−h|2

t2−s ds + C

∫ t2
t1

(t2 − s)−1/2e−
λθ|x−y|2

t2−s ds ≤

≤ C(t2 − t1)1/2. (5.8)

Ç iíøîãî áîêó, çàñòîñîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, ùî é ïðè îòðèìàííi (5.5),
ìà¹ìî

|J22| ≤ C

∫ t2
t1

∫ x

x−h

∣∣∣∣
∂pθ(t2, v; s, y)

∂v

∣∣∣∣dv ds ≤

≤ C

∫ t2
t1

∫ x

x−h
(t2 − s)−1e−

λθ|v−y|2
t2−s dv ds ≤ Chγ0 , (5.9)

äå 0 < γ0 < 1�äîâiëüíå òà êîíñòàíòà C çàëåæèòü âiä γ0.
Îòæå, ïåðåìíîæèâøè ðåçóëüòàòè (5.8) òà (5.9) ó ñòåïåíÿõ δ0 òà 1− δ0 âiäïîâiäíî,

δ0 ∈ (0, 1), ìè îäåðæèìî ç óðàõóâàííÿì (5.7), ùî

|J2| ≤ Chβ(σ,θ)(t2−t1)1/2+Ch(1−δ0)γ0(t2−t1)δ0/2 ≤ C(t2−t1)δ0/2
(
hβ(σ,θ)+h(1−δ0)γ0

)
.

Ïðè γ0 → 1−, à 1− δ0 → 1/2+ îòðèìó¹ìî (1− δ0)γ0 > 1/2 òà δ0 → 1/2−.
Âèêîðèñòîâóþ÷è Aσ òà (4.4), ìîæåìî çàïèñàòè

|J11| ≤ Lσ,θh
β(σ,θ)
∫ t1

0

∫ t2
t1

∣∣∣∣
∂pθ(τ, x; s, y + h)

∂τ

∣∣∣∣ dτ ds ≤

≤ Chβ(σ,θ)
∫ t1

0

∫ t2
t1

(τ− s)−3/2e−
λθ|x−y−h|2

τ−s dτ ds ≤

≤ Chβ(σ,θ)
∫ t1

0

∫ t2
t1

(τ− s)−3/2 dτ ds ≤ Chβ(σ,θ)(t2 − t1)1/2. (5.10)

Àíàëîãi÷íî, çà Aσ ìà¹ìî

|J12 − J13| =
∣∣∣∣
∫ t1

0

(
pθ(t2, x; s, y + h)− pθ(t1, x; s, y + h)

)
σθ(s, y) ds −

−
∫ t1

0

(
pθ(t2, x; s, y)− pθ(t1, x; s, y)

)
σθ(s, y) ds

∣∣∣∣ ≤

≤ C

∫ t1
0

∫ t2
t1

∣∣∣∣
∂pθ(τ, x; s, y + h)

∂τ

∣∣∣∣ dτ ds + C

∫ t1
0

∫ t2
t1

∣∣∣∣
∂pθ(τ, x; s, y)

∂τ

∣∣∣∣ dτ ds ≤

≤ C(t2 − t1)1/2. (5.11)

Ç iíøîãî áîêó, òàêi æ ìiðêóâàííÿ, ÿê i ïðè îòðèìàííi (5.9), ïðèâîäÿòü äî îöiíêè

|J12 − J13| ≤ |J12|+ |J13| ≤ Chγ0 . (5.12)

Îòæå, ïåðåìíîæèâøè ðåçóëüòàòè (5.11) òà (5.12) ó ñòåïåíÿõ δ0 òà 1−δ0 âiäïîâiäíî,
ìè îäåðæèìî ç óðàõóâàííÿì (5.10)

|J1| ≤ Chβ(σ,θ)(t2−t1)1/2+Ch(1−δ0)γ0(t2−t1)δ0/2 ≤ C(t2−t1)δ0/2
(
hβ(σ,θ)+h(1−δ0)γ0

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

|q̂(z, y + h)− q̂(z, y)| ≤ C(t2 − t1)δ0/2
(
hβ(σ,θ) + h(1−δ0)γ0

)

i òîäi
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(∫ 1

0

(
w2(g, r)

)2
r−2α−1 dr

)1/2

≤

≤ C(t2 − t1)δ0/2

(∫ 1

0

r2β(σ,θ)−2α−1dr +

∫ 1

0

r2(1−δ0)γ0−2α−1dr

)1/2

≤ C(t2 − t1)δ0/2

äëÿ âiäïîâiäíîãî 1/2 < α < min{(1− δ0)γ0,β(σ, θ)}.
Êðiì òîãî, äëÿ y ∈ R çà (5.8) òà (5.11)

|q̂(z, y)| =
∣∣∣∣
∫ t1

0

(
pθ(t2, x; s, y)− pθ(t1, x; s, y)

)
σθ(s, y) ds +

∫ t2
t1

pθ(t2, x; s, y)σθ(s, y) ds

∣∣∣∣ ≤

≤ C(t2 − t1)1/2,

à òîìó

‖q̂(z, ·)‖L2([j,j+1]) ≤ C(t2 − t1)1/2, |q̂(z, j)| ≤ C(t2 − t1)1/2.

Çàâåðøåííÿ öüîãî äîâåäåííÿ ïîâòîðþ¹ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëåìè 5.1. �

6. Âèñíîâêè

Äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, êåðîâàíîãî σ-ñêií÷åííîþ ñòîõàñòè-
÷íîþ ìiðîþ, äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó, íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì
éîãî òðà¹êòîðié. Óïåðøå ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ ç òàêèì iíòåãðàòîðîì, óçàãàëüíåíî
òâåðäæåííÿ, îòðèìàíå â [9], ïðè öüîìó ïîñëàáëåíi äåÿêi óìîâè ðîáîòè [9].
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MILD SOLUTION OF A PARABOLIC EQUATION
DRIVEN BY A σ-FINITE STOCHASTIC MEASURE

O. O. VERTSIMAKHA, V. M. RADCHENKO

Abstract. The stochastic parabolic equation on [0, T ] × R driven by σ-finite stochastic measure is

investigated. For the integrator we assume σ-additivity in probability on bounded Borel sets only.

Existence and uniqueness of the mild solution is established. Hölder continuity of the solution is proved.
Thus, we get a generalisation of results obtained for usual stochastic measures in previous papers.

ÌßÃÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß,
ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÃÎ σ-ÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÐÎÉ

Î. Î. ÂÅÐÖÈÌÀÕÀ, Â. Í. ÐÀÄ×ÅÍÊÎ

Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíî ñòîõàñòè÷åñêîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå íà [0, T ] × R, óïðàâëÿåìîå
σ-êîíå÷íîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìåðîé. Íà ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàòîð íàêëàäûâàåòñÿ òîëüêî óñëîâèå
σ-àääèòèâíîñòè ïî âåðîÿòíîñòè íà îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâà-
íèå, åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíîñòü ïî Ãåëüäåðó ìÿãêîãî ðåøåíèÿ. Òåì ñàìûì îáîáùåíû ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå äëÿ îáû÷íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåð.


