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Àíîòàöiÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ óçàãàëüíåíå ñòîõñòè÷íå ìàæîðóâàííÿ, êîëè ìàæîðóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü
íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ éìîâiðíiñíèì ðîçïîäiëîì i ìîæå ìàòè ïîâíó ìàñó áiëüøå îäèíèöi. Âèâ÷àþòüñÿ
ïèòàííÿ ìàæîðóâàííÿ ñóì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, âèïàäêîâèõ ñóì ÿê íåçàëåæíèõ, òàê i çàëåæíèõ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïîáóäîâàíî ìàæîðàíòó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi âiäíîâëåííÿ, ùî ïîðîäæåíà íåî-
äíîðiäíèì ëàíöãîì Ìàðêîâà. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå äèñêðåòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Äèñêðåòíi ëàíöþãè Ìàðêîâà, ñòiéêiñòü ðîçïîäiëiâ, ìåòîä ñêëåþâàííÿ,
òåîðiÿ ñêëåþâàííÿ.

2000 Mathematics Subject Classi�cation. Primary 60J45; Secondary 60A05, 60K05.

1. Âñòóï

Ó ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íî¨ ìàæîðàíòè äëÿ äèñêðåòíîãî ðîç-
ïîäiëó ó äåùî ðîçøèðåíîìó ñåíñi. Êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íîãî ìàæîðóâàííÿ
âèãëÿäà¹ òàêèì ÷èíîì.

Êàæóòü, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ñòîõàñòè÷íî äîìiíó¹ íàä âèïàäêîâîþ âåëè÷è-
íîþ η, ÿêùî P{ξ > x} ≥ P{η > x} äëÿ âñiõ x. Àáî iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî ôóíêöiÿ
ðîçïîäiëó ξ ïîòî÷êîâî ìåíøà çà ôóíêöiþ ðîçïîäiëó η.

Äëÿ íåâiä'ìíèõ äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi ¹ îñíîâíèì îá'¹êòîì ðîç-
ãëÿäó ðîáîòè, öå îçíà÷åííÿ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì: íåõàé ξ ìà¹
ðîçïîäië pi, à η ìà¹ ðîçïîäië gi. Òîäi ξ áóäå ñòîõàñòè÷íî ìàæîðóâàòè η, ÿêùî

∑

k≥n
pk ≥

∑

k≥n
gk.

Iñòîðè÷íî ñòîõàñòè÷íà ìàæîðîâàíiñòü çóñòði÷à¹òüñÿ ó ðiçíèõ çàñòîñóâàííÿõ. Çîê-
ðåìà ó ôiíàíñîâié ìàòåìàòèöi òà ìàòåìàòè÷íié åêîíîìiöi ÿê ñïîñiá ïîðiâíÿííÿ ëî-
òåðåé.

Ó ðîáîòi [11] âèâ÷àþòüñÿ ïèòàííÿ ñòîõàñòè÷íîãî ìàæîðóâàííÿ äåÿêèõ ñòàíäàð-
òíèõ äèñêðåòíèõ ðîçïîäiëiâ, òàêèõ ÿê ðîçïîäië Áåðíóëëi. Òàì æå âêàçàíî òèïîâi
ìåòîäè ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íî¨ ìàæîðàíòè.

Îäíàê, ñòîõàñòè÷íà ìàæîðàíòà òàêîæ âiäiãðà¹ âåëèêó ðîëü ïðè àíàëiçi íåîäíîði-
äíèõ ëàíöþãiâ Ìàðêîâà, òà ïîñëiäîâíîñòåé âiäíîâëåííÿ, ùî ïîðîäæåíi öèìè ëàíöþ-
ãàìè. ßêùî, ðîçãëÿäàòè ïîñëiäîâíîñòü θk �÷àñ äî íàñòóïíîãî ïîïàäàííÿ ëàíöþãà
Ìàðêîâà â äåÿêó ìíîæèíó, òî äëÿ íåîäíîðiäíèõ ëàíöþãiâ òàêà ïîñëiäîâíiñòü çâè÷àé-
íî íå ¹ îäíîðiäíîþ, êðiì òîãî ðîçïîäië êîæíî¨ íàñòóïíî¨ θk çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ

ñóìè
∑k−1

j=0 θj (áiëüø äåòàëüíî ïðî öå äèâ. [4]). Äëÿ ðîáîòè ç òàêèìè ïîñëiäîâíî-
ñòÿìè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íà ìàæîðàíòà. Çîêðåìà âêàçàíèé ïiäõiä ìîæíà
çóñòðiòè â òàêèõ ðîáîòàõ. Ó [4] ñòîõàñòè÷íà ìàæîðàíòà ¹ îäíi¹þ ç óìîâ iñíóâàííÿ
ñêií÷åííîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ äëÿ ÷àñó ñêëåþâàííÿ. Ó [5] ñòîõàñòè÷íà ìà-
æîðàíòà âèêîðèñòàíà äëÿ óçàãàëüíåííÿ íåðiâíîñòi Äåéëi íà íåîäíîðiäíèé âèïàäîê,
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ó ðîáîòi [6] çíîâó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íà ìàæîðàíòà äëÿ îöiíêè ìàòåìàòè-
÷íîãî ñïîäiâàííÿ ÷àñó ñêëåþâàííÿ.

Îêðiì öüîãî ñòîõàñòè÷íà ìàæîðàíòà âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü äëÿ ïîáóäîâè îöi-
íîê ñòiéêîñòi äëÿ çáóðåíîãî íåîäíîðiäíîãî ëàíöþãà Ìàðêîâà çà âiäñóòíîñòi óìîâè
ðiâíîñèëüíî¨ ðiâíîìiðíié åðãîäè÷íîñòi â ðîáîòi [7] (çà óìîâ ðiâíîñèëüíèõ ðiâíîìið-
íié åðãîäè÷íîñòi îöiíêà ñòiéêîñòi ìîæå áóòè ïîáóäâàíà äåùî ïðîñòiøå � äèâ. ðîáîòè
[8�10]).

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðè àíàëiçi ëàíöþãiâ Ìàðêîâà çðó÷íî ïîñëàáèòè îçíà÷åííÿ ñòî-
õàñòè÷íî¨ ìàæîðàíòè i âiäìîâèòèñü âiä òîãî, ùîá âîíà áóëà éìîâiðíiñíèì ðîçïîäi-
ëîì, äîçâîëèâøè ïîâíié ñóìi ñòîõàñòè÷íî ìàæîðóþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi áóòè áiëüøîþ 1
(äèâ. íàïðèêëàä [6]). Ó ïåðåëi÷åíèõ âèùå ðîáîòàõ [4�7] òàêå ïîñëàáëåííÿ âèêîíó¹-
òüñÿ.

Ó öüîìó âèïäàêó, êîëè ïîâíà ìàñà ìàæîðóþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæå áóòè áiëüøå 1,
çâè÷àéíî íå ìîæíà ãîâîðèòè ïðî òå ùî, îäíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ìàæîðó¹ iíøó,
íàòîìiñòü iòèìåòüñÿ ïðî ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ìàæîðó¹ ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

Îäíàê âèÿâèëîñü, ùî âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íî¨ ìàæîðàíòè, ÿêi äîáðå âiäîìi äëÿ
ñòàíäàðòíîãî âèïàäêó (êîëè ìàæîðóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ¹ ðîçïîäiëîì), ïîòðåáóþòü
îêðåìîãî äîâåäåííÿ ó âèïàäêó, êîëè ïîâíà ñóìà ìàæîðóþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæå
áóòè áiëüøå 1.

Îêðiì òîãî, ïðè äîñëiäæåííi ñòiéêîñòi çáóðåíîãî ëàíöþãà Ìàðêîâà â [7] âèíèêëà
íåîáõiäíiñòü ïîáóäîâè ñòîõàñòè÷íî¨ ìàæîðàíòè äëÿ ñóì âèïàäêîâî¨ êiëüêîñòi âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí, ùî ïåâíèì ÷èíîì çàëåæàòü îäíà âiä îäíî¨ (ïîñëiäîâíîñòi âiäíîâëåííÿ
äëÿ äåÿêîãî íåîäíîðiäíîãî ëàíöþãà Ìàðêîâà).

Âèâ÷åííþ âêàçàíèõ ïèòàíü i ïðèñâÿ÷åíà öÿ ñòàòòÿ. Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîáîòè ìi-
ñòÿòüñÿ îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ââîäÿòüñÿ ïîçíà÷åííÿ, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòàíi â ïîäàëü-
øîìó. Ó äðóãîìó ðîçäiëi äîâåäåíî äåêiëüêà âëàñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íî¨ ìàæîðàíòè,
à ñàìå � ìàæîðóâàííÿ ñóìè äâîõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ìàæîðóâàííÿ
âèïàäêîâî¨ ñóìè íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ìàæîðóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi âiäíîâëåííÿ,
ïîðîäæåíî¨ íåîäíîðiäíèì ëàíöþãîì Ìàðêîâà.

2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ

Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {sn, n ≥ 0} ñòîõàñòè÷íî ìàæîðó¹ ðîçïîäië
{gn, n ≥ 0}, ÿêùî ∑k>n sk ≥

∑
k>n gk.

¾Õâîñòè¿ ðîçïîäiëiâ ïîçíà÷èìî âåëèêèìè áóêâàìè:

Sn =
∑

k>n

sk, Gn =
∑

k>n

gk,

òóò n ≥ −1, i S−1 àáî G−1 �öå ïîâíà ñóìà åëåìåíòiâ iç âiäïîâiäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi.
Äëÿ ìàæîðóþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi {sn, n ≥ 0} áóäåìî âèìàãàòè, ùîá

1 ≤
∞∑

n=0

sn <∞.

Äëÿ äâîõ ñóìîâàíèõ ïîñëiäîâíîñòåé {gn, n ≥ 0} òà {pn, n ≥ 0} âèçíà÷èìî çãîðòêó:

(g ? p)n =
n∑

k=0

gkpn−k.

Òîäi çãîðòêà ïîñëiäîâíîñòi iç ñàìîþ ñîáîþ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

g?2n =

n∑

k=0

gkgn−k.
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Iòåðàòèâíî ìîæíà âèçíà÷èòè çãîðòêó m-ãî ïîðÿäêó:

g?mn = (g?m−1 ? g)n.

Ñèìâîëîì G?2
n áóäåìî ïîçíà÷àòè ¾õâiñò¿ ðîçïîäiëó çãîðòêè:

G?2
n =

∑

k>n

g?2k .

Çàóâàæèìî, ùî n-é åëåìåíò çãîðòêè ïîñëiäîâíîñòi ç îäèíèöåþ ðiâíèé ñóìi ïîñëi-
äîâíîñòi äî n:

(g ? 1)n =
n∑

k=0

gk.

3. Ñòîõàñòè÷íà ìàæîðàíòà äëÿ ñóì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

Äîâåäåìî, ùî çãîðòêà ìàæîðàíò ¹ ìàæîðàíòîþ äëÿ ñóìè. Ìè ñôîðìóëþ¹ìî ðå-
çóëüòàò äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé, ïðèïóñòèâøè, ùî âñi ïîñëiäîâíîñòi ìîæóòü ó ñóìi áóòè
áiëüøèìè 1.

Îêðåìî ðîçãëÿíåìî âèïàäêè íåâiä'¹ìíèõ òà çíàêîçìiííèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,
îñêiëüêè äîâåäåííÿ òðiøêè âiäðiçíÿþòüñÿ, à â ïîäàëüøîìó íàñ öiêàâèòèìóòü âëà-
ñòèâîñòi íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Äåÿêi ôîðìóëè, îòðèìàíi ïðè äîâåäåííi,
ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè äëÿ ïîäàëüøèõ ïîñèëàíü.

Òåîðåìà 3.1. Ðîçãëÿíåìî ÷îòèðè íåâiä'¹ìíi ïîñëiäîâíîñòi:

{sn, n ≥ 0}, {rn, n ≥ 0}, {gn, n ≥ 0}, {pn, n ≥ 0}
òàêi, ùî

1 ≤
∞∑

k=0

sn = S, 1 ≤
∞∑

k=0

rn = R <∞,

1 ≤
∞∑

k=0

gn = G <∞, 1 ≤
∞∑

k=0

pn = P <∞.

Ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî n ≥ −1:

Sn =
∑

k>n

sn ≥ Gn =
∑

k>n

gn,

Rn =
∑

k>n

rn ≥ Pn =
∑

k>n

pn.

Òîäi çãîðòêà {(s?r)n, n ≥ 0} ¹ ìàæîðàíòîþ äëÿ çãîðòêè {(g?p)n, n ≥ 0}, à ñàìå,
äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ −1: ∑

k>n

(s ? r)k ≥
∑

k>n

(g ? p)k.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ðiçíèöþ
∑

k>n

k∑

j=0

(s ? r)j −
∑

k>n

k∑

j=0

(g ? p)j i ñêîðèñòà¹ìîñü ëå-

ìîþ 3.1.

∑

k>n

(s ? r)k −
∑

k>n

(g ? p)k =

n∑

k=0

skRn−k −
n∑

k=0

gkPn−k + SnR−GnP, (1)

âðàõó¹ìî, ùî çãiäíî ç óìîâîþ Rn−k ≥ Pn−k, òîäi
n∑

k=0

skRn−k −
n∑

k=0

gkPn−k + SnR−GnP ≥
n∑

k=0

(sk − gk)Pn−k + SnR−GnP =
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=

n∑

k=0

(
Sk−1 − Sk − (Gk−1 −Gk)

)
Pn−k + SnR−GnP =

=
n∑

k=0

(Sk−1 −Gk−1)Pn−k −
n∑

k=0

(Sk −Gk)Pn−k + SnR−GnP =

= (S−1 −G−1)Pn +
n−1∑

k=1

(Sk −Gk)(Pn−k − Pn−k+1)− (Sn −Gn)P0 + SnR−GnP.

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç óìîâîþ: S−1 = S ≥ G = G−1, à òàêîæ R > P . Òîäi

(S−1 −G−1)Pn +
n−1∑

k=1

(Sk −Gk)(Pn−k − Pn−k+1)− (Sn −Gn)P0 + SnR−GnP ≥

≥ (S −G)Pn +
n−1∑

k=1

(Sk −Gk)pn−k − (Sn −Gn)P0 + SnP −GnP =

= (S −G)Pn +
n−1∑

k=1

(Sk −Gk)pn−k + (Sn −Gn)(P − P0) =

= (S −G)Pn + (Sn −Gn)p0 +
n−1∑

k=1

(Sk −Gk)pn−k ≥ 0,

îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî n ≥ 0: Sn ≥ Gn, îòæå äðóãèé i òðåòié äîäàíêè íåâiä'¹ìíi, à
íåâiä'¹ìíiñòü ïåðøîãî äîäàíêà âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî S ≥ G. Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó
íåðiâíiñòü ó ôîðìóëó (1) îòðèìà¹ìî øóêàíèé ðåçóëüòàò. �

Äîâåäåìî òåïåð àíàëîãi÷íó òåîðåìó äëÿ äâîñòîðîííiõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Òåîðåìà 3.2. Ðîçãëÿíåìî ÷îòèðè íåâiä'¹ìíi, äâîñòîðîííi ïîñëiäîâíîñòi:

{sn,−∞ < n <∞}, {rn,−∞ < n <∞}, {gn,−∞ < n <∞}, {pn,−∞ < n <∞}
òàêi, ùî

1 ≤
∞∑

k=−∞
sn = S <∞, 1 ≤

∞∑

k=−∞
rn = R <∞,

1 ≤
∞∑

k=−∞
gn = G <∞, 1 ≤

∞∑

k=−∞
pn = P <∞.

Ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî n ≥ −∞:

Sn =
∑

k>n

sn ≥ Gn =
∑

k>n

gn,

Rn =
∑

k>n

rn ≥ Pn =
∑

k>n

pn.

Òîäi çãîðòêà {(s?r)n, n ≥ 0} ¹ ìàæîðàíòîþ äëÿ çãîðòêè {(g?p)n, n ≥ 0}, à ñàìå,
äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ −∞: ∑

k>n

(s ? r)k ≥
∑

k>n

(g ? p)k.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî âèðàç äëÿ çãîðòêè:

∑

k>n

(s ? r)k =
∑

k>n

∞∑

j=−∞
sjrn−j =

∞∑

j=−∞
sjRn−j . (2)
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Òîäi çàïèøåìî ðiçíèöþ:

∑

k>n

(s ? r)k −
∑

k>n

(g ? p)k =
∞∑

j=−∞
sjRn−j −

∞∑

j=−∞
gjPn−j =

= lim
N→∞




N∑

j=−N
(sjRn−j − gjPn−j)


,

îñêiëüêè Rn−j ≥ Pn−j , òî îñòàííié âèðàç íå ïåðåâèùó¹

lim
N→∞




N∑

j=−N
(sj − gj)Pn−j


 =

= lim
N→∞




N∑

j=−N

(
Sj−1 − Sj − (Gj−1 −Gj)

)
Pn−j


 =

= lim
N→∞




N∑

j=−N
(Sj−1 −Gj−1)Pn−j −

N∑

j=−N
(Sj −Gj)Pn−j


 =

= lim
N→∞




N−1∑

j=−N+1

(Sj −Gj)(Pn−j − Pn−j+1)


+

+ lim
N→∞

(
(S−N−1 −G−N−1)P−N−j − (SN −GN )PN−j

)
=

=
∞∑

j=−∞
(Sj −Gj)pn−j + (S−∞ −G−∞)P−∞ − (S∞ −G∞)P∞ =

=
∞∑

j=−∞
(Sj −Gj)pn−j + (S −G)P − 0 ≥ 0.

Îñòàííié âèðàç íåâiä'¹ìíèé, îñêiëüêè âñi äîäàíêè íåâiä'¹ìíi. �
Íàñëiäîê 3.1. ßêùî äâi äèñêðåòíi, íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ òà η ìàæî-
ðóþòüñÿ âiäïîâiäíî ïîñëiäîâíîñòÿìè {sn} òà {rn}, òî ¨õ ñóìà ξ + η ìàæîðîâàíà
çãîðòêîþ (s ? r)n.

Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξn,

n ≥ 0. Íåõàé ξi ìàæîðîâàíà ïîñëiäîâíiñòþ
{
s
(i)
n

}
, òîäi ñóìà

∑n
j=0 ξj ìàæîðîâàíà

çãîðòêîþ
(
s(0) ? s(1) ? · · · ? s(n)

)
.

Ëåìà 3.1. Íåõàé {an, n ≥ 0} òà {bn, n ≥ 0}� äâi ñóìîâàíi íåâiä'¹ìíi ïîñëiäîâíî-
ñòi, An =

∑
k>n ak, Bn =

∑
k>n bk. Íåõàé òàêîæ

A = A−1 =

∞∑

k=0

an, B = B−1 =

∞∑

k=0

bn.

Òîäi ìiñöå çîáðàæåííÿ:

∑

k>n

(a ? b)k =
n∑

k=0

akBn−k + AnB =
n+1∑

k=0

akBn−k + An+1B. (3)

Äîâåäåííÿ.

∑

k>n

(a ? b)k =
∞∑

k=n+1

k∑

j=0

ajbk−j =
n+1∑

k=0

ak

∞∑

j=n+1−k
bj +

∞∑

k=n+2

ak

∞∑

j=0

bj =
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=
n+1∑

k=0

akBn−k +
∑

k>n+1

akB =
n+1∑

k=0

akBn−k + An+1B.

Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî äðóãó ðiâíiñòü ó (3). Äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ðiâíîñòi ïîìi-

òèìî, ùî îñòàííié äîäàíîê ó ñóìi
n+1∑
k=0

akBn−k ìà¹ âèãëÿä: an+1Bn−(n+1) = an+1B−1 =

= an+1B.
Ïiäñòàâèøè éîãî ó âæå äîâåäåíó ôîðìóëó îòðèìà¹ìî

∑

k>n

(a ? b)k =

n+1∑

k=0

akBn−k + An+1B =

n∑

k=0

akBn−k + an+1B + An+1B =

=
∑

k>n

akBn−k + (an+1 + An+1)B =
∑

k>n

akBn−kAnB.

Îòæå ïåðøà ðiâíiñòü ó (3) òåæ äîâåäåíà. �

4. Ñòîõàñòè÷íà ìàæîðàíòà äëÿ âèïàäêîâèõ ñóì.

Ïîáóäó¹ìî ìàæîðàíòó äëÿ âèïàäêîâèõ ñóì, ïðè÷îìó âåëè÷èíè, ùî âõîäÿòü ó âè-
ïàäêîâó ñóìó, íå îáîâ'ÿçêîâî áóäóòü íåçàëåæíèìè. Íèæ÷å áóäå ïîáóäîâàíà êîíñòðó-
êöiÿ òàêî¨ âèïàäêîâî¨ ñóìè. Çàóâàæèìî, ùî ïîäiáíi âèïàäêîâi ñóìè âèíèêàþòü ïðè
àíàëiçi ïîñëiäîâíîñòåé âiäíîâëåííÿ, ïîðîäæåíèõ íåîäíîðiäíèìè ëàíöþãàìè Ìàðêî-
âà, ùî áóäå ïîêàçàíî ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Íåõàé (U,U)�äåÿêèé ïàðàìåòðè÷íèé âèìiðíèé ïðîñòið, i ξ(u), u ∈ U�äåÿêà
ñiì'ÿ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, iíäåêñîâàíà çíà÷åííÿìè iç U. Íåõàé
{νn, n ≥ 0}�ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çi çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði (U,U),
ïðè÷îìó ξ(u) íå çàëåæèòü âiä νn äëÿ âñiõ n òà u.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

ξn = ξ(νn).

Çàóâàæèìî, ùî íi ñiì'ÿ âåëè÷èí {ξi, i ≥ 0}, íi ïîñëiäîâíiñòü {νn, n ≥ 0} íå ¹ íåçàëå-
æíèìè ÿê óñåðåäèíi ãðóï, òàê i ìiæ ñîáîþ.

Íåõàé ζ�äåÿêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ùî íå çàëåæèòü íi âiä ξi, íi âiä νn, i pm =
= P{ζ = m}. Íàøà ìåòà ïîáóäóâàòè ìàæîðàíòó äëÿ ñóìè

ζ∑

k=0

ξk. (4)

Ââàæàòèìåìî, ùî âñi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çàäàíî íà ñïiëüíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðî-
ñòîði (Ω,F,P). Áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì E ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ çà ìiðîþ P.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé {sn(u), n ≥ 0}�ïîñëiäîâíiñòü, ùî ìàæîðó¹ âèïàäêîâó âåëè-
÷èíó ξ(u), u ∈ U, ïðè÷îìó âèêîíàíà óìîâà

sup
u∈U

∑

j≥0
sj(u) <∞. (5)

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü

ŝn = E
[(
s(ν0) ? s(ν1) ? · · · ? s(νζ)

)
n

]
(6)

¹ ñòîõàñòè÷íîþ ìàæîðàíòîþ äëÿ âèïàäêîâî¨ ñóìè (4).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñóìó

S =
ζ∑

k=0

ξk =
ζ∑

k=0

ξ(νk).
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Íåõàé ı̂(m) = (̂ı0, ı̂1, . . . , ı̂m)�äåÿêèé öiëî÷èñåëüíèé âåêòîð ðîçìiðíîñòi m + 1. Ââå-
äåìî ìíîæèíó

A
(
ı̂(m)

)
= {ν0 = ı̂0,ν1 = ı̂1, . . . ,νm = ı̂m}.

Òîäi

S =
∞∑

m=0


∑

ı̂(m)

S1A(ı̂(m))


pm =

∞∑

m=0


∑

ı̂(m)

(
m∑

k=0

ξ(̂ık)

)
1A(ı̂(m))


pm.

Ðîçãëÿíåìî éìîâiðíiñòü:

P{S > n} =
∑

m

∑

ı̂(m)

P
{
S > n

∣∣ ζ = m,A
(
ı̂(m)

)}
P{A

(
ı̂(m)

)
, ζ = m}. (7)

Çàóâàæèìî, ùî ζ òà âåëè÷èíè νi �íåçàëåæíi, òîæ

P
{
ζ = m,A

(
ı̂(m)

)}
= P{ζ = m}P

{
A
(
ı̂(m)

)}
= P

{
A
(
ı̂(m)

)}
pm. (8)

Îêðiì òîãî, âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ(u) ïðè êîæíîìó u íå çàëåæàòü âiä ζ òà âiä óñiõ
νn, à îòæå i âiä A(̂ı(m)). Òîìó

P
{
S > n

∣∣ ζ = m,A
(
ı̂(m)

)}
= P

{
m∑

k=0

ξ
(
ı̂k(m)

)
> n

∣∣∣∣ ζ = m,A
(
ı̂(m)

)
}

=

= P

{
m∑

k=0

ξ
(
ı̂k(m)

)
> n

}
. (9)

Ïiäñòàâèâøè (8) òà (9) ó (7), îòðèìà¹ìî

P{S > n} =
∞∑

m=0

∑

ı̂(m)

P

{
m∑

k=0

ξ
(
ı̂k(m)

)
> n

}
P
{
A
(
ı̂(m)

)}
pm. (10)

Àëå ξ(̂ık)�íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, à îòæå çà íàñëiäêîì äî òåîðåìè ïðî
ìàæîðóâàííÿ ñóìè íåçàëåæíèõ âåëè÷èí âîíè ìàæîðóþòüñÿ çãîðòêîþ:

P

{
m∑

k=0

ξ
(
ı̂k(m)

)
> n

}
≤
∑

j>n

(
s(̂ı0) ? · · · ? s(̂ım)

)
j
. (11)

Ïiäñòàâèâøè (11) ó (10), îòðèìà¹ìî

P{S > n} ≤
∑

m≥0


∑

ı̂(m)


∑

j>n

(
s(̂ı0) ? · · · ? s(̂ım)

)
j


P

{
A
(
ı̂(m)

)}

pm =

=
∑

m≥0


∑

j>n


∑

ı̂(m)

(
s(̂ı0) ? · · · ? s(̂ım)

)
j
P
{
A
(
ı̂(m)

)}



pm =

=
∑

j>n


∑

m≥0


∑

ı̂(m)

(
s(̂ı0) ? · · · ? s(̂ım)

)
j
P
{
A
(
ı̂(m)

)}

pm


 =

=
∑

j>n


∑

m≥0
E
[(
s(ν0) ? · · · ? s(νm)

)
j

∣∣ ζ = m
]
pm


 =

=
∑

j>n

E
[(
s(ν0) ? · · · ? s(νm)

)
j

]
.

Ùî i äîâîäèòü øóêàíå òâåðäæåííÿ.
Çàóâàæèìî, ùî çìiíà ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ ìîæëèâà â ñèëó óìîâè (5). �
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Î÷åâèäíèì íàñëiäêîì ùîéíî äîâåäåíî¨ òåîðåìè ¹ òàêà.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé ξn, n ≥ 0 ïîñëiäîâíiñòü äèñêðåòíèõ, íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí. Íåõàé òàêîæ ζ iíøà íåâiä'¹ìíà, äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ùî íå
çàëåæèòü âiä óñiõ (ξn, n ≥ 0). Ðîçïîäië ζ ïîçíà÷èìî pn = P{ζ = n}, n ≥ 0. Íåõàé

ξi ìàæîðîâàíà ïîñëiäîâíiñòþ
{
s
(i)
n

}
. Òîäi

∑ζ
j=0 ξj ìàæîðîâàíà ïîñëiäîâíiñòþ

sn =
∞∑

k=0

pk

(
s(0) ? · · · ? s(k)

)
n
.

Äîâåäåííÿ. Øóêàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.1, ÿêùî ïîêëàñòè

U = {0, 1, 2, . . .},
à νn = n. �

5. Ìàæîðóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi âiäíîâëåííÿ, ïîðîäæåíî¨ íåîäíîðiäíèì

ëàíöþãîì Ìàðêîâà

Êîíñòðóêöiÿ, îïèñàíà â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ¹ àêòóàëüíîþ äëÿ ïîáóäîâè ñêëå-
þâàííÿ äëÿ äâîõ ðiçíèõ íåîäíîðiäíèõ ëàíöþãiâ Ìàðêîâà. Ïðè öüîìó âèíèêà¹ íåîá-
õiäíiñòü àíàëiçó ïîñëiäîâíîñòi âiäíîâëåííÿ, ùî ïîðîäæåíà íåîäíîðiäíèì ëàíöþãîì
Ìàðêîâà, à òàêîæ ìàæîðóâàííÿ âèïàäêîâî¨ êiëüêîñòi òàêèõ âiäíîâëåíü.

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîáóäó¹ìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü âiäíîâëåííÿ òà ïîêàæåìî, ÿêèì
÷èíîì òåîðåìà 4.1 äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ìàæîðàíòó äëÿ âèïàäêîâî¨ êiëüêîñòi âiäíîâ-
ëåíü.

Íåõàé çàäàíî äåÿêèé iìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω,F,P). Óñi ïîäàëüøi âèïàäêîâi âåëè-
÷èíè ââàæà¹ìî âèçíà÷åíèìè íà öüîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé íåîäíîäíîðiäíèé çà ÷àñîì ëàíöþã Ìàðêîâà Xn çi çíà÷åííÿìè
ó âèìiðíîìó ïðîñòîði (E,E). Íåõàé Pt(x,A)�öå éîãî ïåðåõiäíà éìîâiðíiñòü íà t-ìó
êðîöi. Ââàæàòèìåìî, ùî ëàíöþã ñòàðòó¹ ç ïî÷àòêîâèì ðîçïîäiëîì µ0.

Íåõàé òàêîæ çàäàíî íàáið iìîâiðíiñíèõ ìið µt,x(·), x ∈ E, t > 0.
Íåõàé C ∈ E�äåÿêà ìíîæèíà. Òîäi ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü âiäíîâëåííÿ, ïîðî-

äæåíó íåîäíîðiäíèì ëàíöþãîì Xn, òàêèì ÷èíîì:

θ0 = inf
t
{t > 0 : Xt ∈ C}.

Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî âåëè÷èíó θ1. Ðîçãëÿíåìî ëàíöþã Ìàðêîâà X
(1)
t = Xθ0+t, t ≥ 0,

iç ïî÷àòêîâèì ðîçïîäiëîì µθ0,Xθ0
(·).

Òîäi

θ1 = inf
t

{
t > 0 : X

(1)
t ∈ C

}
.

Ïîêëàäåìî

τk =
k∑

j=0

θk, k ≥ 0.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì âèçíà÷èìî ëàíöþãè X
(k)
n = X

(k−1)
τk−1+t, k ≥ 1, iç ïî÷àòêîâèì

ðîçïîäiëîì µ
τk−1,X

(k−1)
θk−1

.

Íåõàé s
(t)
n (x)� ñòîõàñòè÷íà ìàæîðàíòà äëÿ ëàíöþãà, ùî ñòàðòó¹ â ìîìåíò t çi

ñòàíó x. Ïîçíà÷èìî

s(t)n (µ, x) =

∫

E

s(t)(y)µt,x(dy).

Íåõàé òàêîæ
S(t)
n (x) =

∑

k>n

s
(t)
k (x), S(t)

n (µ, x) =
∑

k>n

s
(t)
k (µ, x).
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Äëÿ êîæíîãî k ≥ 0 âèçíà÷èìî iòåðàòèâíî ïîñëiäîâíiñòü: ŝ
(k)
n (x), n ≥ 0.

Íåõàé ŝ
(1)
n (x) = s

(0)
n (x) i äàíî ïîñëiäîâíiñòü ŝ

(k)
n (x), òîäi âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü

ŝ
(k+1)
n (x) òàêèì ÷èíîì:

ŝ(k+1)
n (x) = E

[
ŝ(k)(x) ? s

(τk)

µ,X
(k+1)
0

]
. (12)

Òîäi äëÿ ââåäåíèõ âèùå ïîçíà÷åíü ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1. Ïîñëiäîâíiñòü
{
ŝ
(k)
n (x), n ≥ 0

}
¹ ñòîõàñòè÷íîþ ìàæîðàíòîþ äëÿ

ñóìè
∑k

j=0 θj çà óìîâè, ùî ëàíöþã ñòàðòó¹ ç òî÷êè x ∈ E.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ 4.1.
ßê ìíîæèíó U âèáåðåìî ìíîæèíó âñiõ ìîæëèâèõ ïàð (t, x), t ≥ 0, x ∈ E. Âèïàä-

êîâà âåëè÷èíà νn = (t, x), ÿêùî n-òå ïîïàäàííÿ ó ìíîæèíó C òðàïèëîñü ó ìîìåíò t
i ëàíöþã ïîòðàïèâ ó òî÷êó x ∈ C.

Òîäi òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî iç òåîðåìè 4.1. �

6. Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ

Ðîçãëÿíåìî íà ïðèêëàäi, êîëè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äîâåäåíi âèùå òåîðåìè.
Ó ðîáîòi [7] áóëà ââåäåíà íàñòóïíà êîíñòðóêöiÿ ñêëåþâàííÿ.

Íåõàé Xn, X
′
n, n ≥ 0, äâà íåîäíîðiäíi çà ÷àñîì ëàíöþãè Ìàðêîâà, çàäàíi íà ñïiëü-

íîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,E,P), çi çíà÷åííÿìè ó âèìiðíîìó ïðîñòîði (E,E).
Íåõàé Pt(x,A), P ′t (x,A)�ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi íà t-ìó êðîöi äëÿ ëàíöþãiâ X òà X ′

âiäïîâiäíî. Ó ðîáîòi ââåäåíî óìîâè íà áëèçüêiñòü ïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåé, àëå âîíè
íå ñóòò¹âi äëÿ öüîãî ïðèêëàäó.

Íåõàé C ∈ E�äåÿêà ìíîæèíà, äëÿ ÿêî¨ âèêîíàíà óìîâà ìiíîðèçàöi¨:

∀x ∈ C min{Pt(x,A), P ′t (x,A)} ≥ αν(A),

äå α ∈ (0, 1]�äåÿêà êîíñòàíòà, à ν(·)�äåÿêèé iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië.
Ðîçãëÿäàâñÿ âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ùî ñêëàäàâñÿ ç ïàð âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (Yn, Y

′
n),

äèíàìiêà ÿêèõ âèçíà÷àëàñü òàê:

Y0 = X0, Y ′0 = X ′0.

ßêùî ïàðà (Yn, Y
′
n) /∈ C × C, òî ðîçïîäië (Yn+1, Y

′
n+1) ∼ (Pn(Yn, ·), P ′n(Y ′n, ·)), àáî

iíøèìè ñëîâàìè ïàðà ïðîöåñiâ (Yn, Y
′
n) çáiãàëàñÿ çà ðîçïîäiëîì iç ïàðîþ (Xn, X

′
N )

äî ìîìåíòó ïîòðàïëÿííÿ ó ìíîæèíó C × C.
Êîëè (Yn, Y

′
n) ∈ C × C, òîäi ç iìîâiðíiñòþ α ëàíöþãè ââàæàëèñÿ ñêëå¹íèìè,

i â ïîäàëüøîìó Yn+1 = Y ′n+1 ç ïåâíèì ðîçïîäiëîì, à ç iìîâiðíiñòþ 1 − α ïðî-
öåñè íå ñêëåþâàëèñü i íàñòóïíå çíà÷åííÿ ïàðè (Yn+1, Y

′
n+1) âèáèðàëîñü iç ðîçïî-

äiëó (Pα(Yn, ·), P ′α(Y ′n, ·))�äëÿ ïåâíèì ÷èíîì âèçíà÷åíèõ ïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåé
Pα, P

′
α.

Äëÿ ïîáóäîâè îöiíêè âiäõèëåíü ïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåé çà n êðîêiâ äëÿ ëàíöþãiâ
X òà X ′ íåîáõiäíî áóëî ïîáóäóâàòè ìàæîðàíòó äëÿ ÷àñó ñêëåþâàííÿ.

Î÷åâèäíî, ùî çíàþ÷è ìàæîðàíòó äëÿ ïîòðàïëÿííÿ ïàðè (Xn, X
′
n) ó ìíîæèíó

(C×C), ìîæíà ëåãêî ïîáóäóâàòè øóêàíó ìàæîðàíòó äëÿ ÷àñó ñêëåþâàííÿ, âèêîðè-
ñòàâøè òåîðåìó 5.1. Öÿ òåîðåìà äîçâîëÿ¹ íå ëèøå ïîêàçàòè iñíóâàííÿ ìàæîðàíòè
äëÿ ÷àñó ñêëåþâàííÿ, àëå òàêîæ i äîñëiäèòè ¨¨ âëàñòèâîñòi çà ïåâíèõ óìîâ � íàïðè-
êëàä îöiíèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ÷àñó ñêëåþâàííÿ ÷åðåç ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâà-
ííÿ ìàæîðàíòè äëÿ ïîòðàïëÿííÿ ó ìíîæèíó C × C.
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PROPERTIES OF A STOCHASTIC DOMINANT FOR DISCRETE
DISTRIBUTIONS AND ITS APPLICATION FOR A RENEWAL SEQUENCE

GENERATED BY TIME-INHOMOGENEOUS MARKOV CHAIN

V. V. GOLOMOZIY

Abstract. Generalized stochastic dominance when dominating sequence is not neccessary a probability

distribution and may have total mass bigger than one is considered in this paper. Dominance of sums
of random variables, random sums for both independent and depenedent random variables are investi-

gated. Dominating sequnce for a renewal sequence generated by time-inhomogeneous Markov chain was

obtained. Only discrette random variables are considered.

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀÆÎÐÀÍÒÛ
ÄËß ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ È ÈÕ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ

Ê ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß,
ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÎÉ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÖÅÏÜÞ ÌÀÐÊÎÂÀ

Â. Â. ÃÎËÎÌÎÇÛÉ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííîå ñòîõàñòè÷åñêîå ìàæîðèðîâàíèå â ñëó÷àå, êîãäà ìàæî-
ðèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ìîæåò
èìåòü ïîëíóþ ìàññó ìåíüøå åäèíèöû. Èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ìàæîðèðîâàíèÿ ñóìì ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, ñëó÷àéíûõ ñóìì êàê íåçàâèñèìûõ, òàê è çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîñòðîåíà ìàæî-
ðàíòà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ, êîòîðàÿ ïîðîæäåíà íåîäíîðîäíîé öåïüþ Ìàðêîâà.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.


