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Â ÍÅßÂÍIÉ ËIÍIÉÍIÉ ÌÎÄÅËI Ç ÏÎÕÈÁÊÀÌÈ Ó ÇÌIÍÍÈÕ

Î. Î. ÄÀØÊÎÂ, Î. Ã. ÊÓÊÓØ

Àíîòàöiÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåÿâíà ëiíiéíà ìîäåëü ðåãðåñi¨ ç ïîõèáêàìè ó çìiííèõ, äå iñòèííi òî÷êè
ëåæàòü íà äåÿêié ãiïåðïëîùèíi â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, à ñóêóïíà êîðåëÿöiéíà ìàòðèöÿ ïîõèáîê
¹ ïðîïîðöiéíîþ äî îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi. Âèâ÷à¹òüñÿ îöiíêà îðòîãîíàëüíî¨ ðåãðåñi¨ öi¹¨ ãiïåðïëî-
ùèíè. Íàâåäåíî äîñòàòíi óìîâè êîíñèñòåíòíîñòi òà ñòðîãî¨ êîíñèñòåíòíîñòi îöiíêè. Ðåçóëüòàòè
çàñòîñîâóþòüñÿ äî ÿâíî¨ ìíîæèííî¨ ìîäåëi ðåãðåñi¨ ç âiëüíèì ÷ëåíîì i ïîõèáêàìè ó çìiííèõ.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Êîíñèñòåíòíiñòü îöiíêè, ìíîæèííà ìîäåëü ðåãðåñi¨ ç ïîõèáêàìè ó çìií-
íèõ, íåÿâíà ëiíiéíà ìîäåëü ðåãðåñi¨, îöiíêà îðòîãîíàëüíî¨ ðåãðåñi¨, îöiíêà ïîâíèõ íàéìåíøèõ
êâàäðàòiâ.
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1. Âñòóï

Ôóíêöiîíàëüíà ìíîæèííà ëiíiéíà ìîäåëü ðåãðåñi¨ ç âiëüíèì ÷ëåíîì i ïîõèáêàìè
ó çìiííèõ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè:

{
yi = b0 + x>ξi + εi,

xi = ξi + δi.
(1)

Òóò ξi ∈ Rm−1 �öå íåâiäîìi íåâèïàäêîâi âåêòîðè, εi, δi � âèïàäêîâi ïîõèáêè, à
b0 ∈ R, x ∈ Rm−1 �öå ïàðàìåòðè ðåãðåñi¨, ÿêi ïîòðiáíî îöiíèòè çà ñïîñòåðåæåí-
íÿìè (yi, xi), i = 1, n. Ïîäiáíi ìîäåëi ñïîñòåðåæåíü âèêîðèñòîâóþòü â åêîíîìåòðèöi
òà ïðè îáðîáöi ñèãíàëiâ. Òóò i íàäàëi âñi âåêòîðè ¹ âåêòîðàìè-ñòîâïöÿìè.

Çàçâè÷àé öþ ìîäåëü çâîäÿòü äî ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ áåç âiëüíîãî ÷ëåíà, â ÿêié óæå
ðîçãëÿäàþòü îöiíêó ïîâíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ (Total Least Squares estimator,
TLS-îöiíêà). Âîíà äîñëiäæóâàëàñü, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ [1�3, 5], äå íàâåäåíî äîñòàòíi
óìîâè ñëàáêî¨ i ñòðîãî¨ êîíñèñòåíòíîñòi TLS-îöiíêè ïðè ðiçíèõ ïðèïóùåííÿõ ïðî
ìîäåëü ñïîñòåðåæåíü. Íàéáiëüø ñëàáêi óìîâè äëÿ âèïàäêó, ÿêèé ìè áóäåìî ðîçãëÿ-
äàòè, ìiñòÿòüñÿ ó ñòàòòi [7].

Äëÿ òîãî, ùîá çâiëüíèòèñÿ âiä âiëüíîãî ÷ëåíà â ìîäåëi (1), ââîäÿòü äîäàòêîâèé
ðåãðåñîð, ÿêèé òîòîæíî ðiâíèé îäèíèöi òà ñïîñòåðiãà¹òüñÿ áåç ïîõèáîê. Àëå òàêèé
ïiäõiä ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ðåãðåñîðè ñòàþòü íåðiâíîïðàâíèìè. Ùîá çàïîáiãòè
öüîìó, ìè ðîçãëÿäà¹ìî îäðàçó íåÿâíó ëiíiéíó ìîäåëü ñïîñòåðåæåíü â åâêëiäîâîìó
ïðîñòîði Rm, m ≥ 2, äå ïðèõîâàíi çìiííi ëåæàòü íà äåÿêié ãiïåðïëîùèíi, ÿêó òðåáà
îöiíèòè.

Ó òàêié ìîäåëi íàéáiëüø ïîøèðåíîþ ¹ îöiíêà îðòîãîíàëüíî¨ ðåãðåñi¨ (ÎÎÐ), ÿêà
çàäà¹ ãiïåðïëîùèíó ç íàéìåíøîþ ñóìîþ êâàäðàòiâ âiäñòàíåé âiä ñïîñòåðåæóâàíèõ
òî÷îê. Ðiâíîïðàâíiñòü óñiõ çìiííèõ äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè ãåîìåòðè÷íi ìiðêóâàííÿ
ïðè äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé îöiíêè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåâàãè íåÿâíî¨ ìîäåëi, ìè çíàõîäèìî äîñòàòíi óìîâè êîíñè-
ñòåíòíîñòi òà ñòðîãî¨ êîíñèñòåíòíîñòi ÎÎÐ. Öi óìîâè íàêëàäàþòüñÿ íà âëàñíi çíà-
÷åííÿ âèáiðêîâî¨ êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi ïðèõîâàíèõ çìiííèõ. Âîíè íå ¹ íàñëiäêîì iç
âiäïîâiäíèõ óìîâ êîíñèñòíòíîñòi ç ðîáîòè [7], ÿêùî îñòàííi çàñòîñóâàòè äî çâåäåíî¨
ìîäåëi áåç âiëüíîãî ÷ëåíà.
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Ñòàòòÿ ïîáóäîâàíà òàêèì ÷èíîì. Ó ðîçäiëi 2 ââîäèòüñÿ íåÿâíà ëiíiéíà ìîäåëü
ñïîñòåðåæåíü â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, çàäà¹òüñÿ ÎÎÐ i ôîðìóëþþòüñÿ ïðèïóùåííÿ
ïðî ïîõèáêè âèìiðþâàííÿ. Ðîçäiëè 3 òà 4 ìiñòÿòü äîñòàòíi óìîâè êîíñèñòåíòíîñòi
òà ñòðîãî¨ êîíñèñòåíòíîñòi öi¹¨ îöiíêè. Ó ðîçäiëi 5 öi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâóþòüñÿ äî
TLS-îöiíêè ó ìíîæèííié ëiíiéíié ðåãðåñi¨ ç âiëüíèì ÷ëåíîì òà ïîõèáêàìè ó çìiííèõ.
Ó ðîçäiëi 6 ìíîæèííà ìîäåëü iç âiëüíèì ÷ëåíîì çâîäèòüñÿ äî ìîäåëi áåç âiëüíîãî
÷ëåíà i ïðîâîäèòüñÿ ïîðiâíÿííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ iç âiäîìèìè òåîðåìàìè ïðî
êîíñèñòåíòíiñòü TLS-îöiíêè. Îñòàííié ðîçäië ðîáîòè îêðåñëþ¹ íàïðÿìîê ïîäàëüøèõ
äîñëiäæåíü.

Ó öié ñòàòòi ðèñêà çãîðè ïîçíà÷à¹ óñåðåäíåííÿ ïåðøèõ n ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi
÷èñåë, âåêòîðiâ ÷è ìàòðèöü. ×èñëî â äóæêàõ çãîðè ïîçíà÷à¹ íîìåð ÷ëåíà óñåðåäíåíî¨
ïîñëiäîâíîñòi. ßêùî âií âiäñóòíié, òî çà çàìîâ÷óâàííÿì ââàæà¹òüñÿ, ùî öå n-é ÷ëåí
ïîñëiäîâíîñòi.

2. Îöiíêà i ïðèïóùåííÿ ïðî ìîäåëü

Ðîçãëÿíåìî íåÿâíó ëiíiéíó ìîäåëü ñïîñòåðåæåíü â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rm,
m ≥ 2: {

zi = ηi + γi,

(ηi, τ) = d.
(2)

Òóò zi � ñïîñòåðåæóâàíi âåêòîðè â Rm, ηi �ïðèõîâàíi çìiííi, ÿêi ëåæàòü íà ãiïåð-
ïëîùèíi

Γτd = {u ∈ Rm : (u, τ) = d}, (3)

τ� îäèíè÷íèé âåêòîð íîðìàëi äî ãiïåðïëîùèíè, d ∈ R; γi � âèïàäêîâi ïîõèáêè âè-
ìiðþâàííÿ. Çà ñïîñòåðåæåííÿìè zi, i = 1, n, îöiíþþòü ãiïåðïëîùèíó (3).

Íàäàëi ãëîáàëüíèìè ïðèïóùåííÿìè ïðî ìîäåëü (2) áóäóòü òàêi óìîâè.

(i) Âåêòîðè γi, i ≥ 1, ¹ íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi ç íóëüîâèì ñåðåäíiì.
(ii) Âåêòîðè γi, i ≥ 1, ìàþòü îäíàêîâó êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ cov(γi) = σ2Im,

äå σ2 > 0 íåâiäîìå.

Äëÿ äîâiëüíèõ íàáîðiâ ui, i = 1, n, òà vi, i = 1, n, âåêòîðiâ ç Rm ââåäåìî âèáiðêîâó
êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ

Suv =
1

n

n∑

i=1

(ui − ū)(vi − v̄)>, ū =
1

n

n∑

i=1

ui, v̄ =
1

n

n∑

i=1

vi.

Ó ìîäåëi (2) ÎÎÐ ïàðàìåòðiâ τ, d çàäà¹òüñÿ ïàðîþ τ̂, d̂, ùî äîñòàâëÿ¹ ìiíiìóì
öiëüîâié ôóíêöi¨

Q(τ, d) =

n∑

i=1

ρ2(zi,Γτd), ‖τ‖ = 1, d ∈ R,

äå ρ(z,Γ) ïîçíà÷à¹ âiäñòàíü âiä òî÷êè z äî ãiïåðïëîùèíè Γ.
Ó [6] ïîêàçàíî, ùî ÎÎÐ τ̂ ¹ íîðìîâàíèì âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi Szz , ÿêèé

âiäïîâiäà¹ íàéìåíøîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ λmin(Szz), à îöiíêà

d̂ = (z̄, τ̂).

Äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi Sηη ìè âïîðÿäêîâó¹ìî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ç óðàõóâàí-
íÿì ¨õ êðàòíîñòi:

λmin(Sηη) ≤ λ2(Sηη) ≤ · · · ≤ λmax(Sηη).

Íàäàëi Σ ïîçíà÷à¹ σ2Im = cov(γi).
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3. Äîñòàòíi óìîâè êîíñèñòåíòíîñòi ÎÎÐ

Òåîðåìà 1. Íåõàé ó ìîäåëi (2)�(3) âèêîíàíi óìîâè (i), (ii), à òàêîæ íàñòóïíi
óìîâè: äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ r ≤ 2

sup
i≥1

E ‖γi‖2r <∞,

λmax

(
S

(n)
ηη

)

nλ2
2

(
S

(n)
ηη

) → 0, n→∞,

n1−1/rλ2

(
S(n)
ηη

)
→∞, n→∞.

Òîäi îöiíêà τ̂ ¹ êîíñèñòåíòíîþ, òîáòî ïðè n→∞
min

{
‖τ̂− τ‖, ‖τ̂+ τ‖

} P−→ 0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ÎÎÐ åêâiâàðiàíòíà âiäíîñíî îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü (öþ
âëàñòèâiñòü îöiíêè îïèñàíî â [6]), òî áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî
τ = (1, 0, . . . , 0)>. Ó òàêîìó âèïàäêó

S(n)
ηη =

(
0 01×(m−1)

0(m−1)×1 An

)
,

äå An �êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ðîçìiðó m− 1, áî âåêòîðè ηi− η̄(n) ëåæàòü íà ãiïåðïëî-
ùèíi, ïåðïåíäèêóëÿðíié äî âåêòîðà τ, i ïðè öüîìó

λmin(An) = λ2

(
S(n)
ηη

)
.

Òîäi
Szz τ̂ = λmin(Szz)τ̂, Szz = Sηη + Sηγ + Sγη + Sγγ. (4)

Îñêiëüêè Szz ñèìåòðè÷íà, òî

λmin(Szz) ≤ (Szzτ, τ) = (Sγγτ, τ) = σ2 +
(
(Sγγ − Σ)τ, τ

)
. (5)

Ç iíøîãî áîêó

λmin(Szz) = (Szz τ̂, τ̂) = (Sηητ̂, τ̂) + (Sηγτ̂, τ̂) + (Sγητ̂, τ̂) + (Sγγτ̂, τ̂).

Îñêiëüêè Sηη íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíà òà ‖τ̂‖ = 1, òî

λmin(Szz)− σ2 ≥ −(‖Sηγ‖+ ‖Sγη‖+ ‖Sγγ − Σ‖). (6)

Iç (5) i (6) âèïëèâà¹, ùî
∣∣λmin(Szz)− σ2

∣∣ ≤ ‖Sηγ‖+ ‖Sγη‖+ ‖Sγγ − Σ‖. (7)

Ïåðåïèøåìî ïåðøó ðiâíiñòü (4) ó âèãëÿäi

Sηητ̂ =
((
λmin(Szz)− σ2

)
Im − Sηγ − Sγη − (Sγγ − Σ)

)
τ̂. (8)

Ïîçíà÷èìî Bn =

(
0 01×(m−1)

0(m−1)×1 A−1
n

)
i íåõàé P2 �ìàòðèöÿ îðòîïðîåêòîðà íà ãi-

ïåðïëîùèíó {τ}⊥. Òîäi

S(n)
ηη Bn = BnS

(n)
ηη =

(
0 0
0 Im−1

)
= P2.

Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (8) çëiâà íà Bn, îòðèìà¹ìî

P2τ̂ = Bn

((
λmin(Szz)− σ2

)
Im − Sηγ − Sγη −

(
Sγγ − σ2Im

))
τ̂,

à òîìó, âðàõîâóþ÷è (7) i òå, ùî îïåðàòîðíà íîðìà ìàòðèöi íå ïåðåâèùó¹ íîðìè
Ôðîáåíióñà, ìà¹ìî
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‖P2τ̂‖ ≤ 2‖Bn‖ ·
(
‖Sηγ‖F + ‖Sγη‖F + ‖Sγγ − σ2Im‖F

)
. (9)

Òóò i íàäàëi ‖A‖F ïîçíà÷à¹ íîðìó Ôðîáåíióñà ìàòðèöi, òîáòî êîðiíü iç ñóìè êâàäðà-
òiâ óñiõ ¨¨ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ; îïåðàòîðíà íîðìà ìàòðèöi � öå íîðìà âiäïîâiäíîãî
îïåðàòîðà â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.

Îñêiëüêè ‖τ̂‖ = 1, òî ‖P2τ̂‖2 + (τ̂, τ)2 = 1 i òîìó âèêîíó¹òüñÿ

min
(
‖τ̂− τ‖, ‖τ̂+ τ‖

)
=

√(
1−

√
1− ‖P2τ̂‖2

)2

+ ‖P2τ̂‖2 . (10)

Òîäi íàì äîñòàòíüî äîâîäèòè çáiæíiñòü P2τ̂
P−→ 0, n → ∞, à âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü

(9), äîñòàòíüî ïîêàçàòè çáiæíîñòi ‖Bn‖ ·
∥∥∥S(n)
γη

∥∥∥
F

P−→ 0 òà

‖Bn‖ ·
∥∥∥S(n)
γγ − Σ

∥∥∥
F

P−→ 0, n→∞.

Îñêiëüêè Bn � áëî÷íî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, à ìàòðèöÿ A−1
n ñèìåòðè÷íà, òî

‖Bn‖ = max
(
0,
∥∥A−1

n

∥∥) = λmax

(
A−1

n

)
=

1

λ2

(
S

(n)
ηη

) . (11)

Äëÿ îöiíþâàííÿ ‖Sγη‖F ñêîðèñòà¹ìîñü íåðiâíiñòþ Ðîçåíòàëÿ äëÿ 2r ≥ 2 (ó ôîðìó-
ëþâàííi ç ðîáîòè [7]):

E
∥∥∥S(n)
γη

∥∥∥
2r

F
=

1

n2r
E

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

γi(ηi − η̄)>
∥∥∥∥∥

2r

F

≤

≤ α

n2r

n∑

i=1

E‖γi‖2r‖ηi − η̄‖2r +
β

n2r

(
n∑

i=1

E‖γi‖2‖ηi − η̄‖2
)r

. (12)

Äàëi,

E‖γi‖2r ≤ sup
j≥1

E‖γj‖2r,
(
E‖γi‖2

)r
≤ sup

j≥1
E‖γj‖2r, i ≥ 1,

n∑

i=1

‖ηi − η̄‖2 = tr

(
n∑

i=1

(ηi − η̄)(ηi − η̄)>
)

= n · tr
(
S(n)
ηη

)
≤ nmλmax

(
S(n)
ηη

)
,

n∑

i=1

‖ηi − η̄‖2r ≤
(

n∑

i=1

‖ηi − η̄‖2
)r

≤ nrmrλmax

(
S(n)
ηη

)r
.

Òîìó

E‖Sγη‖2rF =
O
(
λmax

(
S

(n)
ηη

)r )

nr
, n→∞. (13)

Ç (11), (13) i óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî

‖Bn‖ ·
∥∥∥S(n)
γη

∥∥∥
F

P−→ 0, n→∞. (14)

Òåïåð îöiíèìî

E‖Sγγ − Σ‖rF ≤
((

E
∥∥∥γγ> − Σ

∥∥∥
r

F

)1/r

+
(
E
∥∥∥γ̄ γ>

∥∥∥
r

F

)1/r
)r

. (15)

Çà óìîâ òåîðåìè 1 ïîñëiäîâíiñòü
{
E
∥∥γiγ>i − Σ

∥∥r, i ≥ 1
}
îáìåæåíà i âèïàäêîâi ìàòðè-

öi
{
γiγ
>
i − Σ, i ≥ 1

}
íåçàëåæíi ó ñóêóïíîñòi, òîìó ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ íåðiâíiñòþ
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Ðîçåíòàëÿ äëÿ 1 ≤ r ≤ 2 (ó ôîðìóëþâàííi ç ðîáîòè [7]):

E
∥∥∥γγ> − Σ

∥∥∥
r

F
=

1

nr
E

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(
γiγ
>
i − Σ

)
∥∥∥∥∥

r

F

≤

≤ α

nr

n∑

i=1

E
∥∥γiγ>i − Σ

∥∥r
F

= O
(
n1−r). (16)

Òàêîæ ìà¹ìî

E
∥∥∥γ̄ γ>

∥∥∥
r

F
= E

∥∥∥γ̄(n)
∥∥∥

2r

=
1

n2r
E

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

γi

∥∥∥∥∥

2r

≤

≤ α

n2r

n∑

i=1

E‖γi‖2r +
β

n2r

(∑
E‖γi‖2

)r
= O

(
n−r

)
. (17)

Îòæå, ç (15) ‖Bn‖ ·
∥∥∥S(n)
γγ − Σ

∥∥∥ P−→ 0, n→∞, ùî i äîâîäèòü òåîðåìó. �

Òåîðåìà 2. Íåõàé â óìîâàõ òåîðåìè 1 ïîñëiäîâíiñòü η̄(n), n ≥ 1, îáìåæåíà. Òîäi

ÎÎÐ
(
τ̂; d̂

)
¹ êîíñèñòåíòíîþ îöiíêîþ, òîáòî ïðè n→∞

min
{
‖τ̂− τ‖+

∣∣d̂− d
∣∣, ‖τ̂+ τ‖+

∣∣d̂ + d
∣∣
}

P−→ 0. (18)

Çàóâàæåííÿ. Ñàìå òàêà çáiæíiñòü ó (18) ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî ïàðà τ = τ0, d = d0

çàäà¹ òó ñàìó ãiïåðïëîùèíó, ùî é ïàðà τ = −τ0, d = −d0.

Äîâåäåííÿ. Çà âëàñòèâîñòÿìè ÎÎÐ d̂ = (τ̂; z̄), ïðè öüîìó d = (τ; η̄), òîìó

‖τ̂− τ‖+ |d̂− d| = ‖τ̂− τ‖+ |(τ̂, z̄)− (τ, η̄)| = ‖τ̂− τ‖+ |(τ̂, γ̄)− (τ̂− τ, η̄)| ≤
≤ ‖τ̂− τ‖(‖η̄‖+ 1) + ‖γ̄‖ · ‖τ̂‖.

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî

‖τ̂+ τ‖+
∣∣d̂ + d

∣∣ ≤ ‖τ̂+ τ‖(‖η̄‖+ 1) + ‖γ̄‖ · ‖τ̂‖.

À òîìó

min
{
‖τ̂− τ‖+

∣∣d̂− d
∣∣, ‖τ̂+ τ‖+

∣∣d̂ + d
∣∣
}
≤

≤ min{‖τ̂+ τ‖, ‖τ̂− τ‖}(‖η̄‖+ 1) + ‖γ̄‖ · ‖τ̂‖. (19)

Îñêiëüêè çàðàç âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 1, òî

min{‖τ̂+ τ‖, ‖τ̂− τ‖} P−→ 0, n→∞.

À âðàõîâóþ÷è, ùî ‖τ̂‖ = 1,
∥∥η̄(n)

∥∥ = O(1), n → ∞, i çà çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë

γ̄(n) P−→ 0, n→∞, òî ç (19) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �

Çàóâàæåííÿ. Äîäàòêîâà óìîâà îáìåæåíîñòi ïîñëiäîâíîñòi η̄(n), n ≥ 1, âèíèêà¹ ç
òîãî, ùî íàâiòü êîëè ìè äîñòàòíüî òî÷íî îöiíèëè âåêòîð íîðìàëi äî øóêàíî¨ ãiïåð-
ïëîùèíè, òî íå çàâæäè ìîæåìî òî÷íî îöiíèòè âiäñòàíü äî öi¹¨ ãiïåðïëîùèíè.
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4. Äîñòàòíi óìîâè ñòðîãî¨ êîíñèñòåíòíîñòi ÎÎÐ

Òåîðåìà 3. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (i), (ii) òà äëÿ äåÿêèõ r ≥ 2, n0 ≥ 1
âèêîíó¹òüñÿ òàêå:

sup
i≥1

E ‖γi‖2r <∞,

∞∑

n=n0



λmax

(
S

(n)
ηη

)

nλ2
2

(
S

(n)
ηη

)




r

<∞,

∞∑

n=n0


 1
√
nλ2

(
S

(n)
ηη

)




r

<∞.

Òîäi îöiíêà τ̂ ¹ ñòðîãî êîíñèñòåíòíîþ, òîáòî ïðè n→∞
min{‖τ̂− τ‖, ‖τ̂+ τ‖} → 0 ì. í.

Äîâåäåííÿ. Iç (11) i (13) âèïëèâà¹, ùî

E
∞∑

n=n0

‖Bn‖2r ·
∥∥∥S(n)
γη

∥∥∥
2r

F
=

∞∑

n=n0

E
∥∥∥S(n)
γη

∥∥∥
2r

F
· ‖Bn‖2r <∞,

i òîìó ‖Bn‖ ·
∥∥∥S(n)
γη

∥∥∥
F
→ 0, n→∞ ì. í. À îòæå, âðàõîâóþ÷è (9) i (10), íàì çàëèøà¹-

òüñÿ äîâåñòè çáiæíiñòü ‖Bn‖·
∥∥∥S(n)
γγ − Σ

∥∥∥→ 0, n→∞, ì. í. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ

íåðiâíiñòþ Ðîçåíòàëÿ äëÿ r ≥ 2:

E

∥∥∥∥γγ>
(n) − Σ

∥∥∥∥
r

F

=
1

nr
E

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(
γiγ
>
i − Σ

)
∥∥∥∥∥

r

F

≤

≤ α

nr

n∑

i=1

E
∥∥γiγ>i − Σ

∥∥r
F

+
β

nr

(∑
E
∥∥γiγ>i − Σ

∥∥2

F

)r/2

= O
(
n−r/2

)
.

Äàëi, âðàõóâàâøè (15) i (17), çà óìîâ òåîðåìè 3 ìà¹ìî, ùî

E
∞∑

n=n0

‖Bn‖r‖Sγγ − Σ‖rF =

∞∑

n=n0

E‖Sγγ − Σ‖rF ‖Bn‖r <∞,

à òîìó ì. í. ‖Bn‖ · ‖Sγγ − Σ‖F → 0, n→∞, ùî i äîâîäèòü òåîðåìó. �
Íàñòóïíà òåîðåìà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 2.

Òåîðåìà 4. Íåõàé â óìîâàõ òåîðåìè 3 ïîñëiäîâíiñòü η̄(n), n ≥ 1, îáìåæåíà. Òîäi

ÎÎÐ
(
τ̂; d̂

)
¹ ñòðîãî êîíñèñòåíòíîþ, òîáòî ïðè n→∞

min
{
‖τ̂− τ‖+

∣∣d̂− d
∣∣, ‖τ̂+ τ‖+

∣∣d̂ + d
∣∣
}
→ 0 ì. í.

5. Çàñòîñóâàííÿ äî ìíîæèííî¨ ëiíiéíî¨ ìîäåëi

Ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ ìîæíà âèêîðèñòàòè ïðè äîñëiäæåííi ìîäåëi (1).
Ùîá ïåðåéòè âiä íå¨ äî íåÿâíî¨ ìîäåëi (2), ïîêëàäà¹ìî

zi =

(
yi
xi

)
, ηi =

(
b0 + x>ξi

ξi

)
, γi =

(
εi
δi

)
, i = 1, n, (20)

τ =


 1√

1 + ‖x‖2
;

−x>√
1 + ‖x‖2



>

, d =
b0√

1 + ‖x‖2
. (21)
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Çàñòîñó¹ìî òåîðåìè 1�4 äî ïåðåïèñàíî¨ ìîäåëi (2) äëÿ îòðèìàííÿ íàñëiäêiâ ó
ìîäåëi (1). Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó íàêëàäåìî âiäïîâiäíi óìîâè: ó ìîäåëi (1) áóäóòü
äiÿòè ïðèïóùåííÿ (i), (ii), äå γi ç (20).

Òåïåð çà îöiíêàìè τ̂, d̂ ïîáóäó¹ìî îöiíêè x̂, b̂ ïàðàìåòðiâ ðåãðåñi¨ x, b0. Íåõàé τ̂1

ïîçíà÷à¹ ïåðøó êîîðäèíàòó âåêòîðà τ̂, à P τ̂�÷àñòèíó âåêòîðà τ̂ áåç ïåðøî¨ êîîð-
äèíàòè. Âiäïîâiäíi ïîçíà÷åííÿ ââåäåìî i äëÿ âåêòîðà τ. Ïðè τ̂1 6= 0 ïîêëàäåìî

x̂ =
−1

τ̂1
P τ̂, b̂ =

d̂

τ̂1
, (22)

iíàêøå îáèäâi îöiíêè ïîêëàäåìî ðiâíèìè íóëþ.
Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìè-íàñëiäêè.

Òåîðåìà 5. Íåõàé ó ìîäåëi (1) âèêîíàíi óìîâè (i), (ii) òà äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ r ≤ 2
ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå:

sup
i≥1

E ‖γi‖2r <∞, (23)

λmax(Sξξ)

nλ2
min(Sξξ)

→ 0, n→∞, (24)

n1−1/rλmin(Sξξ)→∞, n→∞. (25)

Òîäi x̂
P−→ x, n→∞.

Òåîðåìà 6. Íåõàé â óìîâàõ òåîðåìè 5 ïîñëiäîâíiñòü ξ̄(n), n ≥ 1, îáìåæåíà. Òîäi

b̂
P−→ b0, n→∞.

Òåîðåìà 7. Íåõàé â ìîäåëi (1) âèêîíàíi óìîâè (i), (ii) òà äëÿ äåÿêèõ r ≥ 2, n0 ≥ 1
ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå:

sup
i≥1

E ‖γi‖2r <∞,

∞∑

n=n0

(
λmax(Sξξ)

nλ2
min(Sξξ)

)r

<∞, (26)

∞∑

n=n0

(
1√

nλmin(Sξξ)

)r

<∞. (27)

Òîäi x̂→ x ì. í., n→∞.

Òåîðåìà 8. Íåõàé â óìîâàõ òåîðåìè 7 ïîñëiäîâíiñòü ξ̄(n), n ≥ 1, îáìåæåíà. Òîäi

b̂→ b0 ì. í., n→∞.

Äëÿ ïîÿñíåííÿ ïðàâèëüíîñòi òåîðåì 5�8 ñïî÷àòêó äîñëiäèìî óìîâè, ÿêi íàêëàäà-
þòüñÿ íà âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi Sξξ. Îñêiëüêè

Sηη =

(
x>Sξξx x>Sξξ
Sξξx Sξξ

)
=

(
1 x>

0 Im−1

)(
0 0
0 Sξξ

)(
1 0
x Im−1

)
,

òî ç òåîðåìè Ôiøåðà �Êóðàíòà ïðî ìiíiìàêñíó õàðàêòåðèçàöiþ âëàñíèõ ÷èñåë ñèìå-
òðè÷íî¨ ìàòðèöi [4] îòðèìó¹ìî, ùî λmin(Sξξ) ≤ const ·λ2(Sηη). Òàêîæ

λmax(Sηη) ≤ tr(Sηη) ≤
(

1 + ‖x‖2
)

tr(Sξξ) ≤ m
(

1 + ‖x‖2
)
λmax(Sξξ).

À îòæå, êîëè âèêîíàíi óìîâè îäíi¹¨ ç òåîðåì 5�8, òî âèêîíóþòüñÿ é óìîâè âiäïîâiäíî¨
òåîðåìè 1�4 äëÿ ïåðåïèñàíî¨ íåÿâíî¨ ìîäåëi (2).
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Ç îãëÿäó íà âèãëÿä îöiíîê ó (22) áà÷èìî, ùî ïðè çìiíi îöiíîê τ̂ òà d̂ íà ïðîòèëåæíi,

âèðàçè äëÿ x̂ òà b̂ íå çìiíþþòüñÿ. Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî

x =
−Pτ
τ1

, b0 =
d

τ1
, τ1 6= 0,

çi çáiæíîñòi min{‖τ̂−τ‖, ‖τ̂+τ‖} → 0, n→∞ (çà éìîâiðíiñòþ ÷è ìàéæå íàïåâíî) âè-
ïëèâà¹ âiäïîâiäíà çáiæíiñòü x̂→ x, n→∞. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî ç ðåçóëüòàòó
êîæíî¨ ç òåîðåì 1�4 äëÿ íåÿâíî¨ ìîäåëi (2) âèïëèâà¹ ðåçóëüòàò âiäïîâiäíî¨ òåîðåìè
5�8 äëÿ ìîäåëi (1).

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìè 5�8 ñïðàâäi ¹ íàñëiäêàìè ç òåîðåì 1�4.

6. Ïîðiâíÿííÿ ç âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè ïðî êîíñèñòåíòíiñòü

Ïîðiâíÿ¹ìî ðåçóëüòàòè òåîðåì 5�8 iç âiäîìèìè óìîâàìè êîíñèñòåíòíîñòi
TLS-îöiíêè, êîëè îñòàííi çàñòîñîâàíi äî çâåäåíî¨ ìîäåëi ðåãðåñi¨ áåç âiëüíîãî ÷ëåíà:

{
bi = x>0 a

0
i + b̃i,

ai = a0
i + ãi,

(28)

ÿêà îòðèìàíà ç (1) çàìiíàìè

ai =

(
1
xi

)
, a0

i =

(
1
ξi

)
, ãi =

(
0
δi

)
, bi = yi, x0 =

(
b0

x

)
, b̃i = εi, i = 1, n. (29)

Ïîçíà÷èìî c̃i =
(
ã>i ; b̃i

)>
, òîäi ïðèïóùåííÿ (i), (ii) ïðî ìîäåëü (1) ïåðåòâîðþþ-

òüñÿ íà òàêi óìîâè.

(iii) Âåêòîðè c̃i, i ≥ 1, íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi ç íóëüîâèì ñåðåäíiì.
(iv) Âåêòîðè c̃i, i ≥ 1, ìàþòü îäíàêîâó êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ

cov(c̃i) = σ2 · diag(0, 1, 1, . . . , 1)

iç íåâiäîìèì ìíîæíèêîì σ2 > 0.

Ó ìîäåëi (28) îöiíêà ïîâíèõ íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ x̂TLS ïàðàìåòðà x0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì
îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i

min
(∆ai∈Rm,∆bi∈R)

n∑

i=1

(
‖∆ai‖2 + |∆bi|2

)

çà óìîâè, ùî iñíó¹ òàêèé x ∈ Rm, äëÿ ÿêîãî âèêîíàíî

bi −∆bi = x>(ai −∆ai), i = 1, n.

Ó ðîáîòi [7] íàâåäåíî íàéáiëüø ñëàáêi óìîâè êîíñèñòåíòíîñòi i ñòðîãî¨ êîíñèñòåí-
òíîñòi TLS-îöiíêè ó ìîäåëi (28) ç îáìåæåííÿìè (iii), (iv). Âiäïîâiäíi òåîðåìè ìàþòü
òàêi ôîðìóëþâàííÿ, äå A0 := [a0

1, a
0
2, . . . , a

0
n]>.

Òåîðåìà 9. Íåõàé ó ìîäåëi (28) âèêîíàíi óìîâè (iii), (iv) i äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ r ≤ 2

sup
i≥1

E ‖c̃i‖2r <∞, (30)

n−1/rλmin

(
A>0 A0

)
→∞, n→∞. (31)

Òîäi x̂TLS
P−→ x0, n→∞.

Òåîðåìà 10. Íåõàé ó ìîäåëi (28) âèêîíàíi óìîâè (iii), (iv) òà äëÿ äåÿêèõ r ≥ 2,
n0 ≥ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå:

sup
i≥1

E ‖c̃i‖2r <∞,
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∞∑

n=n0

( √
n

λmin(A>0 A0)

)r

<∞. (32)

Òîäi x̂TLS → x0 ì. í., n→∞.

Îñêiëüêè òåîðåìè 9, 10 äàþòü óìîâè êîíñèñòåíòíîñòi îäíî÷àñíî îöiíîê ïàðàìåòðiâ
b0 òà x, òî ìè áóäåìî ïîðiâíþâàòè ¨õ iç òåîðåìàìè 6 i 8 âiäïîâiäíî. Áà÷èìî, ùî
óìîâè (23) i (30) îäíàêîâi, à óìîâè (31) i (32) îòðèìóþòüñÿ iç (25) i (27) âiäïîâiäíî,
ÿêùî çàìiíèòè λmin(Sξξ) íà 1

nλmin

(
A>0 A0

)
. Òîìó ñïî÷àòêó äîñëiäèìî ìàòðèöþ A>0 A0.

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (29), ìà¹ìî

A0 =

(
1 1 . . . 1
ξ1 ξ2 . . . ξn

)>
.

Òîäi

1

n
A>0 A0 =

1

n

n∑

i=1

a0
i a

0
i
>

=

(
1 ξ̄>

ξ̄ ξξ>

)
.

Äëÿ ïîðiâíÿííÿ ÷èñåë λmin(Sξξ) òà 1
nλmin

(
A>0 A0

)
âèêîðèñòà¹ìî âëàñòèâîñòi ñïå-

êòðà ñèìåòðè÷íèõ íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíèõ ìàòðèöü. Äëÿ òàêî¨ ìàòðèöi A ∈ Rm×m

ïîçíà÷àòèìåìî

det(A− λIm) = (−1)mλm + · · ·+ b(A)λ2 − c(A)λ+ det(A). (33)

Òîäi c(A) äîðiâíþ¹ ñóìi àëãåáðà¨÷íèõ äîïîâíåíü äî äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðè-
öi A. Äàëi âïîðÿäêîâó¹ìî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ A:

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm. (34)

Çà òåîðåìîþ Âi¹òà

det(A) = λ1λ2 . . . λm, c(A) =
m∑

j=1

λ1λ2 . . . λm
λj

. (35)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è âïîðÿäêîâàíiñòü âëàñíèõ ÷èñåë, ìà¹ìî

1

m
λ1 =

λ1λ2 . . . λm
mλ2λ3 . . . λm

≤ det(A)

c(A)
≤ λ1λ2 . . . λm
λ2λ3 . . . λm

= λ1. (36)

ßêùî äëÿ êîæíîãî i = 2,m âiä i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi 1
nA
>
0 A0 âiäíÿòè ïåðøèé, ïîìíî-

æåíèé íà (i− 1)-é åëåìåíò âåêòîðà ξ̄, òî îòðèìà¹ìî, ùî

det

(
1

n
A>0 A0

)
= det(Sξξ). (37)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò äëÿ ðîçìiðíîñòi íà îäèíèöþ ìåíøå, îäåðæó¹ìî

c

(
1

n
A>0 A0

)
= c(Sξξ) + det

(
ξξ>

)
≥ c(Sξξ). (38)

Òîìó ç (36), iç âðàõóâàííÿì (37) i (38), âèïëèâà¹, ùî

λmin

(
1

n
A>0 A0

)
≤ mdet

(
1
nA
>
0 A0

)

c
(

1
nA
>
0 A0

) ≤ m det(Sξξ)

c(Sξξ)
≤ mλmin(Sξξ). (39)

Òîáòî óìîâè (25) i (27) ¹ ñëàáøèìè çà óìîâè (31) i (32) âiäïîâiäíî. À äëÿ òèïîâîãî
âèïàäêó, êîëè λmax(Sξξ) = O(λmin(Sξξ)), n→∞, óìîâè (24) i (26) áóäóòü âèïëèâàòè
ç óìîâ (25) i (27) âiäïîâiäíî.
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7. Âèñíîâêè

Ìè ðîçãëÿíóëè íåÿâíó ëiíiéíó ìîäåëü ðåãðåñi¨ ç ïîõèáêàìè ó çìiííèõ i îòðèìàëè
äîñèòü ì'ÿêi óìîâè êîíñèñòåíòíîñòi ÎÎÐ. ßê íàñëiäîê ìè îäåðæàëè òåîðåìè ïðî
êîíñèñòåíòíiñòü TLS-îöiíêè ó ìíîæèííié ëiíiéíié ðåãðåñi¨ çi ñêàëÿðíèì âiäãóêîì,
âiëüíèì ÷ëåíîì i ïîõèáêàìè ó çìiííèõ, ïðè öüîìó âiäïîâiäíi òâåðäæåííÿ íå âè-
ïëèâàþòü iç ðåçóëüòàòiâ [7]. Öiêàâî áóëî á ïîäiáíèì ÷èíîì äîñëiäèòè TLS-îöiíêó ó
âiäïîâiäíié ìíîæèííié ðåãðåñi¨ ç âåêòîðíèì âiäãóêîì i âiëüíèì ÷ëåíîì.
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CONSISTENCY OF ORTHOGONAL REGRESSION ESTIMATOR
IN IMPLICIT LINEAR ERRORS-IN-VARIABLES MODEL

O. O. DASHKOV, A. G. KUKUSH

Abstract. An implicit linear errors-in-variables model is considered, where the true points belong to a

hyperplane in a Euclidean space and the total error variance-covariance matrix is proportional to the
identity matrix. The orthogonal regression estimator of the hyperplane is studied. Sufficient conditions

for the consistency and strong consistency of the estimator are presented. The results are applied to an

explicit multiple errors-in-variables model with intercept.

ÑÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÎÖÅÍÊÈ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÉ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ
Â ÍÅßÂÍÎÉ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ Ñ ÎØÈÁÊÀÌÈ Â ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

À. À. ÄÀØÊÎÂ, À. Ã. ÊÓÊÓØ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåÿâíàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü ðåãðåññèè ñ îøèáêàìè â ïåðåìåííûõ, ãäå
èñòèííûå òî÷êè ëåæàò íà íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè â åâêëèäîâîì ïðîñòàíñòâå, à ñîâìåñòíàÿ êîð-
ðåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Èçó÷àåòñÿ îöåíêà îðòîãîíàëü-
íîé ðåãðåññèè ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè è ñòðîãîé
ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê ÿâíîé ìíîæåñòâåííîé ìîäåëè ðåãðåññèè ñî
ñâîáîäíûì ÷ëåíîì è îøèáêàìè â ïåðåìåííûõ.


