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1. Âñòóï

Ðîçãëÿíåìî m-êàíàëüíó ñèñòåìó ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ (ÑÌÎ), íà ÿêó ïîñòó-
ïà¹ ïóàññîíiâñüêèé ïîòiê çàÿâîê ç iíòåíñèâíiñòþ λ, à ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ ξ ìà¹ åêñ-
ïîíåíöiéíèé ðîçïîäië

P(ξ < x) = 1− exp(−µx).

Òîáòî â çàãàëüíîïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ� öå ÑÌÎ òèïó (M/M/m) (äèâ. [1�3]). Íå-
õàé ó ìîìåíò S0 = 0 ñèñòåìà ïîðîæíÿ, à S1 �öå ìîìåíò çâiëüíåííÿ ñèñòåìè ïiñëÿ
1-ãî ïåðiîäó çàéíÿòîñòi. Âiäïîâiäíî Sk �öå ìîìåíò çâiëüíåííÿ ñèñòåìè ïiñëÿ k-ãî
ïåðiîäó çàéíÿòîñòi.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q(t) âåëè÷èíó ÷åðãè ó ÑÌÎ â ìîìåíò ÷àñó t. I íåõàé

Q̄n = Q̄(Sn) = max
1≤k≤n

Yk,

äå

Q̄(t) = sup
0≤s<t

Q(s), Yk = sup
Sk−1≤s<Sk

Q(s).

Ó ðÿäi ðîáiò [4�8] ñòàâèëàñü çàäà÷à çíàõîäæåííÿ êîíñòàíò an, bn > 0 òàêèõ, ùî

lim
n→∞

P
(
bn(Q̄n − an) < x

)
= G(x), (1)

äå G(x)�íåâèðîäæåíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó.
Òàê, íàïðèêëàä,  ðóíòóþ÷èñü íà êëàñè÷íié òåîði¨ åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü íåçà-

ëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (í. î. ð. â. â.) (äèâ. [9, 10]), äëÿ
ÑÌÎ (M/M/m) îäåðæàíî òàêå àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ:

lim
n→∞

P(bnQ̄n < x) = exp
(
−x−1

)
, x ≥ 0, (2)

ÿêùî λ = mµ, bn = m!(nmm)−1 [4, 7].
Àëå, ÿê âèÿâèëîñü, ó áàãàòüîõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ (íàïðèêëàä, ïðè λ < mµ) ðiâ-

íîñòi òèïó (1), (2) íå âèêîíóþòüñÿ, òîáòî ïðè ëiíiéíèõ íîðìóâàííÿõ äëÿ Q̄n íå iñíó¹
íåâèðîäæåíèé ãðàíè÷íèé ðîçïîäië. Àíàëîãi÷íà ñèòóàöiÿ çáåðiãà¹òüñÿ i äëÿ ïðîöåñiâ
çàãèáåëi òà ðîçìíîæåííÿ [7].

Òîìó ó äåÿêèõ ñòàòòÿõ (íàïðèêëàä, [5]) ðîáèëèñÿ ñïðîáè çíàéòè íèæíþ òà âåðõíþ
ãðàíèöi äëÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí bn(Q̄n−an). Äåÿêi iíøi àïðîêñèìàöi¨, ÿêi
áàçóþòüñÿ íà ñïiââiäíîøåííi (2), çàïðîïîíîâàíi â [7].

Îãëÿä äîñëiäæåíü çà äàíîþ òåìàòèêîþ ìîæíà çíàéòè â ðîáîòi [8].
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Ó öié ñòàòòi áóäå âñòàíîâëåíî îäèí çàãàëüíèé ðåçóëüòàò äëÿ åêñòðåìàëüíèõ çíà-
÷åíü ðåãåíåðóþ÷èõ ïðîöåñiâ. Ïðè öüîìó ìè äåùî çìiíþ¹ìî ñàìó ïîñòàíîâêó çàäà÷i.
Òàê, íà âiäìiíó âiä Q̄n, äå ñóïðåìóì ïðîöåñó Q(t) ôàêòè÷íî áåðåòüñÿ ïî âèïàäêî-
âîìó iíòåðâàëó (0, Sn), ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìàêñèìóìè íà íåâèïàäêîâèõ iíòåðâàëàõ, à
ãîëîâíå � âèêîðèñòîâó¹ìî íåëiíiéíi íîðìóâàííÿ. Äàëi áóäóòü íàâåäåíi çàñòîñóâàííÿ
äî ïðîöåñiâ çàãèáåëi òà ðîçìíîæåííÿ, à òàêîæ äî ïðîöåñó Q(t), ÿêèé îïèñó¹ äîâæèíó
÷åðãè ó ÑÌÎ.

2. Ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ ðåãåíåðóþ÷èõ ïðîöåñiâ

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ðåãåíåðóþ÷îãî ïðîöåñó, íàïðèêëàä, [11, ÷. II, ãë. 2].

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ïiä öèêëîì òðèâàëîñòi T ìè áóäåìî ðîçóìiòè âïîðÿäêîâàíó ïàðó
L = (T, ξ(t)) , â ÿêié T �íåâiä'¹ìíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, à ξ(t)� âèïàäêîâèé ïðîöåñ,
âèçíà÷åíèé íà [0, T ),

P(T = 0) < 1, P(T <∞) = 1.

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà T i ïðîöåñ ξ(t) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çàëåæíi.
Ïðèïóñòèìî, ùî Li = (Ti, ξi(t)), i ≥ 1, � íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ

öèêëiâ, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ ç L. Âèçíà÷èìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t), t ≥ 0,
ôîðìóëîþ

X(t) = ξi(t− Si−1) ïðè t ∈ [Si−1, Si),

äå Si = T1 + . . . + Ti, i ≥ 1, S0 = 0.
Òîäi áóäåìî íàçèâàòè ïðîöåñ X(t) ðåãåíåðóþ÷èì, òî÷êè Si �ìîìåíòàìè ðåãåíå-

ðàöi¨, à ïðîìiæîê [Si−1, Si)� i-ì ïåðiîäîì ðåãåíåðàöi¨.

Ïîêëàäåìî
Z(t) = sup

0≤s<t
X(s), Zk = sup

Sk−1≤s<Sk

X(s). (3)

Ùîá óíèêíóòè ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ iç âèìiðíiñòþ Z(t) òà Zk, íà âèïàäêîâi ïðîöåñè
ξi(t) áóäåìî íàêëàäàòè óìîâó ñåïàðàáåëüíîñòi.

Çðîçóìiëî, ùî òîäi Zk �öå í. î. ð. â. â. Áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ âñiõ u ∈ R
q(u) = P(Zk ≥ u) > 0 i q(u) ↓ 0 ïðè u ↑ ∞

(ôàêòè÷íî îñòàííÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî Zk ìàéæå íàïåâíå (ì. í.) ñêií÷åííà âèïàäêîâà
âåëè÷èíà).

Òåîðåìà 1. Íåõàé aT = ETk <∞, x > 0, t∗ = x/q(u). Òîäi

lim
u→∞

P(Z(t∗) ≥ u) = 1− exp

(
− x

aT

)
. (4)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïî÷íåìî ç îäíîãî äîïîìiæíîãî òâåðäæåííÿ.
Íåõàé ζ òà ε� âèïàäêîâi âåëè÷èíè òàêi, ùî

P(ε = 1) = q, P(ε = 0) = 1− q, 0 < q < 1,

P(ζ ≥ 0) = 1, P(ζ = 0) < 1.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âèïàäêîâi âåëè÷èíè ζ òà ε çàëåæíi.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (ζn, εn) íåçàëåæíèõ êîïié ïàðè (ζ, ε). Äàëi âèçíà÷èìî

âèïàäêîâó âåëè÷èíó ν:
ν = min(n ≥ 1 : εn = 1).

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ν ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië [12, ñ. 61]:

P(ν = n) = q(1− q)n−1, n ≥ 1, (5)

i

Eν =
1

q
, Dν =

1− q

q2
.
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Ïîêëàäåìî

Sν =
ν∑

i=1

ζi. (6)

Ëåìà 1. ßêùî E ζ = a <∞, x > 0 ôiêñîâàíi, Sν çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6) i

q = P(ε = 1)→ 0,

òî

lim
q→0

P(qSν < x) = 1− exp
(
−x

a

)
. (7)

Äîâåäåííÿ ëåìè 1. Äîáðå âiäîìî i ïðîñòî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ãåîìåòðè÷íî ðîçïîäiëå-
íà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ν ç ïàðàìåòðîì q çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

lim
q→0

P(qν < x) = 1− exp(−x).

Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ∀δ > 0

lim
q→0

P

(∣∣∣∣
1

aν
Sν − 1

∣∣∣∣ > δ
)

= 0. (8)

Çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë Êîëìîãîðîâà

lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

(ζi − a) = 0 ì. í.,

à îòæå i

lim
n→∞

sup
m≥n

1

m

m∑

i=1

(ζi − a) = 0 ì. í.

Òîìó ∀δ > 0, ∃n0 = n0(δ) òàêå, ùî

P

(
sup

m≥n0

1

m

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

(ζi − a)

∣∣∣∣∣ > δ
)
≤ δ. (9)

Äàëi ìà¹ìî

P

(
1

ν

∣∣∣∣∣
ν∑

i=1

(ζi − a)

∣∣∣∣∣ > δ
)
≤ P

(
1

ν

∣∣∣∣∣
ν∑

i=1

(ζi − a)

∣∣∣∣∣ > δ,ν ≥ n0

)
+ P(ν < n0) ≤

≤ P

(
sup

m≥n0

1

m

∣∣∣∣∣
m∑

i=1

(ζi − a)

∣∣∣∣∣ > δ
)

+ P(ν < n0). (10)

Îñòàííié äîäàíîê ó (10) îöiíþ¹òüñÿ ïðîñòî. Çãiäíî ç ðiâíiñòþ (5) ïðè q ≤ 1 −
− (1− δ)1/(n0−1)

P(ν ≥ n0) = (1− q)n0−1 ≥ 1− δ àáî P(ν < n0) ≤ δ. (11)

Çáèðàþ÷è ðàçîì îöiíêè (9)�(11), ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi (8). �

Iíøi ïiäõîäè äî àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé òèïó (7) òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨
íàäiéíîñòi ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ [13�15].

Ïåðåéäåìî áåçïîñåðåäíüî äî äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (4). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

εk(u) = I(Zk ≥ u),

ν(u) = min(k ≥ 1 : εk(u) = 1),

äå I(A)� iíäèêàòîð âèïàäêîâî¨ ïîäi¨ A. I íåõàé

T ∗k =

{
inf(t ≥ 0 : ξk(t) ≥ u), ïðè εk(u) = 1,

Tk, ó ïðîòèâíîìó âèïàäêó.
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Iç îçíà÷åííÿ ÿñíî, ùî âèïàäêîâi ïîäi¨

(Z(t) ≥ u) òà



ν(u)∑

k=1

T ∗k ≤ t




åêâiâàëåíòíi. À îòæå

P
(
Z(t∗) ≥ u

)
= P



ν(u)∑

k=1

T ∗k ≤ t∗


 = P


q(u)

ν(u)∑

k=1

T ∗k ≤ x


. (12)

Òàê ñàìî î÷åâèäíî, ùî T ∗k ≤ Tk i

ν(u)∑

k=1

Tk − Tν(u) ≤
ν(u)∑

k=1

T ∗k ≤
ν(u)∑

k=1

Tk. (13)

Â óìîâàõ òåîðåìè 1 çãiäíî ç ëåìîþ 1 ìà¹ìî

lim
u→∞

P


q(u)

ν(u)∑

k=1

Tk ≤ x


 = 1− exp

(
− x

aT

)
.

Çâiäñè òà çi ñïiââiäíîøåíü (12), (13) âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü (4) áóäå âñòàíîâëåíà,
ÿêùî

∀δ > 0 lim
u→∞

P
(
q(u)Tν(u) > δ

)
= 0. (14)

Ìà¹ìî

P
(
q(u)Tν(u) > δ

)
=
∞∑

k=1

P(ν(u) = k)P

(
Tk >

δ

q(u)

/
ν(u) = k

)
. (15)

Äàëi

P

(
Tk >

δ

q(u)

/
ν(u) = k

)
= P

(
Tk >

δ

q(u)

/
ε1(u) = 0, . . . , εk−1(u) = 0, εk(u) = 1

)
=

= P

(
Tk >

δ

q(u)

/
εk(u) = 1

)
=

1

q(u)
P

(
Tk >

δ

q(u)
, εk(u) = 1

)
≤

≤ 1

q(u)
P

(
T1 >

δ

q(u)

)
def
= b(u). (16)

Îñêiëüêè ET1 = aT <∞, òî

xP(T1 > x)→ 0 ïðè x→∞,

à îòæå b(u)→ 0 ïðè u→∞. Îñòàíí¹ àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ðàçîì ç îöiíêàìè
(15), (16) äà¹ ðiâíiñòü (14). �

Òàêèì ÷èíîì, íà ïðàêòèöi çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 iìîâiðíiñòü äîñÿãíåííÿ ïðîöåñîì
X(s) âèñîêîãî ðiâíÿ u íà iíòåðâàëi [0, t) ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ íàáëèæåíî ìîæíà
çíàéòè çà ôîðìóëîþ

P(Z(t) ≥ u) ≈ 1− exp

(
− tq(u)

aT

)

(öå áóäå òàê, êîëè, íàïðèêëàä, u äîñèòü âåëèêå, à tq(u)�ïîìiðíå ÷èñëî ).
Ðîçãëÿíåìî îäèí êëàñ ðåãåíåðóþ÷èõ ïðîöåñiâ X(t), ÿêi ÷àñòî âèíèêàþòü ó òåîði¨

íàäiéíîñòi òà òåîði¨ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ. Öåé êëàñ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: k-é ïåðiîä
ðåãåíåðàöi¨ [Sk−1, Sk) ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ ÷àñòèí, äîâæèíè ÿêèõ i òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó
íà öèõ ÷àñòèíàõ íåçàëåæíi. Äîâæèíà ïåðøî¨ ÷àñòèíè τk ìà¹ åêñïîíåíöiéíèé ðîçïî-
äië P(τk < x) = 1− exp(−λx). Äîâæèíà ηk äðóãî¨ ÷àñòèíè ìà¹ äîâiëüíèé ðîçïîäië i
Eηk <∞.
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Ââàæà¹ìî, ùî X(t) ∈ (0, 1, 2, . . .) ì. í., ïðè÷îìó íà ïåðøié ÷àñòèíi X(t) = 0 (ïå-
ðåáóâà¹ ó ñòàíi 0), à íà äðóãié �X(t) ∈ (1, 2, . . .).

Ó òåðìiíîëîãi¨ iç [14]X(t)�öå ðåãåíåðóþ÷èé ïðîöåñ ñïåöiàëüíîãî âèäó. Äëÿ òàêèõ
ïðîöåñiâ ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1. ßêùî X(t) ðåãåíåðóþ÷èé ïðîöåñ ñïåöiàëüíîãî âèäó, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè òåîðåìè 1, òî

lim
u→∞

P
(
Z(t∗) ≥ u

)
= 1− exp(−λp0x), (17)

äå
p0 = lim

t→∞
p0(t), p0(t) = P(X(t) = 0). (18)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 1. Äiéñíî, ïðîöåñ
X(t) ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê àëüòåðíóþ÷èé ïðîöåñ iç äâîìà ñòàíàìè: 0 òà (1, 2, . . .).
Òîäi iñíó¹ ãðàíèöÿ ó (18) i p0 = KΓ �öå ñòàöiîíàðíèé êîåôiöi¹íò ãîòîâíîñòi [15,
ñ. 122�124]. Ïðè÷îìó ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

KΓ =
E τk

E τk + Eηk
=

1/λ

ETk
,

òîáòî ETk = 1
λp0

. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1. �

Çàóâàæåííÿ 1. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè íà ïåðøié ÷àñòèíi τk X(t) = m > 0
(ïðîöåñ ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi m), à íà äðóãié ÷àñòèíi ηk �X(t) 6= m, òî íàâåäåíi âèùå
ìiðêóâàííÿ äîçâîëÿþòü ïåðåïèñàòè ôîðìóëó (17) òàê:

lim
u→∞

P
(
Z(t∗) ≥ u

)
= 1− exp(−λpmx).

Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç γk(t)�÷àñ ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó X(t) ó ñòàíi k íà (0, t).
Íàñòóïíà ëåìà äîçâîëÿ¹ äåùî ïîñèëèòè íàñëiäîê 1.

Ëåìà 2. Íåõàé X(t)� âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ÿêèé íàáóâà¹ ñêií÷åííå àáî çëi÷åííå ÷è-
ñëî çíà÷åíü, X(t) ∈ {0, 1, 2, . . .}. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü ìîìåíòè ðåãåíåðàöi¨
ïðîöåñó X(t): S0 = 0, S1, S2, . . ., Ti = Si − Si−1, i = 1, 2, . . ., í. î. ð. â. â. Òîäi

(i) ÿêùî
ET1 = aT <∞,

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî k iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
t→∞

γk(t)

t
=

Eγk(T1)

aT
=

1

aT

∫ ∞

0

P
(
X(t) = k, T1 > t

)
dt ì. í.; (19)

(ii) ÿêùî äëÿ äåÿêîãî k iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
t→∞

P(X(t) = k) = lim
t→∞

pk(t) = pk > 0, (20)

i
Eγk(T1) = ck <∞, (21)

òî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (19) i

ET1 = aT =
ck
pk

. (22)

Äîâåäåííÿ ëåìè 2. Ïåðøà ÷àñòèíà ëåìè ¹ äîáðå âiäîìèì ðåçóëüòàòîì ó òåîði¨ âiä-
íîâëåííÿ [11, ñ. 184�185; 16, ñ. 429�430; 17]. Òîìó çðàçó ïåðåéäåìî äî ï. (ii). Ïðèïó-
ñòèìî, ùî ET1 =∞.

Òîäi çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë ïðè n→∞ ìà¹ìî

γk(Sn)

Sn
=

1
n

∑n
i=1

(
γk(Si)− γk(Si−1)

)
1
n

∑n
i=1 Ti

→ 0 ì. í., (23)
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áî ÷èñåëüíèê ïðÿìó¹ äî ck <∞, à çíàìåííèê� äî +∞.
Äàëi, ïðè Sn−1 < t ≤ Sn

γk(t)

t
≤ γk(Sn−1)

Sn−1
+
γk(Sn)− γk(Sn−1)

Sn−1
ì. í. (24)

Äðóãèé äîäàíîê ñïðàâà ó (24) ïðÿìó¹ äî 0. Äiéñíî,

γk(Sn)

n
→ ck,

γk(Sn−1)

n
→ ck,

Sn

n
→∞ ì. í. (25)

Ðàçîì ñïiââiäíîøåííÿ (23)�(25) äàþòü

γk(t)

t
→ 0, t→∞ ì. í.

Îñêiëüêè 0 ≤ γk(t)/t ≤ 1, òî i

lim
t→∞

Eγk(t)

t
= lim

t→∞
1

t

∫ t

0

E I(X(s) = k)ds = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

pk(s)ds = 0,

ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi (20).
Òàêèì ÷èíîì ET1 = aT <∞. Òîìó çãiäíî ç ðiâíiñòþ (19) ìà¹ìî

ck
aT

= lim
t→∞

γk(t)

t
= lim

t→∞
Eγk(t)

t
= lim

t→∞
1

t

∫ t

0

E I(X(s) = k)ds =

= lim
t→∞

1

t

∫ t

0

pk(s)ds = pk,

ùî i äà¹ ðiâíiñòü (22). �
Íàñëiäîê 2. Íåõàé X(t) ðåãåíåðóþ÷èé ïðîöåñ, X(t) ∈ (0, 1, 2, . . .) ì. í., äëÿ äåÿêî-
ãî k âèêîíóþòüñÿ óìîâè (20), (21). I íåõàé x > 0, t∗ = x/q(u). Òîäi

lim
u→∞

P
(
Z(t∗) ≥ u

)
= 1− exp

(
−pk
ck

x

)
. (26)

Çàóâàæåííÿ 2. Íåõàé â óìîâàõ ëåìè 2 ïàðàìåòð t ïðîáiãà¹ äåÿêó çëi÷åííó ìíîæèíó,
t ∈ = = {t0 = 0 < t1 < t2 < . . .} (ti → ∞, ïðè n → ∞, ti ìîæóòü áóòè âèïàäêî-
âèìè, à X(t) ìîæå çàëåæàòè âiä ïîñëiäîâíîñòi (ti)), ìîìåíòè ðåãåíåðàöi¨ Si ∈ =
ì. í., γ̂k(t)�êiëüêiñòü ïîïàäàíü ó ñòàí k ïîñëiäîâíîñòi X(ti) ïðè ti ∈ [0, t), N(t) =
= max(i ≥ 0 : ti < t). Àíàëiç äîâåäåííÿ ëåìè 2 ïîêàçó¹, ùî êîëè âèêîíóþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ (20), (21), òî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

âT = EN(T1) =
E γ̂k(T1)

pk
=

ck
pk

,

òóò âT � ñåðåäíÿ êiëüêiñòü òî÷îê ti, ÿêi ïîïàäàþòü â îäèí iíòåðâàë ðåãåíåðàöi¨. Ïðè
öüîìó â ñàìîìó äîâåäåííi äîñòàòíüî ëèøå çàìiíèòè iíòåãðàëè íà âiäïîâiäíi ñóìè.

Çàóâàæåííÿ 3. Àíîíiìíèé ðåöåíçåíò ïîìiòèâ, ùî ¾òåîðåìà 1 ëåãêî âèïëèâà¹ ç ëå-
ìè 1.1 ñòàòòi [8]¿. Çäà¹òüñÿ öå äiéñíî òàê. Àëå íà íàøó äóìêó ìåòîä äîâåäåííÿ
òåîðåìè 1 ìà¹ ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ. Âií ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé ïðè îöiíþâàííi
øâèäêîñòi çáiæíîñòi ó ãðàíè÷íèõ òåîðåìàõ òàêîãî òèïó. Òàê, íàïðèêëàä, iç äîâåäå-
ííÿ òåîðåìè 1 òà âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ¾ãåîìåòðè÷íèõ¿ ñóì âèïëèâà¹ òàêå òâåð-
äæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1, i äëÿ äîâiëüíèõ k âèïàäêîâi
âåëè÷èíè Zk òà Tk íåçàëåæíi. I íåõàé ET s

1 <∞ äëÿ äåÿêîãî s, 1 < s < 2. Òîäi

sup
x>0

∣∣∣∣P
(
Z(t∗) ≥ u

)
− 1 + exp

(
− x

aT

)∣∣∣∣ ≤ Cq(u)s−1ET s
1

asT
, (27)

äå C � àáñîëþòíà êîíñòàíòà.
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Îñêiëüêè â óñiõ âiäîìèõ íàì ðåàëüíèõ çàñòîñóâàííÿõ âèïàäêîâi âåëè÷èíè Zk òà
Tk çàëåæíi, òî äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ îïóñêà¹òüñÿ.

3. Ïðîöåñè çàãèáåëi òà ðîçìíîæåííÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî X(t)�ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ çi ñòàíàìè 0, 1, 2, . . . , éîãî éìîâiðíî-
ñòi ïåðåõîäó pi,j(t) ñòàöiîíàðíi i çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ïðè h→ 0:

1. pi,i+1(h) = λih + o(h), i ≥ 0,

2. pi,i−1(h) = µih + o(h), i ≥ 1,

3. pi,i(h) = 1− (λi + µi)h + o(h), i ≥ 0,

4. µ0 = 0, λ0 > 0, µi > 0, λi > 0, i = 1, 2, . . .

(28)

Òîäi X(t) íàçèâàþòü ïðîöåñîì çàãèáåëi òà ðîçìíîæåííÿ. Òàêi ïðîöåñè øèðîêî çàñòî-
ñîâóþòüñÿ â áiîëîãi¨, òåîði¨ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ, òåîði¨ íàäiéíîñòi òîùî [1, � 1.4;
2, � 7.4; 15, � 6.3].

Ïîêëàäåìî

θ0 = 1, θk =
k∏

i=1

λi−1

µi
, k ≥ 1.

Äàëi â öüîìó ðîçäiëi ââàæà¹ìî, ùî ïðîöåñ çàãèáåëi òà ðîçìíîæåííÿ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè (28), à òàêîæ

∑

k≥1

θk <∞, (29)

∑

k≥1

1

λkθk
=∞. (30)

Âiäîìî [2, 18], ùî òîäi iñíóþòü ñòàöiîíàðíi éìîâiðíîñòi ñòàíiâ

lim
t→∞

P
(
X(t) = k

)
= lim

t→∞
pk(t) = pk, (31)

ïðè÷îìó

pk = θkp0, p0 =

( ∞∑

k=0

θk

)−1

. (32)

Îêðiì òîãî, âêëàäåíèé ëàíöþã Ìàðêîâà áóäå ðåêóðåíòíèì [2, ñ. 102�103].
Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

α0(m) = 1, αk(m) =
k+m∏

i=1+m

µi

λi
, k ≥ 1,

çàïèñ (u ∈ N, u→∞) îçíà÷à¹, ùî u ïðîáiãà¹ öiëi äîäàòíi ÷èñëà i ïðÿìó¹ äî ∞,
Z(t) ÿê i âèùå çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3).

Òåîðåìà 2. Íåõàé X(t) ïðîöåñ çàãèáåëi òà ðîçìíîæåííÿ, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
(28)�(30). ßêùî

X(0) = m ì. í., x > 0, t∗ = x
u−m−1∑

k=0

αk(m) ïðè u ≥ m + 1,

òî

lim
u∈N, u→∞

P
(
Z(t∗) ≥ u

)
= 1− exp(−λmpmx), (33)

äå pm çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè (32).
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Çàóâàæåííÿ 4. Ó âàæëèâîìó âèïàäêó m = 0 (ïðîöåñ ñòàðòó¹ çi ñòàíó 0) ôîðìóëà
(33) çàïèøåòüñÿ òàê:

lim
u∈N, u→∞

P
(
Z(t∗) ≥ u

)
= 1− exp(−λ0p0x),

äå

t∗ = x
u−1∑

k=0

αk, α0 = α0(0) = 1, αk = αk(0) =
k∏

i=1

µi

λi
.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Iç óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùîX(t) áóäå ðåãåíåðóþ÷èì ïðîöå-
ñîì ñïåöiàëüíîãî âèäó ç ìîìåíòàìè ðåãåíåðàöi¨ S0 = 0, S1, S2, . . ., òóò Sk �öå ïåðøèé
ìîìåíò ïîïàäàííÿ ó ñòàí m ïiñëÿ k-ãî âèõîäó ç íüîãî. Ïðè÷îìó

P(τk < x) = 1− exp
(
−(λm + µm)x

)
, x ≥ 0,

ETk =
1

(λm + µm)pm
,

îñòàííÿ ôîðìóëà âèïëèâà¹ iç ðiâíîñòi (22) ëåìè 2.
Äàëi áóäå ïîêàçàíî, ùî ïðè u ≥ m + 1

q(u) = P(Z1 ≥ u) =
λm

λm + µm

(
u−m−1∑

k=0

αk(m)

)−1

. (34)

Âèáèðàþ÷è

t∗ = x

(
λm + µm
λm

) u−m−1∑

k=0

αk(m), (35)

iç íàñëiäêó 1 (äèâ. çàóâàæåííÿ 1) îòðèìà¹ìî

lim
u∈N, u→∞

P
(
Z(t∗) ≥ u

)
= 1− exp

(
−(λm + µm)pmx

)
. (36)

Çàìiíà ó (35), (36) y = x
(
λm+µm

λm

)
ïðèâîäèòü äî ðiâíîñòi (33).

Çàëèøà¹òüñÿ óñòàíîâèòè ðiâíiñòü (34). Òóò íàì çíàäîáèòüñÿ ëåìà 3.

Ëåìà 3. Ðîçãëÿíåìî ëàíöþã Ìàðêîâà çi ñòàíàìè 0, 1, 2, . . . , d òà éìîâiðíîñòÿìè
ïåðåõîäiâ ∀i = 1, 2, . . . , d− 1:

pi,j =
λi

λi + µi
, ïðè j = i + 1,

pi,j =
µi

λi + µi
, ïðè j = i− 1,

λi > 0, µi > 0, i = 1, 2, . . . , d− 1, p0,0 = pd,d = 1, òîáòî ñòàíè 0 òà d�ïîãëèíàþ÷i.
I íåõàé ëàíöþã Ìàðêîâà ñòàðòó¹ çi ñòàíó 1. Òîäi

P(ïîãëèíàííÿ ó ñòàíi d) = 1− P(ïîãëèíàííÿ ó ñòàíi 0) =
1

∑d−1
k=0 αk

. (37)

Ëåìà 3 � öå îêðåìèé âèïàäîê âiäîìîãî ðåçóëüòàòó äëÿ ëàíöþãiâ Ìàðêîâà [2,
ñ. 105, 226�227].

Ôàêòè÷íî ðiâíiñòü (34) ïðîñòî âèïëèâà¹ iç ëåìè 3. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó,
ùî m = 0 i ðîçãëÿíåìî ïåðøèé öèêë ðåãåíåðàöi¨ [0, S1) ïðîöåñó çàãèáåëi òà ðîç-
ìíîæåííÿ X(t), Z1 = sup0≤s<S1

X(s). Íà iíòåðâàëi [0, S1) ïðîöåñ X(t) ó ìîìåíò τ1

ïåðåõîäèòü çi ñòàíó 0 ó ñòàí 1. Òîäi ïîäiÿ (Z1 ≥ u) åêâiâàëåíòíà ïîäi¨, ùî âêëàäå-
íèé ëàíöþã Ìàðêîâà ïðîöåñó X(t) íà ïåðøîìó öèêëi ðåãåíåðàöi¨ äîñÿãíå ðiâíÿ u.
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Âîäíî÷àñ îñòàííÿ ïîäiÿ åêâiâàëåíòíà ïîäi¨ ïðî òå, ùî ëàíöþã Ìàðêîâà iç ëåìè 3
ïîãëèíà¹òüñÿ ñòàíîì d = u. Çâiäñè òà ç ëåìè 3 ìà¹ìî

q(u) = P(Z1 ≥ u) =
1∑u−1

k=0 αk

,

òîáòî ïðè m = 0 ðiâíiñòü (34) ïðàâèëüíà.
Íåõàé m ≥ 1. Äîáðå âiäîìî, ùî âêëàäåíèé ëàíöþã Ìàðêîâà ïðîöåñó X(t) ìà¹ òàêi

ñàìi ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi, ÿê i ëàíöþã Ìàðêîâà iç ëåìè 3 (àëå áåç ïîãëèíàííÿ). Òîìó
îòðèìà¹ìî

P(Z1 = m) =
µm

λm + µm
, (38)

à ïðè u ≥ m + 1

P(Z1 ≥ u) =
λm

(λm + µm)
∑u−m−1

k=0 αk(m)
. (39)

Äiéñíî, ðiâíiñòü (38) âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè ïðîöåñ X(t) ó ìîìåíò τ1 ïåðåõîäèòü
çi ñòàíó m ó ñòàí m − 1 ç iìîâiðíiñòþ µm/(λm + µm). À ðiâíiñòü (39) îçíà÷à¹, ùî
â ìîìåíò τ1 ðîáèòüñÿ ïåðåõiä m → m + 1 ç iìîâiðíiñòþ λm/(λm + µm). À äàëi ìè
ïðèõîäèìî äî âæå ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó m = 0, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà ëåìi 3. Òàêèì
÷èíîì, ðiâíiñòü (34), à ç íåþ i òåîðåìà 2 äîâåäåíi. �

4. Äîâæèíà ÷åðãè â ñèñòåìàõ îáñëóãîâóâàííÿ

Íàâåäåìî êiëüêà ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàíü îòðèìàíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ äî åêñòðå-
ìàëüíèõ çíà÷åíü äîâæèíè ÷åðãè ó ÑÌÎ.

Ïðèêëàä 1. ÑÌÎ (M/M/m). Äàíà êëàñè÷íà ÑÌÎ îïèñàíà íà ïî÷àòêó ðîáîòè
(äèâ. òàêîæ [1, 2]). Ïiä äîâæèíîþ ÷åðãè òóò i äàëi áóäåìî ðîçóìiòè çàãàëüíå ÷èñëî
çàÿâîê, ÿêi ïåðåáóâàþòü íà îáñëóãîâóâàííi àáî ÷åêàþòü éîãî. I ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç
Q(t) äîâæèíó ÷åðãè â ìîìåíò ÷àñó t, à Q̄(t) = sup0≤s<t Q(s).

Âiäîìî [2, ñ. 219�220], ùî Q(t) áóäå ïðîöåñîì çàãèáåëi òà ðîçìíîæåííÿ ç ïàðàìå-
òðàìè:

λk = λ, k = 0, 1, 2, . . . ,

µ0 = 0, µk =

{
kµ, ïðè 1 ≤ k ≤ m,

mµ, ïðè k > m.

Òîäi íåâàæêî çíàéòè

αk =

k∏

i=1

µi

λi
=

{
k!ρ−k, ïðè 1 ≤ k ≤ m,

m!mk−mρ−k, ïðè k > m,

äå ρ = λ/µ.
Äàëi äëÿ äîñèòü âåëèêèõ u îá÷èñëþ¹ìî

q(u) =

(
u−1∑

k=0

αk

)−1

=

(
m∑

k=0

k!

ρk
+

m!
(
(m/ρ)u − (m/ρ)m+1

)

mm(m/ρ− 1)

)−1

. (40)

Íà ïàðàìåòðè λ òà µ íàêëàäåìî óìîâó

ρ =
λ

µ
< m. (41)

Âiäîìî [1, 2], ùî òîäi âèêîíóþòüñÿ óìîâè (29), (30) òà iñíóþòü ñòàöiîíàðíi éìîâið-
íîñòi

pk =
ρk

k!
p0, ïðè 1 ≤ k ≤ m,
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pk =
ρk

m!mk−m p0, ïðè k > m,

p0 =

(
m∑

k=0

ρk

k!
+

ρm+1

m!(m− ρ)

)−1

. (42)

Çâiäñè, iç òåîðåìè 2 òà iç çàóâàæåííÿ 4 ìà¹ìî òàêå.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé äëÿ ÑÌÎ (M/M/m) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (41) i

Q(0) = 0 ì. í., x > 0, t∗ = x

(
m∑

k=0

k!

ρk
+

m!
(
(m/ρ)u − (m/ρ)m+1

)

mm(m/ρ− 1)

)
.

Òîäi

lim
u∈N, u→∞

P(Q̄(t∗) ≥ u) = 1− exp(−λp0x), (43)

äå p0 çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (42).

Çàóâàæåííÿ 5. (i) Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 çðîçóìiëî, ùî â îçíà÷åííi t∗ âåëè÷èíó
q(u) ìîæíà çàìiíèòè íà q1(u), ÿêùî q(u) ∼ q1(u), òîáòî, êîëè âîíè åêâiâàëåíòíi.
Òîìó ó òâåðäæåííi 2 ìîæëèâà çàìiíà q(u) íà áiëüø ïðîñòó i åêâiâàëåíòíó q1(u) =

= m!(m/ρ)u

mm(m/ρ−1) , àëå ïðè öüîìó ñêîðiø çà âñå ïîãiðøèòüñÿ øâèäêiñòü çáiæíîñòi.

(ii) ßêùî ó ïðèêëàäi 1 m =∞ (íåîáìåæåíå ÷èñëî êàíàëiâ îáñëóãîâóâàííÿ), òî

λk = λ, k = 0, 1, 2, . . . ; µk = kµ, αk =
k!

ρk
, k = 1, 2, . . . , µ0 = 0.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ λ > 0, µ > 0 ïðàâèëüíà ðiâíiñòü (43) ç

t∗ = x

u−1∑

k=0

k!

ρk
, p0 = exp(−ρ).

Ïðèêëàä 2. ÑÌÎ (M/G/1). Öå îäíîêàíàëüíà ñèñòåìà ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ, íà
ÿêó ïîñòóïà¹ ïóàññîíiâñüêèé ïîòiê çàÿâîê ç iíòåíñèâíiñòþ λ, à ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ
ξ ìà¹ äîâiëüíèé ðîçïîäië, P(ξ < x) = G(x). Ïðèïóñòèìî, ùî E ξ = b <∞ i

ρ = λb < 1. (44)

Çà óìîâè (44) iñíóþòü ñòàöiîíàðíi éìîâiðíîñòi ñòàíiâ

lim
t→∞

P(Q(t) = k) = pk, (45)

à ϕ(s) =
∑∞

k=0 pks
k çàäà¹òüñÿ âiäîìîþ ôîðìóëîþ Ïîëÿ÷åêà �Õií÷èíà. Çâiäñè (äèâ.

[2, ñ. 471�472])

p0 = 1− ρ. (46)

ßêùî â ìîìåíò S0 = 0 ñèñòåìà ïîðîæíÿ, à S1, S2, . . .�öå ïîñëiäîâíi ìîìåíòè
çâiëüíåííÿ ñèñòåìè ïiñëÿ âiäïîâiäíîãî ïåðiîäó çàéíÿòîñòi, òî Q(t) áóäå ðåãåíåðóþ-
÷èì ïðîöåñîì ñïåöiàëüíîãî âèäó ç ìîìåíòàìè ðåãåíåðàöi¨ S0 = 0, S1, S2, . . . Ïðè÷îìó
äëÿ k-ãî ïåðiîäó ðåãåíåðàöi¨ (Sk−1, Sk) ïåðøà ÷àñòèíà τk (äå ñèñòåìà ïóñòà) ìà¹ ðîç-
ïîäië P(τk < x) = 1− exp(−λx). Äðóãà ÷àñòèíà ηk (ïåðiîä çàéíÿòîñòi) ìà¹ îáìåæåíå
ñåðåäí¹: Eηk = b/(1− λb) <∞ [2, ñ. 497].

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1 òà íàñëiäîê 1, àëå çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè
âåëè÷èíó q(u).

Ïîêëàäåìî

dk =

∫ ∞

0

(λx)k

k!
exp(−λx)dG(x) �
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iìîâiðíiñòü òîãî, ùî çà ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ îäíi¹¨ çàÿâêè ó ÑÌÎ íàäiéäå k íîâèõ
çàÿâîê,

Dk =
∞∑

i=k+1

di �

iìîâiðíiñòü òîãî, ùî çà ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ îäíi¹¨ çàÿâêè ó ÑÌÎ íàäiéäå áiëüøå íiæ
k çàÿâîê.

Äàëi çàôiêñó¹ìî äåÿêå âåëèêå öiëå äîäàòíå ÷èñëî u i ïîçíà÷èìî ÷åðåç qk,
1 ≤ k < u, iìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà ïåðiîäi çàéíÿòîñòi ïðîöåñ Q(t) ïîòðàïèòü ó ñòàí u
ïðè óìîâi, ùî â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó íà äðóãié ÷àñòèíi η ó ÑÌÎ áóëî k çàÿâîê i îäíà
ç íèõ ïî÷àëà îáñëóãîâóâàòèñü (ïðè k = 1 öåé ìîìåíò çáiãà¹òüñÿ ç ïî÷àòêîì ïåðiîäó
çàéíÿòîñòi). Ôàêòè÷íî qk çáiãà¹òüñÿ ç iìîâiðíiñòþ òîãî, ùî âêëàäåíèé ëàíöþã Ìàð-
êîâà, ñòàðòóþ÷è çi ñòàíó k, äîñÿãíå ñòàíó u ðàíiøå íiæ ñòàíó 0 (âêëàäåíèé ëàíöþã
Ìàðêîâà òóò � öå çíà÷åííÿ ïðîöåñó Q(t) â ìîìåíòè çàêií÷åííÿ îáñëóãîâóâàííÿ).

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi äëÿ âåêòîðà (qk), k = 1, 2, . . . , u− 1,
ìîæíà ñêëàñòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

qu−1 = D0 + d0qu−2,

qu−2 = D1 + d0qu−3 + d1qu−2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

q1 = Du−2 +
u−2∑

i=1

diqi.

(47)

Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî íà ïåðøîìó öèêëi ðåãåíåðàöi¨ â ìîìåíò τ1 ïðîöåñ ïåðåéäå ó
ñòàí 1, à îòæå ïîäi¨:

{âêëàäåíèé ëàíöþã Ìàðêîâà çi ñòàíó 1 äîñÿãíå ñòàíó u ðàíiøå çà ñòàí 0}
òà

{Z1 ≥ u} =

{
sup

0≤s<S1

Q(s) ≥ u

}

åêâiâàëåíòíi, òîáòî q(u) = q1.
Çâiäñè, iç íàñëiäêó 1 òà ç ðiâíîñòåé (46), (47) âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé äëÿ ÑÌÎ (M/G/1) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (44) i

Q(0) = 0 ì. í., x > 0, t∗ =
x

q(u)
.

Òîäi
lim

u∈N, u→∞
P
(
Q̄(t∗) ≥ u

)
= 1− exp

(
−λ(1− ρ)x

)
, (48)

äå q(u) = q1, à (qk)� ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (47).

Çàóâàæåííÿ 6. Ó çâ'ÿçêó ç äåÿêèìè çàäà÷àìè òåîði¨ íàäiéíîñòi ñèñòåìà ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü, áëèçüêà äî (47), áóëà âèïèñàíà ó [14, c. 99]. Òàì æå äà¹òüñÿ òî÷íèé àíàëiòè-
÷íèé âèðàç äëÿ âåëè÷èíè q1 ÷åðåç òâiðíi ôóíêöi¨ âåêòîðà Dk. Íà æàëü, íèì âàæêî
ñêîðèñòàòèñü íà ïðàêòèöi.

Íà íàøó äóìêó, ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (47) ìîæíà îäåðæàòè ìåòî-
äîì ïîñëiäîâíèõ ïiäñòàíîâîê íàâiòü ïðè äîñèòü âåëèêèõ u.

Ïðèêëàä 3. ÑÌÎ (G/M/1). Öå îäíîêàíàëüíà ñèñòåìà ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ,
íà ÿêó ïîñòóïà¹ ðåêóðåíòíèé ïîòiê çàÿâîê, t0 = 0, t1, t2, . . .�ìîìåíòè íàäõîäæåííÿ
çàÿâîê. Ââàæà¹ìî, ùî (τk = tk − tk−1)�ïîñëiäîâíiñòü í. î. ð. â. â. iç ôóíêöi¹þ ðîç-
ïîäiëó G(x), à ÷àñ îáñëóãîâóâàííÿ ξk ìà¹ åêñïîíåíöiéíèé ðîçïîäië iç ïàðàìåòðîì µ.

Ââåäåìî ìîìåíòè ðåãåíåðàöi¨ ïðîöåñó Q(t): S0 = 0, S1, S2, . . ., òóò Sk �öå ìîìåíò
íàäõîäæåííÿ íîâî¨ çàÿâêè ïiñëÿ k-ãî ïåðiîäó çàéíÿòîñòi (äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ
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ââàæà¹ìî, ùî â ìîìåíò t0 = 0 íàäiéøëà çàÿâêà). Íåõàé Tk � òðèâàëiñòü k-ãî öèêëó
ðåãåíåðàöi¨.

Âêëàäåíèé ëàíöþã Ìàðêîâà (Qn) âèçíà÷à¹òüñÿ ìîìåíòàìè (tn), à éîãî ñòàíè� öå
äîâæèíà ÷åðãè ïåðåä íàäõîäæåííÿì çàÿâêè, òîáòî

Qn = Q(tn − 0), n = 0, 1, 2, . . .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

d∗k =

∫ ∞

0

(µx)k

k!
exp(−µx)dG(x), k = 0, 1, 2, . . . ,�

iìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà iíòåðâàëi äîâæèíè τ âiäáóäåòüñÿ k îáñëóãîâóâàíü,

f(v) =
∞∑

k=0

d∗kv
k.

I ïðèïóñòèìî, ùî

E τk = aτ <∞ i ρ =
1

aτµ
< 1. (49)

Âiäîìî [2, c. 477�478; 19], ùî òîäi iñíóþòü ñòàöiîíàðíi éìîâiðíîñòi ñòàíiâ äëÿ (Qn):

lim
n→∞

P(Qn = k) = pk = (1− v0)vk0 , k = 0, 1, 2, . . . , (50)

äå v0 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

f(v0) = v0 (0 < v0 < 1). (51)

Îêðiì òîãî, ÿêùî G(x) ìà¹ íå ðàò÷àñòèé ðîçïîäië, òî çà óìîâè (49) iñíóþòü ñòà-
öiîíàðíi éìîâiðíîñòi ñòàíiâ i äëÿ ïðîöåñó Q(t) [19]:

lim
t→∞

P(Q(t) = k) = p∗k =
pk−1

aτµ
, k = 1, 2, . . . (52)

ßê i â ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäàõ, ùîá ñêîðèñòàòèñÿ îñíîâíîþ òåîðåìîþ 1 ÷è ¨¨ íàñëiä-
êàìè íàì íåîáõiäíî çíàéòè âåëè÷èíó q(u)� iìîâiðíiñòü äîñÿãíåííÿ ïðîöåñîì Q(t)
ñòàíó u íà îäíîìó öèêëi ðåãåíåðàöi¨.

Äëÿ âèçíà÷åíîñòi âèáåðåìî äëÿ àíàëiçó 1-é öèêë ðåãåíåðàöi¨ [0, S1). I ïîçíà÷èìî
÷åðåç qk, k = 1, 2, . . . , u − 1, iìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà iíòåðâàëi [0, S1) ïðîöåñ Q(t)
ïîïàäå â ñòàí u ïðè óìîâi, ùî â äåÿêèé ìîìåíò íàäõîäæåííÿ çàÿâêè ti ∈ [0, S1) âií
áóäå â ñòàíi k.

Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ ïðîöåñó Q(t) â ìîìåíòè íàäõîäæåííÿ çàÿâîê ti i ñêîðèñòà-
¹ìîñü ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi. Òîäi òàê ñàìî, ÿê i ó ïðèêëàäi 2, äëÿ âåêòîðà
(qk) ìîæíà ñêëàñòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

q1 = d∗0q2,

q2 = d∗0q3 + d∗1q2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
qk = d∗0qk+1 + d∗1qk + . . . + d∗k−1q2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
qu−1 = d∗0 + d∗1qu−1 + . . . + d∗u−2q2.

(53)

Öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ ïiäñòàíîâîê
àíàëîãi÷íî ñèñòåìi (47). Òîäi q(u) = q1.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé äëÿ ÑÌÎ (G/M/1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (49) i

Q(0) = 1 ì. í., x > 0, t∗ =
x

q(u)
.
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Òîäi

lim
u∈N, u→∞

P
(
Q̄(t∗) ≥ u

)
= 1− exp

(
− (1− v0)x

aτ

)
, (54)

äå aτ òà v0 âèçíà÷åíi â (49), (51) âiäïîâiäíî, à q(u) = q1, (qk)� ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
ðiâíÿíü (53).

Òâåðäæåííÿ 4 âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 1 òà íàñòóïíîãî äîïîìiæíîãî ðåçóëüòàòó.

Ëåìà 4. ßêùî äëÿ ÑÌÎ (G/M/1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (49), òî ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü
öèêëó ðåãåíåðàöi¨ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ETk =
aτ

1− v0
. (55)

Äîâåäåííÿ ëåìè 4. Ðîçãëÿíåìî 1-é öèêë ðåãåíåðàöi¨ [0, S1) ïðîöåñó Q(t), T1 = S1 �
éîãî òðèâàëiñòü, κ = min(n ≥ 1 :

∑n
i=1 τi ≥

∑n
i=1 ξi). Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ

ìà¹ìî

T1 =
κ∑

i=1

τi.

Ôàêòè÷íî κ�öå 1-é ìîìåíò ïåðåñêîêó ÷åðåç 0 ïîñëiäîâíîñòi
∑n

i=1(τi − ξi), à îòæå
κ�öå ìàðêîâñüêèé ìîìåíò âiäíîñíî σ-àëãåáðè G = σ(τi, ξi, i = 1, 2, . . .). Òîìó çà
òîòîæíiñòþ Âàëüäà [11, ñ. 229]

ET1 = E τ1 E κ. (56)

κ ìîæíà âèçíà÷èòè òàêîæ ÿê êiëüêiñòü êðîêiâ, ÿêi çðîáèòü âêëàäåíèé ëàíöþã Ìàð-
êîâà (Qn) ìiæ 1-ì òà 2-ì ïîïàäàííÿìè ó ñòàí 0. Òîìó, ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 2 (äèâ.
çàóâàæåííÿ 2) òà ðiâíiñòþ (50), îòðèìà¹ìî

E κ =
c0

p0
=

c0

1− v0
. (57)

Àëå îñêiëüêè êiëüêiñòü ïîïàäàíü ó ñòàí 0 ëàíöþãà (Qn) íà iíòåðâàëi [0, S1) äîðiâ-
íþ¹ 1, òî

c0 = Eγ0(T1) = 1. (58)

Çáèðàþ÷è ðàçîì ðiâíîñòi (56)�(58), îäåðæó¹ìî (55). �
Íàì íåâiäîìî, ÷è áóäå ïðàâèëüíîþ ðiâíîìiðíà îöiíêà (27) ó âèïàäêó òåîðåìè 2

÷è òâåðäæåíü 2�4.

Àâòîðè âèñëîâëþþòü ïîäÿêó àíîíiìíèì ðåöåíçåíòàì çà âàæëèâi çàóâàæåííÿ.
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ON EXTREME VALUES OF SOME REGENERATIVE PROCESSES

O. K. ZAKUSYLO, I. K. MATSAK

Abstract. A general limit theorem for extremes of regenerative processes is established. Applications

to birth and death processes and processes specifying queue length are given.

ÎÁ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈßÕ

ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÐÅÃÅÍÅÐÈÐÓÞÙÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Î. Ê. ÇÀÊÓÑÈËÎ, È. K. MÀÖÀÊ

Àííîòàöèÿ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ îäíà îáùàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ýêñòðåìóìîâ ðåãåíåðèðóþùèõ
ïðîöåññîâ. Ïðèâîäÿòñÿ åå ïðèìåíåíèÿ ê ïðîöåññàì ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ è ê ïðîöåñàì, çàäàþùèì
äëèíó î÷åðåäè.


