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Àíîòàöiÿ. Ó ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ âèìóøåíèõ êîëèâàíü îäíîðiäíî¨ ñòðóíè iç çàêðiïëå-
íèìè êiíöÿìè, ïðàâà ÷àñòèíà ÿêîãî ìà¹ ñèìåòðè÷íèé α-ñòiéêèé ðîçïîäië. Äîâåäåíî, ùî ôóíêöiÿ,
ïîáóäîâàíà çà ìåòîäîì Ôóð'¹, ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ, à òàêîæ óñòàíîâëåíî ðåãó-
ëÿðíiñòü òðà¹êòîðié.
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íèé ðîçâ'ÿçîê, ñòiéêà ìiðà ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè, ðîçêëàä Ëåïàæà.
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1. Âñòóï

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ó öié ðîáîòi ¹ ïðîöåñ âèìóøåíèõ êîëèâàíü îäíîðiäíî¨ ñòðó-
íè, ÿêà ïåðåáóâà¹ ïiä äi¹þ âèïàäêîâèõ ñèë, ÿêi ìàþòü ñèìåòðè÷íèé α-ñòiéêèé ðîç-
ïîäië. Áiëüø òî÷íî, âiäõèëåííÿ ñòðóíè çàäà¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ õâè-
ëüîâîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

(
∂2

∂t2 −
∂2

∂x2

)
U(x, t) = h(x, t), x ∈ [0, a], t ∈ (0, T ],

U(x, 0) = 0,
∂U
∂t (x, 0) = 0

(1)

ç îäíîðiäíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ó ÿêîìó ïðàâà ÷àñòèíà ¹ âèïàäêîâèì çáóðåí-
íÿì âèãëÿäó h(x, t) = σ(x, t) · Ṁ(t), äå σ�íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ, à Ṁ � âèïàäêîâèé
¾áiëèé¿ øóì iç ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì ðîçïîäiëîì.

Ïî÷èíàþ÷è ç ðîáîòè [3], ðiâíÿííÿ êîëèâàíü âèïàäêîâî çáóðåíî¨ ñòðóíè äîñëiäæó-
âàëîñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè, çîêðåìà, ó [2, 13, 17]. Áàãàòîâèìiðíi õâèëüîâi ðiâíÿííÿ
ðîçãëÿäàëèñÿ ó [4, 5, 11] òà â iíøèõ ðîáîòàõ; äîêëàäíó áiáëiîãðàôiþ çi ñòîõàñòè÷íèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ìîæíà çíàéòè ó [10, 19]. Áiëüøiñòü
óêàçàíèõ äîñëiäæåíü ðîçãëÿäàþòü ñèòóàöiþ, êîëè âèïàäêîâå çáóðåííÿ ìà¹ íîðìàëü-
íèé ðîçïîäië. Õâèëüîâi ðiâíÿííÿ ç íåãàóññiâñüêèìè çáóðåííÿìè ðîçãëÿäàëèñÿ ëèøå
ó äåêiëüêîõ ðîáîòàõ, çîêðåìà, ó [12] äîñëiäæåíî õâèëüîâå ðiâíÿííÿ, ïî÷àòêîâi äà-
íi ó ÿêîìó ìàþòü ðîçïîäië Ëåâi, ó [8, 14�16] � õâèëüîâi ðiâíÿííÿ iç øóìîì Ëåâi ó
ïðàâié ÷àñòèíi. Âàðòî âiäçíà÷èòè òàêîæ ðîáîòè [1, 6], ó ÿêèõ ðîçãëÿäàëèñÿ ðiâíÿ-
ííÿ iç çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ, áåç ïðèïóùåíü ïðî iñíóâàííÿ ìîìåíòiâ àáî
íåçàëåæíiñòü ïðèðîñòiâ.

Ó öié ñòàòòi ìè ïðîäîâæó¹ìî äîñëiäæåííÿ, çàïî÷àòêîâàíi â ðîáîòàõ [14, 15], â
ÿêèõ ðîçãëÿíóòî õâèëüîâi ðiâíÿííÿ ç α-ñòiéêèì çáóðåííÿì íà ïëîùèíi òà ó ïðîñòî-
ði. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) áóäó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ
(ìåòîäó Ôóð'¹). Ïiñëÿ öüîãî ìè äîâîäèìî, ùî ïîáóäîâàíà òàêèì ÷èíîì ôóíêöiÿ
U(x, t) êîðåêòíî âèçíà÷åíà i ùî âîíà ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ.

Àâòîðè âäÿ÷íi àíîíiìíîìó ðåöåíçåíòó çà óâàæíå ÷èòàííÿ ðîáîòè òà êîðèñíi ïîðàäè, ùî ñóòò¹âî
ïîêðàùèëè ñòàòòþ.
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Ñòàòòþ âëàøòîâàíî òàêèì ÷èíîì. Ó ðîçäiëi 2 íàâåäåíî îñíîâíi âiäîìîñòi ùîäî
ñòiéêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òà ¨õ ðîçïîäiëiâ. Öåé ðîçäië ìiñòèòü êîðîòêi âiäîìîñòi
ùîäî ðîçêëàäó â ðÿä Ëåïàæà. Ó ðîçäiëi 3 íàâåäåíî ïîñòàíîâêó çàäà÷i òà îá ðóí-
òîâàíî ìåòîä Ôóð'¹ äëÿ ðiâíÿííÿ. Ó ðîçäiëi 4 âñòàíîâëåíî òðà¹êòîðíi âëàñòèâîñòi
ðîçâ'ÿçêó.

2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

2.1. Ñòiéêi âåëè÷èíè òà ¨õ ðîçïîäiëè. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè íàäà¹ìî âàæëèâó
iíôîðìàöiþ ïðî ñèìåòðè÷íi α-ñòiéêi (SαS) âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Áiëüø äîêëàäíó
iíôîðìàöiþ ïðî ñòiéêi âåëè÷èíè ìîæíà çíàéòè ó [18]. Íåõàé (Ω,F ,P)�ïîâíèé iìî-
âiðíiñíèé ïðîñòið. Äëÿ α ∈ (0, 2), ùî íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì ñòiéêîñòi, âèïàäêîâà
âåëè÷èíà ξ ¹ SαS iç ïàðàìåòðîì ìàñøòàáó σ > 0, ÿêùî ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ

E
[
eiλξ

]
= e−|σλ|

α

, λ ∈ R.

Íàì çíàäîáèòüñÿ SαS ìiðà M íà [0, T ] iç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè. Çà îçíà÷å-
ííÿì, öå ìíîæèíà âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {M(A), A ∈ B([0, T ])}, iíäåêñîâàíà ñiì'¹þ
B([0, T ]) áîðåëiâñüêèõ ïiäìíîæèí âiäðiçêà [0, T ], iç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(1) äëÿ áóäü-ÿêî¨ A ∈ B([0, T ]) âèïàäêîâà âåëè÷èíà M(A) ¹ SαS iç ïàðàìåòðîì
ìàñøòàáó, ùî äîðiâíþ¹ λ(A), ìiði Ëåáåãà ìíîæèíè A;

(2) äëÿ äîâiëüíèõ íåïåðåòèííèõ ìíîæèí A1, . . . , An ∈ B([0, T ]) çíà÷åííÿ
M(A1), . . . ,M(An) ¹ íåçàëåæíèìè;

(3) äëÿ äîâiëüíèõ íåïåðåòèííèõ ìíîæèí A1, A2, . . . ∈ B([0, T ]),

M

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

M(An)

ìàéæå íàïåâíî.

Äëÿ ôóíêöi¨ f : [0, T ]→ R iç

‖f‖αLα([0,T ]) =

∫ T

0

|f(x)|αdx <∞

ìîæëèâî âèçíà÷èòè ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë

I(f) =

∫ T

0

f(s)M(ds),

çíà÷åííÿ ÿêîãî ¹ âèïàäêîâîþ SαS âåëè÷èíîþ ç ïàðàìåòðîì ìàñøòàáó ‖f‖Lα([0,T ]).

Íåõàé T�äåÿêà ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà. Äëÿ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ f : T × [0, T ] → R
òàêî¨, ùî äëÿ âñiõ t ∈ T ôóíêöiÿ f(t, ·) ∈ Lα([0, T ]), ìîæíà âèçíà÷èòè âèïàäêîâå
ïîëå {Z(t), t ∈ T} ôîðìóëîþ

Z(t) =

∫ T

0

f(t, s)M(ds). (2)

Äëÿ ìiðè M ñïðàâåäëèâå çîáðàæåííÿ Ëåïàæà. Íåõàé íåçàëåæíi íàáîðè {Γk, k ≥ 1},
{ξk, k ≥ 1}, {gk, k ≥ 1} âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

(1) {Γk, k ≥ 1}�ïîñëiäîâíiñòü ìîìåíòiâ ñòðèáêiâ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó ç îäè-
íè÷íîþ iíòåíñèâíiñòþ;

(2) {ξk, k ≥ 1}�íåçàëåæíi ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà [0, T ] âèïàäêîâi âåëè÷èíè;
(3) {gk, k ≥ 1}�íåçàëåæíi íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíi öåíòðîâàíi âèïàäêîâi âåëè-

÷èíè ç E
[
|gk|α

]
= 1.



ÐIÂÍßÍÍß ÊÎËÈÂÀÍÜ ÎÄÍÎÐIÄÍÎ� ÑÒÐÓÍÈ Ç ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÌ ÑÒIÉÊÈÌ ØÓÌÎÌ 165

ÒîäiM ÿê âèïàäêîâèé ïðîöåñ, iíäåêñîâàíèé B([0, T ]), ìà¹ òàêi ñàìi ñêií÷åííîâèìiðíi
ðîçïîäiëè, ùî é

M ′(A) = CαT
1/α

∑
k≥1

Γ
−1/α
k 1A(ξk)gk, A ∈ B([0, T ]), (3)

äå

Cα =

(
Γ(2− α) cos πα2

1− α

)1/α

;

ïðè÷îìó ðÿä ìàéæå íàïåâíî çáiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ A ∈ B([0, T ]). Âiäïîâiäíî, ïîëå
{Z(t), t ∈ T}, âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (2), ìà¹ òàêi æ ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè, ùî é

Z ′(t) = CαT
1/α

∑
k≥1

Γ
−1/α
k f(t, ξk)gk, (4)

ïðè÷îìó ðÿä ìàéæå íàïåâíî çáiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ t ∈ T. (Äîêëàäíiøå äèâ. [7, ëåìà
1], [18, òåîðåìà 1.4.2]). Ç îãëÿäó íà öå, íàäàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ìiðó M , çàäàíó
ôîðìóëîþ (3); âiäïîâiäíî, ïîëå (2) áóäå çàäàâàòèñÿ ôîðìóëîþ (4). Áiëüøå òîãî, áåç
îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ââàæàòèìåìî, ùî Ω = ΩΓ×Ωξ×Ωg, P = PΓ⊗Pξ⊗Pg, òà
äëÿ âñiõ n ≥ 1, ω = (ωΓ,ωξ,ωg) ∈ Ω Γn(ω) = Γn(ωΓ), ξn(ω) = ξn(ωξ), gn(ω) =
gn(ωg). Ñèìâîëîì E ïîçíà÷èìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ (iíòåãðàë Ëåáåãà) âiäíîñíî
P, ñèìâîëîì E ç iíäåêñàìè�ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ çà âiäïîâiäíèìè êîîðäèíàòàìè,
íàïðèêëàä,

Eξ,g[η](ωΓ) =

∫

Ωξ

∫

Ωg

η(ωΓ,ωξ,ωg)dPξ(ωξ)dPg(ωg).

Óñþäè ó ñòàòòi ñèìâîëîì C ïîçíà÷èìî ñòàëó, çíà÷åííÿ ÿêî¨ íå ¹ âàæëèâèì i ìîæå
çìiíþâàòèñÿ ìiæ ðÿäêàìè.

3. Ðiâíÿííÿ êîëèâàíü îäíîðiäíî¨ ñòðóíè

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ âèìóøåíèõ êîëèâàíü îäíîðiäíî¨ ñòðó-
íè, ÿêà ðîçìiùåíà âçäîâæ îñi x òà çàêðiïëåíà íà êiíöÿõ x = 0 òà x = a, ÿêùî ó
ìîìåíò t â òî÷öi x íà íå¨ äi¹ çîâíiøíÿ ñèëà iíòåíñèâíiñòþ h(x, t). Ñòðóíà ìîæå çäié-
ñíþâàòè ìàëi êîëèâàííÿ ó ïëîùèíi Oxu; âiäõèëåííÿ òî÷êè ñòðóíè x ó ìîìåíò ÷àñó
t áóäåìî ïîçíà÷àòè U(x, t).

Ðiâíÿííÿ ìàëèõ êîëèâàíü

∂2U

∂t2
− ∂2U

∂x2
= h(x, t), x ∈ [0; a], t ∈ [0;T ], (5)

ó ÿêîìó ïðàâà ÷àñòèíà ¹ âèïàäêîâèì çáóðåííÿì âèãëÿäó h(x, s) = σ(x, t) · Ṁ(t), äå

σ ∈ C([0; a]× [0;T ]), ïðè÷îìó σ(0, s) = σ(a, s) = 0, à Ṁ(t)� âèïàäêîâèé ¾áiëèé¿ øóì
iç ñèìåòðè÷íèì α-ñòiéêèì ðîçïîäiëîì, ïîðîäæåíèé âèïàäêîâîþ ìiðîþ ç íåçàëåæíè-
ìè ïðèðîñòàìè.

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (5) íå ¹ çâè÷àéíîþ ôóíêöi¹þ, òî âîíî íå ìîæå
ìàòè êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó. Òîìó ìè øóêàòèìåìî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ,
òîáòî òàêèé, ùî äëÿ θ(x, t) ∈ C∞([0, a]× [0, T ]), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ θ(0, t) = θ(a, t) = 0
äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ], ç iìîâiðíiñòþ 1 âèêîíàíî ðiâíiñòü

∫ T

0

∫ a

0

U(x, t)

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
θ(x, t)dx dt =

∫ T

0

∫ a

0

θ(x, t)σ(x, t)dxM(dt).

Îñêiëüêè êiíöi ñòðóíè æîðñòêî çàêðiïëåíi, òî

U(0, t) = U(a, t) = 0. (6)
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Ïî÷àòêîâi óìîâè îäíîðiäíi, òîáòî

U(x, 0) = U ′t(x, 0) = 0. (7)

Øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i (5)�(7) ó âèãëÿäi

U(x, t) =

∫ t

0

V (x, t− s, s)ds, (8)

äå V (x; t; s)�ðîçâ'ÿçîê íàñòóïíî¨ çàäà÷i:
(

∂2V
∂t2 −

∂2V
∂x2

)
(x, t) = 0, x ∈ [0, a], t ∈ [0, T ],

V (x, 0, s) = 0,
∂V
∂t (x, 0, s) = h(x, s)

(9)

iç êðàéîâèìè óìîâàìè
V (0, t, s) = V (a, t, s) = 0.

Äîáðå âiäîìî, ùî ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä

V (x, t, s) =

∞∑
n=1

2

πn

∫ a

0

h(ξ, s) sin
πn

a
ξ dξ sin

πn

a
t sin

πn

a
x,

ÿêùî ôóíêöiÿ h(x, s) êóñêîâî äèôåðåíöiéîâíà. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî âèïàäêîâèé
øóì ó ðiâíÿííi (5) íå çàäîâîëüíÿ¹ öþ óìîâó, ñïðîáó¹ìî øóêàòè éîãî ðîçâ'ÿçîê ñàìå
ó òàêîìó âèãëÿäi, òîáòî ïîêëàäåìî

U(x, t) =

∞∑
n=1

2

πn
sin

πn

a
x

∫ T

0

sin
πn

a
(t− s)

∫ a

0

σ(y, s) sin
πn

a
y dyM(ds).

Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíèé ðîçêëàä Ëåïàæà:

U(x, t) = CαT
1/α

∞∑
n=1

2

πn
sin

πn

a
x

∞∑
k=1

Γ
−1/α
k σn(ξk)gk sin

πn(t− ξk)

a
, (10)

äå

σn(s) =

∫ a

0

σ(y, s) sin
πn

a
y dy.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] ðÿä ó ôîðìóëi (10) çáiãà¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî ó

L2[0, a].

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

vn(t) =
2CαT

1/α

πn

∞∑
k=1

Γ
−1/α
k σn(ξk)gk sin

πn(t− ξk)

a
.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ sin πna x îðòîãîíàëüíi â L2[0, a], òî äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ òå-
îðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

∞∑
n=1

v2
n(t) <∞

ìàéæå íàïåâíî. Ïîêàæåìî, ùî
∞∑

n=1

Eξ,g
[
vn(t)2

]
<∞

PΓ-ìàéæå íàïåâíî. Âðàõîâóþ÷è, ùî âåëè÷èíè {gk, k ≥ 1} íåçàëåæíi òà öåíòðîâàíi,
ìà¹ìî

Eg

[
v2
n(t)

]
=

4C2
αT

2/αE[g2
1 ]

(πn)
2

∞∑
k=1

Γ
−2/α
k σ2

n(ξk) sin2 πn(t− ξk)

a
.
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Çâiäñè

∞∑
n=1

Eξ,g
[
vn(t)2

]
=

∞∑
n=1

4C2
αT

2/αE[g2
1 ]

(πn)
2

∞∑
k=1

Γ
−2/α
k Eξ

[
σ2
n(ξk) sin2 πn(t− ξk)

a

]
=

=

∞∑
n=1

4C2
αT

2/α−1E[g2
1 ]

(πn)
2

∞∑
k=1

Γ
−2/α
k

∫ T

0

σ2
n(z) sin2 πn(t− z)

a
dz ≤

≤ C

∞∑
n=1

1

n2

∞∑
k=1

Γ
−2/α
k <∞

ìàéæå íàïåâíî, îñêiëüêè ç ïîñèëåíîãî çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë âèïëèâà¹, ùî Γk ∼ k,
k → +∞, PΓ-ìàéæå íàïåâíî. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òåïåð äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ U(x, t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (5) â óçàãàëüíåíîìó
ñåíñi.

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ θ(x, t) ∈ C∞([0, a] × [0, T ]), òàêî¨, ùî θ(0, t) =
= θ(a, t) = 0 äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ], ç iìîâiðíiñòþ 1 âèêîíàíî ðiâíiñòü:

∫ T

0

∫ a

0

U(x, t)

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
θ(x, t)dx dt =

∫ T

0

∫ a

0

θ(x, t)σ(x, t)dxM(dt). (11)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

ψ(x, t) =

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
θ(x, t);

î÷åâèäíî, ψ ∈ C∞([0, a]× [0, T ]). Äëÿ êîæíîãî N ≥ 1 âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

UN (x, t) = CαT
1/α

∞∑
n=1

2

πn
sin

πn

a
x

N∑
k=1

Γ
−1/α
k σn(ξk)gk sin

πn(t− ξk)

a
,

äå äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] çáiæíiñòü ðÿäó ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó äîâîäèòüñÿ
òàê ñàìî, ÿê ó òåîðåìi 1, òà

VN = CαT
1/α

N∑
k=1

Γ
−1/α
k gk

∫ a

0

θ(z, ξk)σ(z, ξk)dz.

Âiäìiòèìî, ùî UN (x, t) ¹ ðÿäîì Ôóð'¹, ñêëàäåíèì iç ÷àñòêîâèõ ñóì ðÿäó Ëåïàæà äëÿ
U(x, t), VN �÷àñòêîâà ñóìà ðÿäó Ëåïàæà äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (11).

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî N ≥ 1
∫ T

0

∫ a

0

UN (x, t)ψ(x, t)dx dt = VN . (12)

Ïîçíà÷èìî

un(t, x) =
2CαT

1/α

πn
sin

πn

a
x

N∑
k=1

Γ
−1/α
k σn(ξk)gk sin

πn(t− ξk)

a
.

Îöiíèìî

|un(t, x)| ≤ C

n

N∑
k=1

Γ
−1/α
k |σn(ξk)gk| =

CGN

n

N∑
k=1

|σn(ξk)| =: mn,

äå GN = max1≤k≤N |gk|Γ−1/α
k . Îñêiëüêè σn(ξk)�öå, iç òî÷íiñòþ äî ñòàëî¨, êîåôiöi¹í-

òè Ôóð'¹ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ σ(·, ξk), òî
∑∞

n=1 σ
2
n(ξk) <∞, çâiäêè, âèêîðèñòîâóþ÷è
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íåðiâíiñòü Êîøi �Áóíÿêîâñüêîãî, ìà¹ìî

∞∑
n=1

mn = CGN

N∑
k=1

∞∑
n=1

|σn(ξk)|
n

≤ CGN

N∑
k=1

( ∞∑
n=1

σ2
n(ξk)

)1/2( ∞∑
n=1

1

n2
<∞

)1/2

.

Îòæå, çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðàññà ðÿä äëÿ UN (x, t) çáiæíèé ðiâíîìiðíî íà [0, a]×[0, T ].
Òîìó, âðàõîâóþ÷è îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨ ψ, ðiâíÿííÿ (12) ðiâíîñèëüíå òàêîìó:

CαT
1/α

∞∑
n=1

2

πn

∫ T

0

∫ a

0

sin
πn

a
x

N∑
k=1

Γ
−1/α
k gk sin

πn(t− ξk)

a
×

×
∫ a

0

σ(z, ξk) sin
πn

a
z dzψ(x, t)dx dt =

= CαT
1/α

N∑
k=1

Γ
−1/α
k gk

∫ a

0

θ(z, ξk)σ(z, ξk)dz. (13)

Ùîá äîâåñòè òîòîæíiñòü (13), äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü âiäïîâiäíèõ äîäàíêiâ,
òîáòî

∞∑
n=1

2

πn

∫ T

0

∫ a

0

sin
πn

a
x sin

πn(t− ξk)

a

∫ a

0

σ(z, ξk) sin
πn

a
z dzψ(x, t)dx dt =

=

∫ a

0

θ(z, ξk)σ(z, ξk)dz. (14)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

W (z) =

∞∑
n=1

wn(z),

äå

wn(z) =
2

πn
σ(z, ξk) sin

πn

a
z

∫ T

0

sin
πn

a
(t− ξk)

∫ a

0

ψ(x, t) sin
πn

a
x dx dt.

Çiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè:
∫ a

0

ψ(x, t) sin
πn

a
x dx = −aψ(a, t) cosπn

πn
+

aψ(0, t)

πn
+

a

πn

∫ a

0

ψ′x(x, t) cos
πn

a
x dx.

Çâiäñè ëåãêî áà÷èòè, ùî |wn(z)| ≤ C
n2 . Òîäi çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ðÿä äëÿ W (z)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà [0, a], òîìó ìîæå áóòè ïî÷ëåííî iíòåãðîâíèé. Îòæå, ðiâíiñòü
(14) ðiâíîñèëüíà òàêié:
∫ a

0

σ(z, ξk)

∞∑
n=1

2

πn
sin

πn

a
z

∫ T

0

sin
πn

a
(s− ξk)

∫ a

0

ψ(x, s) sin
πn

a
x dx ds dz =

=

∫ a

0

σ(z, ξk)θ(z, ξk)dz.

Ó ñâîþ ÷åðãó, äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
y > 0, z ∈ [0, a] âèêîíàíî

∞∑
n=1

2

πn
sin

πn

a
z

∫ T

0

sin
πn(s− y)

a

∫ a

0

ψ(x, s) sin
πn

a
x dx ds = θ(z, y). (15)

Äëÿ äåÿêîãî R > T ïðîäîâæèìî θ íà [0, a] × [0, R] òàê, ùî θ ∈ C∞([0, a]× [0, R])
òà θ(x,R) = ∂

∂tθ(x,R) = 0. Äëÿ öüîãî ïðîäîâæåííÿ, ÿê i ðàíiøå, âèçíà÷èìî

ψ(x, t) =

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
θ(x, t).
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Ðîçãëÿíåìî òàêó êðàéîâó çàäà÷ó:

(
∂2

∂t2 −
∂2

∂x2

)
V (x, t) = ψ(x,R− t), x ∈ [0, a], t ∈ [0, R],

V (x, 0) = 0,
∂V
∂t (x, 0) = 0,

V (0, t) = V (a, t) = 0.

(16)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ψ ¹ ãëàäêîþ, òî, ÿê äîáðå âiäîìî, ðîçâ'ÿçîê òàêîãî ðiâíÿííÿ ìà¹
âèãëÿä

V (x, t) =

∞∑
n=1

∫ R

0

2

πn

∫ a

0

ψ(ξ, R− τ) sin
πn

a
ξ dξ sin

πn

a
(t− τ)dτ sin

πn

a
x.

Ç iíøîãî áîêó, ôóíêöiÿ θ(x,R − t), î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (16). Òîäi ç
¹äèíîñòi âèïëèâà¹, ùî

θ(x,R− t) =

∞∑
n=1

2

πn
sin

πn

a
x

∫ R

0

sin
πn

a
(t− τ)
∫ a

0

ψ(ξ, R− τ) sin
πn

a
ξ dξ dτ,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíiñòþ (15) iç òî÷íiñòþ äî çàìiíè çìiííèõ s = R− τ, y = R− t.
Îòæå, (12) äîâåäåíî. Îñêiëüêè ðÿä Ëåïàæà äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (11) çái-

æíèé ìàéæå íàïåâíî, òî äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî öÿ ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà ç iìîâið-
íiñòþ 1, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

IN :=

∫ T

0

∫ a

0

(
U(x, t)− UN (x, t)

)
ψ(x, t)dx dt

P−→ 0, N →∞.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi �Áóíÿêîâñüêîãî, îöiíèìî

Eξ,g
[
I2
N

]
≤
∫ T

0

∫ a

0

Eξ,g
[(
U(x, t)− UN (x, t)

)2]
dx dt ·
∫ T

0

∫ a

0

ψ2(x, t)dx dt. (17)

Ïîìiòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [0, T ]

U(x, t)− UN (x, t) =

∞∑
n=1

vn,N (t) sin
πn

a
x,

äå

vn,N (t) =
2CαT

1/α

πn

∞∑
k=N+1

Γ
−1/α
k σn(ξk)gk sin

πn(t− ξk)

a
,

ïðè÷îìó ðÿä çáiæíèé â L2[0, a]. Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 1 ìà¹ìî

Eξ,g

[
∫ a

0

(
U(x, t)− UN (x, t)

)2
dx

]
=

a

2
· Eξ,g

[ ∞∑
n=1

v2
n,N (t)

]
≤ C

∞∑
k=N+1

Γ
−2/α
k .

Ç óðàõóâàííÿì (17) îäåðæó¹ìî

Eξ,g
[
I2
N

]
≤ C

∞∑
k=N+1

Γ
−2/α
k → 0, N →∞,

PΓ-ìàéæå íàïåâíî. Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

Pξ,g
(
|IN | ≥ ε

)
→ 0, N →∞,

PΓ-ìàéæå íàïåâíî. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

P
(
|IN | ≥ ε

)
= EΓ

[
Pξ,g

(
|IN | ≥ ε

)]
→ 0, N →∞,

ùî é ïîòðiáíî äîâåñòè. �
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4. Âëàñòèâîñòi ðåàëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ êîëèâàíü ñòðóíè

Òåîðåìà 3. Âèïàäêîâå ïîëå U ìà¹ íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ, ÿêà äëÿ äîâiëüíîãî

δ > 0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

sup
x′,x′′∈[0,a], t′,t′′∈[0,T ]

|x′−x′′|≤h, |t′−t′′|≤h

|U(x′, t′)− U(x′′, t′′)| ≤ C(ω)h|log h|1+δ

äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ äîäàòíèõ h.

Äîâåäåííÿ. Îöiíèìî çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà

Eg

[
|U(x′, t′)− U(x′′, t′′)|2

]
≤

≤ 2
(
Eg

[
|U(x′, t′)− U(x′′, t′)|2

]
+ Eg

[
|U(x′′, t′)− U(x′′, t′′)|2

])
.

Íåõàé h ∈ (0, 1/2). Âèçíà÷èìî

a1(h) = sup
t∈[0,T ], x′,x′′∈[0,a]

|x′−x′′|≤h

Eg

[
|U(x′, t)− U(x′′, t)|2

]
,

a2(h) = sup
x∈[0,a], t′,t′′∈[0,T ]

|t′−t′′|≤h

Eg

[
|U(x, t′)− U(x, t′′)|2

]
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ Ëåïàæà (10), îöiíèìî

Eg

[
|U(x′, t)− U(x′′, t)|2

]
≤

≤
∞∑

n=1

4C2
αT

2/α

(πn)
2

∣∣∣sin πn
a
x′ − sin

πn

a
x′′
∣∣∣2 ∞∑

k=1

Γ
−2/α
k

∣∣∣∣sin πn(t− ξk)

a

∣∣∣∣2σ2
n(ξk)E[g2

1 ].

Iç íåðiâíîñòi ∣∣∣sin πn
a
x′ − sin

πn

a
x′′
∣∣∣ ≤ πn

a
|x′ − x′′| ≤ πnh

a
,

âðàõîâóþ÷è, ùî σn(s) ¹, iç òî÷íiñòþ äî ñòàëî¨, êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ σ(·, s),
îäåðæèìî òàêó îöiíêó:

a1(h) ≤ Ch2
∞∑
k=1

Γ
−2/α
k

∞∑
n=1

σ2
n(ξk) ≤ C(ωΓ)h2

∞∑
k=1

Γ
−2/α
k . (18)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0
∞∑

n=1

22na1(2−n)

n1+ε
<∞

ìàéæå íàïåâíî. Òîìó
a1(2−n)

b(2−n)
→ 0, n→∞, (19)

ìàéæå íàïåâíî, äå b(h) = h2|log h|1+ε
. Âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ a íåñïàäíà, à ôóí-

êöiÿ b äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ h > 0 çàäîâîëüíÿ¹ b(h) ≤ b(2h) ≤ Cb(h), çâiäñè ìà¹ìî,
ùî ç iìîâiðíiñòþ 1 äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ h > 0 âèêîíàíî

a1(h) ≤ C(ωΓ)b(h) = C(ωΓ)h2|log h|1+ε
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó∣∣∣sin πn
a

(t′ − ξk)− sin
πn

a
(t′′ − ξk)

∣∣∣ ≤ πn
a
|t′ − t′′| ≤ πnh

a
,

îäåðæó¹ìî òàêó ñàìó îöiíêó äëÿ a2.
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ßê íàñëiäîê, äëÿ ìàéæå âñiõ ωξ ∈ Ωξ,ωΓ ∈ ΩΓ

sup
Ah

Eg

[
|U(x′, t′)− U(x′′, t′′)|2

]
≤ C(ωξ,ωΓ)h2|log h|1+ε

,

äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ h > 0, äå

Ah =
{

(x′, x′′, t′, t′′) ∈ [0, a]2 × [0, T ]2 : |x′ − x′′| ≤ h, |t′ − t′′| ≤ h
}
.

Ïðè ôiêñîâàíèõ (ωξ,ωΓ) ∈ Ωξ×ΩΓ, ïîëå U ìà¹ öåíòðîâàíèé ãàóññiâñüêèé ðîçïîäië.
Òîìó (äèâ. [9, ñ. 220]) iñíó¹ ìîäèôiêàöiÿ Uε ïîëÿ U , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

sup
Ah

|Uε(x′, t′)− Uε(x
′′, t′′)| ≤ C(ω)h|log h|1+ε/2

(20)

äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ h > 0.
Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â iñíóâàííi ìîäèôiêàöi¨, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ öþ îöiíêó

äëÿ êîæíîãî ε > 0, âèêîðèñòà¹ìî ñòàíäàðòíå ìiðêóâàííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ ∈
[0, a], t ∈ [0, T ] òà ε > 0 âèçíà÷èìî Ωε,x,t = {ω : U(x, t) = Uε(x, t)}, òîäi çà îçíà÷åííÿì
ìîäèôiêàöi¨ P(Ωε,x,t) = 1, à îòæå,

P(Ω′) := P

 ⋂
ε∈(0,∞)∩Q,

x∈[0,a]∩Q, t∈[0,T ]∩Q

Ωε,x,t

 = 1.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðàöiîíàëüíèõ ε > 0 ôóíêöi¨ Uε′ íà Ω′ çáiãàþòüñÿ íà çëi÷åííié ñêðiçü
ùiëüíié ìíîæèíi, à òîìó, çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi, é â óñiõ òî÷êàõ. Îòæå, íà Ω′ âñi
öi ìîäèôiêàöi¨ îäíàêîâi òà çàäîâîëüíÿþòü (20) îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ äîäàòíèõ ðàöiî-
íàëüíèõ, à òîìó i äëÿ âñiõ äîäàòíèõ, ε > 0. �
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EQUATION FOR VIBRATIONS OF A STRING WITH FIXED ENDS,
FORCED BY A STABLE RANDOM NOISE

L. I. RUSANIUK, G. M. SHEVCHENKO

Abstract. We study the equation for forced vibrations of a homogeneous string with a random force

having a symmetric α-stable distribution. We show that the function constructed by the Fourier method

is a generalized solution to the equation, and establish its pathwise regularity.

ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÑÒÐÓÍÛ C ÇÀÊÐÅÏËÅÍÍÛÌÈ
ÊÎÍÖÀÌÈ, ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÕ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÌ ÑËÓ×ÀÉÍÛÌ

ØÓÌÎÌ

Ë. È. ÐÓÑÀÍÞÊ, Ã. Ì. ØÅÂ×ÅÍÊÎ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ óðàâíåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîé ñòðóíû ñ çà-
êðåïëåííûìè êîíöàìè, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò ñèììåòðè÷íîå α-óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå.
Äîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì Ôóðüå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ,
à òàêæå óñòàíîâëåíà ðåãóëÿðíîñòü òðàåêòîðèé.


