
Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé Teoriya �Imovirnoste��
òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà ta Matematychna Statystyka
Âèï. 1(98)/2018, ñ. 228�238 No. 1(98)/2018, pp. 228�238

ÓÄÊ 519.21

ÍÅÐIÂÍÎÑÒI ÄËß ÔÓÍÊÖI� ÐÈÇÈÊÓ Ó ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍIÉ

ÇÀ ×ÀÑÎÌ ÒÀ ÏÐÎÑÒÎÐÎÌ ÌÎÄÅËI ÊÐÀÌÅÐÀ�ËÓÍÄÁÅÐÃÀ

Ì. Â. ÊÀÐÒÀØÎÂ , Â. Â. ÃÎËÎÌÎÇÈÉ

Àíîòàöiÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ óçàãàëüíåíà ìîäåëü ðèçèêó Êðàìåðà �Ëóíäáåðãà ç íåîäíîðiäíèì çà
÷àñîì ïðîöåñîì Ïóàññîíà ñòðàõîâèõ ïîäié, à òàêîæ iç iíòåíñèâíiñòþ ïðåìié, ùî çàëåæèòü âiä
âåëè÷èíè íàÿâíîãî ñòðàõîâîãî ôîíäó. Çíàéäåíi ÿâíi íåðiâíîñòi äëÿ åêñïîíåíöiéíî íîðìîâàíî¨
ðiâíîìiðíî¨ âiäñòàíi (a) ìiæ ôóíêöi¹þ ðèçèêó ó íåîäíîðiäíèõ çà ÷àñîì i ïðîñòîðîì ìîäåëÿõ òà
ôóíêöi¹þ ðèçèêó â îäíîðiäíèõ çà ÷àñîì i íåîäíîðiäíèõ çà ïðîñòîðîì ìîäåëÿõ, (b) ìiæ ôóí-
êöiÿìè ðèçèêó â îäíîðiäíèõ çà ÷àñîì i íåîäíîðiäíèõ çà ïðîñòîðîì ìîäåëÿõ òà â îäíîðiäíèõ çà
÷àñîì i ïðîñòîðîì ìîäåëÿõ. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ôóíêöiÿ iíòåíñèâíîñòi ïðåìié íàáëèæà¹òüñÿ ïðè
çðîñòàííi ñòðàõîâîãî ôîíäó äî ñòàëî¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Íåîäíîðiäíi ó ÷àñi òà ïðîñòîði ïðîöåñè Ìàðêîâà, iìîâiðíiñòü áàíêðóò-
ñòâà, ìîäåëü ðèçèêó Êðàìåðà �Ëóíäáåðãà.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. Primary 91B30; Secondary 60J25.

1. Âñòóï

Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ðîçïîäiëiâ òà àñèìïòîòèêè ðîçïîäiëó ìàðêîâñüêèõ ìîìåí-
òiâ çàãàëüíèõ ëàíöþãiâ Ìàðêîâà ïðè øèðîêèõ ïðèïóùåííÿõ íà õàðàêòåð ïåðåìiøó-
âàííÿ äåòàëüíî âèñâiòëåíî ó ìîíîãðàôi¨ àâòîðà [8], äå íàâåäåíî òàêîæ ðÿä çàñòîñó-
âàíü.

Îñíîâè òåîði¨ ñòiéêîñòi ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé âèêëàäåíî ó ìîíîãðàôi¨ Â. Çîëîòà-
ðüîâà [3]. Âàæëèâi äîñÿãíåííÿ ó òåîði¨ ñòiéêîñòi íàâåäåíî ó êíèçi Ñ. Ìåéíà, Ð. Òâi-
äi [7].

Âðàõîâóþ÷è ïîòðåáè ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü, äîöiëüíî ïîøèðèòè êëàñè÷íi ðå-
çóëüòàòè òåîði¨ Êðàìåðà �Ëóíäáåðãà íà êëàñ íåîäíîðiäíèõ ïðîöåñiâ ðèçèêó. Íàïðè-
êëàä, àêòóàðíà âàðòiñòü ïîëiñà àâòîñòðàõóâàííÿ ìà¹ âðàõîâóâàòè ñåçîííèé ôàêòîð,
ùî äi¹ ïåðiîäè÷íî òà âïëèâà¹ íà iíòåíñèâíiñòü äîðîæíüî-òðàíñïîðòíèõ ïðèãîä.

Ó ðîáîòi [11] äîñëiäæåíî àñèìïòîòèêó ôóíêöi¨ ðèçèêó äëÿ íåîäíîðiäíîãî çà ïðî-
ñòîðîì (çi çìiííîþ iíòåíñèâíiñòþ ïðåìié) òà îäíîðiäíîãî i íåïåðåðâíîãî çà ÷àñîì
óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi ðèçèêó Êðàìåðà �Ëóíäáåðãà.

Ó öié ðîáîòi âêàçàíå âèùå äîñëiäæåííÿ ïðîäîâæåíî ó áiê ïîðiâíÿííÿ ôóíêöié
ðèçèêó (òîáòî îòðèìàííÿ ÿâíèõ íåðiâíîñòåé äëÿ ¨õ ðiçíèöi) äëÿ íåîäíîðiäíî¨ ÷è
îäíîðiäíî¨ çà ÷àñîì ÷è ïðîñòîðîì ìîäåëi. Îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðèçèêó (ùî òå æ ñàìå,
ùî ôóíêöiÿ éìîâiðíîñòåé áàíêðóòñòâà çàëåæíî âiä ñòðàõîâîãî ðåçåðâó, äèâ. íèæ÷å)
íàâåäåíî ó [5].

Äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü äâi÷i íåîäíîðiäíî¨ (çà ïðîñòîðîì òà ÷àñîì) ìîäå-
ëi òàêîæ îòðèìàíî ÿâíi åêñïîíåíöiéíi íåðiâíîñòi äëÿ ðiçíèöi âiäïîâiäíèõ ôóíêöié
ðèçèêó, iç âèêîðèñòàííÿì ðåçóëüòàòiâ [9, 10, 12].

Ïåðøi ÷àñòèíè ðîáîòè ìiñòÿòü ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ, îñòàííÿ� äîâåäåííÿ.
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2. Íåîäíîðiäíà çà ÷àñîì i ïðîñòîðîì ìîäåëü Êðàìåðà �Ëóíäáåðãà

Íåõàé (c(x), x ∈ R) äîäàòíà áîðåëiâñüêà ôóíêöiÿ òàêà, ùî ôóíêöiÿ 1/c(x) ëîêàëü-
íî iíòåãðîâíà òà äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ c > 0 i γ > 0

c(x)− c = O
(
exp(−γx)

)
, x→∞. (1)

Ðîçãëÿíåìî íåîäíîðiäíèé çà ÷àñîì ïðîöåñ Ìàðêîâà ó R, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó ñòðà-
õîâîãî êàïiòàëó òà ¹ íåïåðåðâíèì ñïðàâà ðîçâ'ÿçêîì ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

dX(t) = c
(
X(t)

)
dt− dZ̃(t), t ≥ s, X(s) = x. (2)

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó îá ðóíòîâàíi ó ëåìi 1 íèæ÷å.
Òóò c(x) çàäà¹ iíòåíñèâíiñòü ïðåìié ïðè íàÿâíîìó ñòðàõîâîìó ôîíäi x, à ïðîöåñ

Z̃(t) ìà¹ íåçàëåæíi ïðèðîñòè

Z̃(t)− Z̃(s) =
∑

ν̃(s)<n≤ν̃(t)

ξn (3)

òà îïèñó¹ ñòðàõîâi âèïëàòè íà (s, t], òóò ν̃(t)� âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ùî âèçíà÷åíî
íèæ÷å.

Âåëè÷èíè (ξn, n ≥ 1) ó (3) ¹ íåçàëåæíèìè îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè íåâiä'¹ìíèìè
âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ñòðàõîâèõ âèïëàò, iç P(ξn < x) = F (x), G(x) = 1 − F (x),
m = Eξ1, òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Êðàìåðà ïðî ñêií÷åííiñòü ïðè äåÿêîìó α > 0
ãåíåðóþ÷î¨ ôóíêöi¨ ìîìåíòiâ

f̂(α) = E exp(αξ1) <∞. (4)

Íåõàé òàêîæ

Ĝ(α) =
(
f̂(α)− 1

)
/α =

∫ ∞

0

exp(αx)G(x)dx.

Ó (3) çà ïðèïóùåííÿì âèïàäêîâèé ïðîöåñ (ν̃(t), t ≥ 0) iç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè
íå çàëåæèòü âiä (ξn), çàäà¹ êiëüêiñòü ñòðàõîâèõ ïîäié íà (0, t] òà ¹ íåîäíîðiäíèì ïðî-

öåñîì Ïóàññîíà çi ñòðóêòóðíîþ ìiðîþ Λ̃(s, t) =
∫ t
s λ̃(u)du i áîðåëiâñüêîþ íåâiä'¹ìíîþ

ëîêàëüíî iíòåãðîâíîþ iíòåíñèâíiñòþ λ̃(u) òàêîþ, ùî Λ̃(s,∞) =∞. Îòæå,

P
(
ν̃(t)− ν̃(s) = n

)
= exp

(
−Λ̃(s, t)

)(
Λ̃(s, t)

)n
/n!, n ∈ Z+. (5)

Âèçíà÷èìî ìîìåíò ïåðøîãî ñòðèáêà ïðîöåñó ν̃(t) ïiñëÿ s

θs = inf
(
t > s : ν̃(t) > ν̃(s)

)
. (6)

Ùiëüíiñòü θs äîðiâíþ¹ Psx(θs ∈ du) = λ̃(u) exp
(
−Λ̃(s, u)

)
du, u ≥ s.

Çà òåîði¹þ ïðîöåñiâ iç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè [1, 2], iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðà-
òîð A(t) (àáî æ õàðàêòåðèñòè÷íèé îïåðàòîð Äèíêiíà [2, II.5]) ïðîöåñó (X(t)) ìà¹
âèãëÿä

A(t)g(x) = c(x)g′(x) + λ̃(t)[g ∗ F (x)− g(x)], x ∈ R, (7)

äëÿ g ∈ C1(R) ∩ Cb(R) (àáî g ∈ D(A(t))� îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
A(t)).

Òóò çãîðòêà g ∗F (x) =
∫∞
0 g(x− y)dF (y). Äëÿ ôóíêöi¨ f çãîðòêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

f ∗ g(x) =
∫∞
0 f(x− y)g(y)dy.

Âèçíà÷èìî íåïåðåðâíi ñòðîãî çðîñòàþ÷i ôóíêöi¨, ùî âíàñëiäîê óìîâ íà c(x) ¹
içîìîðôiçìàìè R+ :

D(x) =

∫ x

0

1

c(y)
dy, C(y) = sup(x : D(x) < y) = D(−1)(y). (8)

Íåõàé òàêîæ
H(x, t) = C(D(x) + t)− x, x, t ≥ 0. (9)
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Çàóâàæèìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ íå ñïàäà¹ çà t òà íåâiä'¹ìíà, H(x, 0) = 0.

Ëåìà 1. Çà óìîâè X(s) = x ≥ 0 äî íàñòàííÿ ìîìåíòó θs ó (6) ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

X(t) = x + H(x, t− s), s ≤ t < θs,

X(θs) = x + H(x, θs − s)− ξν̃(s)+1. (10)

Íàäàëi ñèìâîëè Psx òà Esx îçíà÷àþòü iìîâiðíiñòü òà ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ çà
óìîâè X(s) = x.

3. Ìîìåíò áàíêðóòñòâà òà çóïèíåíèé ïðîöåñ

Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àñèìïòîòèêà ðîçïîäiëó ìîìåíòó áàíêðóòñòâà

ζsx = inf(t > s : X(t) < 0), äå X(s) = x. (11)

Òîìó ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ ç îáðèâîì

Xt = X(t)1t<ζsx −∞1t≥ζsx , t ≥ s,

çi çíà÷åííÿìè ó R+ ∪ {−∞}. Âií ¹ ìàðêîâñüêèì ñóáïðîöåñîì ïðîöåñó X(t), ùî âiä-
ïîâiäà¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîìó ôóíêöiîíàëó µts = 1{ζsx>t} [2, ãëàâà 1.5].

Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi X(t) ñïðàâà, îçíà÷åííÿ ñóáïðîöåñó Xt òà âèçíà÷åííÿ ií-
ôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà (òðà¹êòîði¨ ïðîöåñiâ X(t) òà Xt çáiãàþòüñÿ äî íàñòàííÿ
ñòðîãî äîäàòíîãî ìàðêîâñüêîãî ìîìåíòó ζsx äëÿ êîæíîãî x ≥ 0) iíôiíiòåçèìàëüíèé
îïåðàòîð At ïðîöåñó Xt ìà¹ âèãëÿä

Atg(x) = [A(t)g](x)1x≥0, x ∈ R, Atg(−∞) = 0. (12)

äëÿ ôóíêöié g iç g(x) = 0 ïðè x < 0.
Âèçíà÷èìî ïðè B ∈ B(R+), t ≥ s, ïåðåõiäíó éìîâiðíiñòü

Pst(x,B) = Psx(Xt ∈ B) = Psx(X(t) ∈ B, ζsx > t). (13)

Ðîçãëÿíåìî ïðè x ≥ 0 éìîâiðíîñòi âèæèâàííÿ òà áàíêðóòñòâà (ôóíêöiþ ðèçèêó)
íà íåñêií÷åííîìó ãîðèçîíòi

p̃s(x) = Ps∞(x,R+) = Ps∞1(x),

q̃s(x) = 1− p̃s(x) = Psx(ζsx <∞), (14)

äå Ps∞1(x) = limt→∞ Pst1(x) = limt→∞ Psx(ζsx > t) = Psx(ζsx = ∞), à 1� îäèíè÷íà
ôóíêöiÿ íà R+. Ïðè x < 0 äîâèçíà÷èìî öi ôóíêöi¨ ÿê íóëüîâi.

4. Îöiíêà Êðàìåðà â îäíîðiäíié çà ÷àñîì ìîäåëi

Íåõàé ñòàëà λ > 0, à (ν(t))� îäíîðiäíèé çà ÷àñîì ïðîöåñ Ïóàññîíà çi ñòàëîþ
ôóíêöi¹þ iíòåíñèâíîñòi λ(t) = λ, Λ(s, t) = λ(t− s) ó (5).

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ ðèçèêó (Yt) àíàëîãi÷íèé äî (Xt) iç
çàìiíîþ íåîäíîðiäíîãî ïðîöåñó (ν̃(t)) íà îäíîðiäíèé (ν(t)) òà ç òi¹þ æ iíòåíñèâíiñòþ
ïðåìié (c(x)) i ñóìàìè âèïëàò (ξn). Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîöåñó ìà¹
âèãëÿä

Ag(x) =
(
c(x)g′(x) + λ[g ∗ F (x)− g(x)]

)
1x≥0, x ∈ R+. (15)

äëÿ g(x) = 0 ïðè x < 0.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

p(x) = ps(x), q(x) = qs(x) (16)

âiäïîâiäíi äî (14) iìîâiðíîñòi âèæèâàííÿ òà áàíêðóòñòâà äëÿ ïðîöåñó (Yt), ÿêi, î÷å-
âèäíî, íå çàëåæàòü âiä s. Ó ðîáîòi [11], ëåìà 3 òà ðiâíiñòü (30), äîâåäåíî iñíóâàííÿ
äëÿ ìàéæå âñiõ x íåâiä'¹ìíî¨ ïîõiäíî¨

r(x) = −q′(x), q(x) =

∫ ∞

x

r(y)dy. (17)
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Äëÿ ôóíêöié g íà R+ ââåäåìî ïðè α ≥ 0 ïîçíà÷åííÿ

‖g‖α = sup
x≥0

exp(αx)|g(x)|, ĝ(α) =

∫ ∞

0

exp(αx)g(x)dx, (18)

Is(g) =

∫ ∞

s

|g(x)|dx, g±(x) = max(0,±g(x)).

Ïðèïóñòèìî, ùî ñòàëà c ó (1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó áàëàíñó

λm < c. (19)

Òîìó çà ïðèïóùåíü (4),(19) ñòðîãî äîäàòíèì ¹ ïîêàçíèê Êðàìåðà

β ≡ sup
(
α ≥ 0 : λĜ(α) < c

)
> 0, (20)

îñêiëüêè Ĝ(0) = m.
Îäíî÷àñíî ç ïîïåðåäíiìè ðîçãëÿíåìî òàêîæ ïðè α ≥ 0 óìîâó

∆(α) ≡ inf
x≥0

(
c(x)− λ
∫ x

0

exp(αy)G(y)dy

)/
λf̂(α) > 0. (21)

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ âèêîíàííÿ (21) ïðè ìàëèõ α ≥ 0 íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá
∆(0) > 0. ßêùî iíòåíñèâíiñòü c(x) íå çðîñòà¹, òî (21) âèêîíàíî ïðè α < β.

Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ âêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ ∆(α) íåïåðåðâíà â íóëi âíàñëiäîê (4)
òà íå çðîñòà¹. à çíà÷åííÿ ∆(0) = c/λ−m. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ∆(0) > 0, òî âèêîíàíà
óìîâà (19) i ∆(α) > 0 äëÿ âñiõ α ∈ [0,β).

Òåîðåìà 1. (a) Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1) i (19), òà ñòàëà 0 ≤ α < min(γ,β).
Òîäi

‖q‖α ≤ r̂(α) ≤
(∥∥(c(·)− c)−

∥∥
α

+ λĜ(α)
)/(

c− λĜ(α)
)
. (22)

(b) Ïðè 0 ≤ α < β çà ïðèïóùåííÿ äîäàòíîñòi çíàìåííèêà ïðàâî¨ ÷àñòèíè

‖q‖α ≤ r̂(α) ≤ λĜ(α)
/(

c− λĜ(α)−
∥∥(c(·)− c)−

∥∥
0

)
. (23)

(c) Çà âèêîíàííÿ (21) äëÿ äàíîãî α > 0

‖q‖α ≤ ‖r‖α/α ≤ 1/α∆(α). (24)

5. Ïîðiâíÿííÿ ç îäíîðiäíîþ çà ÷àñîì ìîäåëëþ Êðàìåðà �Ëóíäáåðãà

Ïîðiâíÿííÿ ìîäåëåé ìè ðîçóìi¹ìî ÿê ÿâíi íåðiâíîñòi äëÿ ðiçíèöi âiäïîâiäíèõ ôóí-
êöié ðèçèêó.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåîäíîðiäíèé ïðîöåñ-ðîçâ'ÿçîê (2) çàäîâîëüíÿ¹ ïðè äåÿêîìó
α > 0, ôiêñîâàíîìó s ≥ 0 òà äåÿêié ñòàëié ρα(s) < 1 óìîâó

sup
x≥0

f̂(α)

∫ ∞

s

λ̃(u) exp
(
−Λ̃(s, u)

)
exp
(
−αH(x, u− s)

)
du ≤ ρα(s) < 1. (25)

Çàóâàæåííÿ 2. Äëÿ âèêîíàííÿ (25) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ α > 0 íåîáõiäíî òà äîñòà-
òíüî, ùîá

inf
x≥0

∫ ∞

s

λ̃(u) exp
(
−Λ̃(s, u)

)
H(x, u− s)du > m. (26)

Äiéñíî, âèðàç ïiä çíàêîì âåðõíüî¨ ìåæi ó ëiâié ÷àñòèíi (25) ïðè êîæíîìó x ìà¹
ðîçêëàä Òåéëîðà(

1 + mα+ o(α)
)(

1− αB(x) + o(α)
)

= 1−
(
B(x)−m

)
α+ o(α), α→ 0,

äå B(x)� âèðàç ïiä çíàêîì íèæíüî¨ ìåæi ó ëiâié ÷àñòèíi (26) Òóò óñi o() ðiâíîìiðíi
çà x âíàñëiäîê äîäàòíîñòi H ì. ñ. Âiçüìåìî âåðõíþ ìåæó ïî x â îñòàííüîìó ñïiââiä-
íîøåííi òà âèáåðåìî ìàëå äîäàòíîãî α (íå îáîâ'ÿçêîâî äëÿ ñàìå òîãî çíà÷åííÿ, ùî
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ó (25)). Òîäi øóêàíà åêâiâàëåíòíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ðiçíèöÿ B(x)−m âiääiëåíà
âiä íóëÿ.

Çàóâàæåííÿ 3. Â îäíîðiäíié ñõåìi ç λ̃(u) = λ òà c(x) = c óìîâà (26) åêâiâàëåíòíà
óìîâi áàëàíñó (19).

Äiéñíî, ó äàíèõ ïðèïóùåííÿõ H(x, t) = ct, à ëiâà ÷àñòèíà (26) äîðiâíþ¹ c/λ .

Íàñëiäîê 1. ßêùî ôóíêöiÿ c(x) ìîíîòîííà, òî H(x, t) ìîíîòîííà çà àðãóìåíòîì
x ó òîé æå áiê.

ßêùî c(·) íå ñïàäà¹, óìîâà (26) åêâiâàëåíòíà óìîâi

∫ ∞

s

λ̃(u) exp
(
−Λ̃(s, u)

)
C(u− s)du > m. (27)

ßêùî æ c(·) íå çðîñòà¹, òî óìîâà (26) åêâiâàëåíòíà óìîâi

∫ ∞

s

λ̃(u) exp
(
−Λ̃(s, u)

)(
C(u− s)−K(u− s)

)
du > m, (28)

äå K(t) =
∫∞
0

(
1− c(y + H(y, t))/c(y)

)
dy.

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ α ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (25) òà îäíà ç óìîâ (a),(b),(c)
òåîðåìè 1. Òîäi

‖q̃s − q‖α ≤ Is

(
λ̃(·)− λ

)
f̂(α) max

(
1, ‖q‖α

)
/
(
1− ρα(s)

)
, (29)

äå íîðìà ‖q‖α ó ïðàâié ÷àñòèíi îáìåæó¹òüñÿ ó âiäïîâiäíîìó ïóíêòi òåîðåìè 1.
Ó êîæíîìó âèïàäêó äëÿ éìîâiðíîñòi ðèçèêó ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

q̃s(x) ≤ exp(−αx)(‖q̃s − q‖α + ‖q‖α). (30)

6. Ïîðiâíÿííÿ iç êëàñè÷íîþ ìîäåëëþ Êðàìåðà �Ëóíäáåðãà

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ ðèçèêó (Y t) àíàëîãi÷íèé äî (Yt) iç çàìiíîþ íåî-
äíîðiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi ïðåìié (c(x)) íà îäíîðiäíó c(x) = c i òèìè æ ñóìàìè âèïëàò
(ξn). Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîöåñó ìà¹ âèãëÿä

Ag(x) =
(
cg′(x) + λ[g ∗ F (x)− g(x)]

)
1x≥0, x ∈ R+. (31)

Âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ ó (16), (17) ïîçíà÷èìî ÷åðåç

p(x), q(x), r(x).

Äëÿ öèõ ôóíêöié âiäîìi ÿâíi íåðiâíîñòi [5].

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1) i (19), òà 0 ≤ α < min(γ,β). Òîäi

‖q − q‖α ≤
(
‖c(·)− c‖α + λĜ(α) min

(
‖c(·)− c‖0/c, 1

))/(
c− λĜ(α)

)
. (32)

Äàëi, âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà çíèçó

λm/(c + ‖c(·)− c‖0) ≤ q(0).

Êðiì òîãî, çà äîäàòêîâî¨ óìîâè ‖c(·)− c‖0 < c ñïðàâåäëèâà îöiíêà çâåðõó

q(0) ≤ λm/(c− ‖c(·)− c‖0). (33)
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7. Ïðèêëàä: äâîðiâíåâà iíòåíñèâíiñòü ïðåìié

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä çàëåæíî¨ âiä ñòðàõîâîãî ôîíäó äâîðiâíåâî¨ iíòåíñèâíîñòi
ïðåìié

c(x) = b1x<z + c1x≥z, (34)

ïðè äåÿêèõ b, c, z > 0.
Óìîâà (1) âèêîíàíà ïðè êîæíîìó γ > 0.
Îñíîâíi ôóíêöi¨ òàêi:

D(x) = (x/b)1x≤z +
(
z/b + (x− z)/c

)
1x>z,

C(y) = (by)1y≤z/b +
(
z + c(y − z/b)

)
1y>z/b,

H(x, t) = (ct)1x>z + (bt)10≤t≤(z−x)/b +
(
ct + (z − x)(1− c/b)

)
1x≤z,t>(z−x)/b. (35)

Ïåðøi äâi ðiâíîñòi âèâîäÿòüñÿ ç (8), à îñòàííþ ïðîñòiøå âèâåñòè ç (10) òà ðiâíÿííÿ
(2) ïðè t < ζsx.

Óìîâà (21) âèêîíó¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó α > 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñïðàâäæó¹-
òüñÿ óìîâà áàëàíñó (19) òà b > λ

∫ z
0 G(y)dy. Öå òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì íàñëiäêîì

çàóâàæåííÿ 1 òà (34).

Íàñëiäîê 2. Çà ïðèïóùåííÿ (34)

(a) Ïðè 0 ≤ α < β

‖q‖α ≤
(

(b− c)−eαz + λĜ(α)
)/(

c− λĜ(α)
)
.

(b) Ïðè 0 ≤ α < β çà óìîâè äîäàòíîñòi çíàìåííèêà ó ïðàâié ÷àñòèíi

‖q‖α ≤ λĜ(α)
/(

c− λĜ(α)− (b− c)−
)
.

(c) Íåõàé 0 < α < β òà

∆(α) = min

(
c− λĜ(α), b− λ

∫ z

0

exp(αy)G(y)dy

)/
λf̂(α) > 0.

Òîäi

‖q‖α ≤ 1/α∆(α).

Çàóâàæèìî, ùî iíòåíñèâíiñòü ó (34) çàâæäè ìîíîòîííà.
Òîìó ïðè b ≤ c (íå ñïàäàííÿ çà x) ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòåé (27) òà (35) i âèðàçó

äëÿ ùiëüíîñòi θs ìà¹ìî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó (26)

Es

[
b(θs − s)1b(θs−s)<z +

(
c(θs − s) + z(1− b/c)

)
1b(θs−s)≥z

]
> m.

Àíàëîãi÷íî, ïðè b ≥ c (íå çðîñòàííÿ çà x) ìà¹ìî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó (26)

Es[c(θs − s)] > m.

Íàñëiäîê 3. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè îäíîãî ç ïóíêòiâ (a),(b),(c)
íàñëiäêó 2.

(a1) Íåõàé b ≤ c òà

ρα(s) ≡ f̂(α)

∫ ∞

s

λ̃(u) exp
(
−Λ̃(s, u)

)
exp
(
−αH(0, u− s)

)
du < 1,

äå H(0, t) = (bt)1t<z/b +
(
ct + z(1− c/b)

)
1t≥z/b.

Òîäi

‖q̃s − q‖α ≤ Is

(
λ̃(·)− λ

)
f̂(α) max(1, ‖q‖α)

/(
1− ρα(s)

)
, (36)

äå ‖q‖α îöiíþ¹òüñÿ ó âiäïîâiäíîìó ïóíêòi íàñëiäêó 2.
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(a2) Íåõàé b ≥ c òà

ρα(s) ≡ f̂(α)

∫ ∞

s

λ̃(u) exp
(
−Λ̃(s, u)

)
exp
(
−αH(∞, u− s)

)
du < 1,

äå H(∞, t) = ct.
Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (36).

Íàñëiäîê 4. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (19), òà 0 ≤ α < β. Òîäi

‖q − q‖α ≤
(
|c− b| exp(αz) + min(|b/c− 1|, 1)λĜ(α)

)/(
c− λĜ(α)

)
.

Äàëi âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà çíèçó

λm/(c + |c− b|) ≤ q(0).

Êðiì òîãî, çà äîäàòêîâî¨ óìîâè b < 2c ñïðàâåäëèâà îöiíêà çâåðõó

q(0) ≤ λm/(c− |c− b|).

Çàóâàæèìî, ùî íåðiâíîñòi íàñëiäêó 4 ¹ ðiâíîñòÿìè ïðè b = c.

8. Äîâåäåííÿ

Äîâåäåííÿ ëåìè 1. Iç (2) òà (6) âèâîäèìî, ùî ïðè s ≤ t < θs âèêîíó¹òüñÿ ñòîõàñòè-
÷íå ðiâíÿííÿ dX(t) = c(X(t))dt, çâiäêè çà îçíà÷åííÿì (8)

t− s =

∫ t

s

dX(u)/c(X(u)) = D(X(t))−D(x).

Òîìó ç (8) âèïëèâà¹ ïåðøà ðiâíiñòü ó (10). Äðóãà ðiâíiñòü ¹ î÷åâèäíèì íàñëiäêîì
ïåðøî¨ òà íåïåðåðâíîñòi ñïðàâà ïðîöåñó X(t) �

Íàñòóïíà ëåìà ìiñòèòü òâåðäæåííÿ ïðî ïîõiäíó ôóíêöi¨ ðèçèêó, ùî äîçâîëÿ¹
äîñëiäèòè àñèïòîòèêó îñòàííüî¨.

Ëåìà 2 [11, ëåìà 4]. Ôóíêöiÿ r(x) ó (17) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

c(x)r(x) = λ

∫ x

0

r(y)G(x− y)dy + λ
(
1− q(0)

)
G(x), x ≥ 0, (37)

äëÿ ì. â. x, ïðè÷îìó
∫ ∞

0

c(x)r(x)dx = λm. (38)

Íàñòóïíà ôóíäàìåíòàëüíà ëåìà îïèñó¹ âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü òèïó (37).

Ëåìà 3. Íåõàé k(t, s) áîðåëiâñüêà íåâiä'¹ìíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ, à áîðåëiâñüêà
îáìåæåíà ôóíêöiÿ y(t) ≥ 0. Òîäi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà

x(t) = y(t) +

∫ t

0

k(t, s)x(s)ds, t ≥ 0, (39)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó êëàñi âèìiðíèõ ëîêàëüíî îáìåæåíèõ ôóíêöié òà ¹ íåâiä'¹ì-
íèì: x(t) ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Âêàçàíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñóìîþ ðÿäó Íåéìàíà ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëè-
æåíü i ¹ íåâiä'¹ìíèì, îñêiëüêè ñòåïåíi íåâiä'¹ìíèõ îïåðàòîðiâ ¹ íåâiä'¹ìíèìè [13,
ëåìà 3; 4, ãë. 3]. Çàóâàæèìî, ùî âíàñëiäîê ëiíiéíîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ xi(t) (39) òà
yi(t) ó ïðàâié ÷àñòèíi ç y1(t) ≥ y2(t) âèïëèâà¹, ùî x1(t) ≥ x2(t) ïðè âñiõ t. �
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 (a). Íåðiâíiñòü ‖q‖α = supx≥0 exp(αx)
∫∞
x r(y)dy ≤ r̂(α) î÷å-

âèäíà çà îçíà÷åííÿì (17).
Ïåðåïèøåìî (37) ó âèãëÿäi

cr(x) = (c− c(x))r(x) + λr ∗G(x) + λp(0)G(x). (40)

Ìíîæåííÿì (40) íà exp(αx) òà iíòåãðóâàííÿì íà [0,∞) îòðèìó¹ìî

cr̂(α) ≤
∥∥(c− c(·))+

∥∥
α

∫ ∞

0

r(y)dy + λr̂(α)Ĝ(α) + λp(0)Ĝ(α) ≤

≤
∥∥(c(·)− c)−

∥∥
α

+ λr̂(α)Ĝ(α) + λĜ(α),

ç óðàõóâàííÿì (17) òà íåðiâíîñòåé p(0), q(0) ≤ 1. Çâiäñè ìà¹ìî (22). �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 (b). Àíàëîãi÷íî ç ðiâíÿííÿ (40) ìà¹ìî, ùî

cr̂(α) ≤
∥∥(c− c(·))+

∥∥
0
r̂(α) + λr̂(α)Ĝ(α) + λĜ(α),

çâiäêè îòðèìó¹ìî (23). �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 (c). Íåðiâíiñòü ‖q‖α ≤ ‖r‖α/α î÷åâèäíà çãiäíî iç (17).
Iç (37) âèâîäèìî, ùî ôóíêöiÿ x(t) = −r(t) + K exp(−αt) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(39) ç ÿäðîì k(s, t) = λG(t− s) òà ïðàâîþ ÷àñòèíîþ

y(t) = −λp(0)G(t) + K exp(−αt)
(
c(t)− λ
∫ t

0

exp(αs)G(s)ds

)
.

Òîìó çà ëåìîþ 3 íåðiâíîñòi x(t) ≥ 0 (òîáòî ‖r‖α ≤ K) âèïëèâàþòü iç íåðiâíîñòåé

y(t) ≥ 0, t ≥ 0. Îñòàííi ÷åðåç íåðiâíîñòi p(0) ≤ 1 òà exp(αt)G(t) ≤ f̂(α) âèêîíóþòüñÿ
çà óìîâîþ (21) ïðè K = 1/∆(α). Îòæå, äîâåäåíî íåðiâíiñòü ‖r‖α ≤ 1/∆(α) òà (24).

�

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 1. Îá÷èñëèìî ç (9) äëÿ ìàéæå âñiõ x

∂/∂xH(x, t) = C ′(D(x) + t)/c(x)− 1,

çâiäêè âíàñëiäîê (8) òà C ′(D(x))/c(x) = 1 îòðèìó¹ìî ïðè ìàéæå âñiõ x òîòîæíiñòü

∂/∂xH(x, t) = c(x + H(x, t))/c(x)− 1. (41)

Öå äîâîäèòü ïåðøå òâåðäæåííÿ íàñëiäêó, îñêiëüêè H(x, t) ≥ 0.
ßêùî iíòåíñèâíiñòü c(x) íå ñïàäà¹ çà x, òî íàéìåíøå çíà÷åííÿ (26) äîñÿãà¹òüñÿ

ïðè x = 0, òîìó äîñèòü âðàõóâàòè, ùî H(0, t) = C(t).
ßêùî æ iíòåíñèâíiñòü c(x) íå çðîñòà¹ çà x, òî íàéìåíøå çíà÷åííÿ (26) äîñÿãà¹òüñÿ

ïðè x =∞, òîìó ñëiä âðàõóâàòè ðiâíiñòü

H(∞, t) = C(t)−K(t),

ùî âèïëèâà¹ ç iíòåãðóâàííÿ (41) íà [0, x] òà ðiâíîñòi H(0, t) = C(t). �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Ðîçãëÿíåìî íåîäíîðiäíèé ïðîöåñ (Xt) ç iíôiíiòåçèìàëüíèì
îïåðàòîðîì (12), ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ Pst ó (13) òà áàçîâèé îäíîðiäíèé ïðîöåñ
(Yt) ç iíôiíiòåçèìàëüíèì îïåðàòîðîì (15). Âêàçàíi îïåðàòîðè çàäîâîëüíÿþòü îçíà-
÷åííÿ êâàçiîäíîðiäíîñòi [12, c. 3], îñêiëüêè ðiçíèöåâèé îïåðàòîð ó (AD) [12] çãiäíî ç
(12) òà (15) ìà¹ âèãëÿä

Dsg(x) ≡ (As −A)g(x) =
(
λ̃(s)− λ

)(
g ∗ F (x)− g(x)

)
1x≥0 (42)

òà ¹ îáìåæåíèì ïðè íîðìi ‖·‖α.
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Ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi q̃s − q = −(p̃s − p) çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü (17) òåîðåìè 2
[12] iç íîðìîþ ‖·‖α

‖q̃s − q‖α ≤
∫ ∞

s

‖Psu‖α‖Dup‖αdu, (43)

äå ÿäðî îïåðàòîðà Psu âèçíà÷åíî ó (13).
Çãiäíî ç (42) ïðè u ≥ s
∫ ∞

s

‖Dup‖αdu ≤ Is

(
λ̃(·)− λ

)
sup
u≥0

exp(αu)|(p ∗ F (u)− p(u))| =

= Is

(
λ̃(·)− λ

)
sup
u≥0

exp(αu)|(−G(u)− q ∗ F (u) + q(u))| ≤

≤ Is

(
λ̃(·)− λ

)
max

(
max(1, ‖q‖α)f̂(α), ‖q‖α

)
=

= Is

(
λ̃(·)− λ

)
f̂(α) max(1, ‖q‖α). (44)

Äàëi ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

ϕst(x) = Esx exp(−αXt + αx), ϕs = sup
t≥s, x≥0

ϕst(x). (45)

Çà îçíà÷åííÿì îïåðàòîðíî¨ íîðìè òà ÿäðà Pst ó (13)

‖Pst‖α = sup
x≥0

ϕst(x) ≤ ϕs. (46)

Çà ìàðêîâñüêîþ âëàñòèâiñòþ ïðîöåñó (Xt) äëÿ ìàðêîâñüêîãî ìîìåíòó θs ó (6) òà
ëåìîþ 1 ç óðàõóâàííÿì ïîçíà÷åííÿ Js ≡ Xθs

= x+H(x, θs− s)− ξν(s)+1 îòðèìó¹ìî

ϕst(x) = Esx exp(−αH(x, t− s))1θs>t +

+ Esx exp(−αJs + αx)EθsJs
exp(−αXt + αJs)1θs≤t =

= Esx exp(−αH(x, t− s))1θs>t +

+ Esx exp(−αJs + αx)ϕθs,t(Js)1θs≤t =

=

∫ ∞

t

λ̃(u) exp
(
−Λ̃(s, u)

)
exp(−αH(x, u− s))du +

+

∫ t

s

λ̃(u) exp
(
−Λ̃(s, u)

)
du exp(−αH(x, u− s))×

×
∫ ∞

0

exp(αy)ϕut(H(x, u− s) + x− y)dF (y). (47)

Çàìiíîþ ϕut(·) ó ïðàâié ÷àñòèíi íà ¨¨ âåðõíþ ìåæó ϕu (45), ùî íå çàëåæèòü âiä
x, òà ïåðåõîäÿ÷è äî âåðõíüî¨ ìåæi ïðè t ≥ s òà x ≥ 0 ó (47) ç óðàõóâàííÿì (5)
îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

ϕs ≤ 1 + f̂(α) sup
t≥s, x≥0

∫ t

s

λ̃(u) exp
(
−Λ̃(s, u)

)
exp(−αH(x, u− s))ϕudu.

Çà óìîâîþ (25) ÿäðà ó ïðàâié ÷àñòèíi ¹ ñòèñêàþ÷èìè ç íîðìîþ íå áiëüøîþ çà
ρα(s), òîìó ïîâòîðíèé ïåðåõiä äî âåðõíüî¨ ìåæi ç óðàõóâàííÿì ìîíîòîííîñòi ϕs ó
(45) ïðèçâîäèòü äî íåðiâíîñòi

‖Pst‖α ≤ ϕs ≤ 1/(1− ρα(s)) (48)

çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (25).
Íàðåøòi, ïiäñòàíîâêà (48) òà âèêîðèñòàííÿ (44) ó (43) äîâîäèòü øóêàíó íåðiâ-

íiñòü (29).
Íåðiâíiñòü (30) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà äëÿ íîðìè (18). �
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Çàñòîñó¹ìî äî ïðîöåñiâ (Yt), (Y t) òîòîæíiñòü (37) ëåìè 2 òà
âiäíiìåìî ïåðøó ðiâíiñòü âiä äðóãî¨. Îòðèìó¹ìî

(r(x)− r(x))c = r(x)(c− c(x)) + λ(r − r) ∗G + λ(q(0)− q(0))G(x). (49)

Ìíîæåííÿì (49) íà exp(αx) òà iíòåãðóâàííÿì íà R+ âèâîäèìî

c

∫ ∞

0

exp(αx)|r(x)− r(x)|dx ≤ ‖c− c(·)‖α
∫ ∞

0

r(x)dx +

+ Ĝ(α)

∫ ∞

0

exp(αx)|r(x)− r(x)|dx + λĜ(α)|q(0)− q(0)|. (50)

Çâiäñè ç óðàõóâàííÿì q(0) ≤ 1 âèâîäèìî íåðiâíiñòü
∫ ∞

0

exp(αx)|r(x)− r(x)|dx ≤
(
‖c− c(·)‖α + λĜ(α)|q(0)− q(0)|

)/(
c− λĜ(α)

)
. (51)

Âðàõîâóþ÷è (38), çà (17) îòðèìó¹ìî

‖q − q‖α ≤
∫ ∞

0

exp(αx)|r(x)− r(x)|dx ≤

≤
(
‖c− c(·)‖α + λĜ(α)|q(0)− q(0)|

)/(
c− λĜ(α)

)
. (52)

Äàëi çàñòîñó¹ìî ðiâíÿííÿ (38) äî ïðîöåñiâ (Yt), (Y t) òà âiäíiìåìî îäíå âiä îäíîãî:

c

∫ ∞

0

(r(x)− r(x))dx =

∫ ∞

0

r(x)(c− c(x))dx.

Çâiäñè

c|q(0)− q(0)| = c

∣∣∣∣∫ ∞
0

(r(x)− r(x))dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ∞
0

r(x)(c− c(x))dx

∣∣∣∣ ≤
≤ ‖c− c(·)‖0

∫ ∞

0

r(x)dx = ‖c− c(·)‖0q(0). (53)

Îñêiëüêè q(0) = λm/c [5], òî ñïðàâäæó¹òüñÿ (33).
Ç iíøîãî áîêó, c|q(0)− q(0)| ≤ c. Ïiäñòàíîâêà îñòàííiõ íåðiâíîñòåé ó (52) äîâîäèòü

òåîðåìó. �

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2. Òâåðäæåííÿ (a), (b), (c) íàñëiäêó ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì âiäïî-
âiäíèõ òâåðäæåíü òåîðåìè 1 ç óðàõóâàííÿì (34) òà (35). Â îñòàííüîìó ïóíêòi ñëiä
âðàõóâàòè, ùî ∆(α) ≥ ∆(α). �

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3. Âèïëèâà¹ ç ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ H(x, t) çà àðãóìåíòîì x
çãiäíî ç íàñëiäêîì 1 òà ç ðiâíîñòi (35). �

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 4. Áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç (32) òà (34). �
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INEQUALITIES FOR A RISK FUNCTION IN THE TIME AND SPACE
INHOMOGENEOUS CRAMER–LUNDBERG RISK MODEL

M. V. KARTASHOV , V. V. GOLOMOZIY

Abstract. We consider the generalization of the Cramer–Lundberg risk model with the Poisson
process of risk events which is inhomogeneous in time, and with current reserve dependent premium

rate. We obtain explicit inequalities for the exponential normed uniform distances between risk functions

in (a) time-space inhomogeneous model and space-inhomogeneous time-homogeneous model, (b) space-
inhomogeneous time-homogeneous model and space and time-homogeneous model. It is supposed some

closeness of the premium rate to a constant.

ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÄËß ÔÓÍÊÖÈÈ ÐÈÑÊÀ Â ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ
ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ È ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÓ ÌÎÄÅËÈ ÊÐÀÌÅÐÀ�ËÓÍÄÁÅÐÃÀ

Í. Â. ÊÀÐÒÀØÎÂ , Â. Â. ÃÎËÎÌÎÇÛÉ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ìîäåëü ðèñêà Êðàìåðà �Ëóíäáåðãà ñ íåîäíîðîäíûì
ïî âðåìåíè ïðîöåññîì Ïóàññîíà ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ, à òàêæå ñ èíòåíñèâíîñòüþ ïðåìèé, êîòîðàÿ
çàâèñèò îò âåëè÷èíû òåêóùåãî ñòðàõîâîãî ôîíäà. Íàéäåíû ÿâíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíî íîðìèðîâàííîãî ðàâíîìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ (a) ìåæäó ôóíêöèåé ðèñêà â íåîäíîðîäíûõ ïî
âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ìîäåëÿõ è ôóíêöèåé ðèñêà â îäíîðîäíûõ ïî âðåìåíè è íåîäíîðîäíûõ ïî
ïðîñòðàíñòâó ìîäåëÿõ, (b) ìåæäó ôóíêöèÿìè ðèñêà â îäíîðîäíûõ ïî âðåìåíè è íåîäíîðîäíûõ ïî
ïðîñòðàíñòâó è îäíîðîäíûõ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ìîäåëÿõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
èíòåíñèâíîñòè ïðåìèé ïðè ðîñòå ñòðàõîâîãî ôîíäà ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîñòîÿííîé.


