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1. Âñòóï

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨

yj = θ0 +

q∑
i=1

θixji + εj , j = 1, N, (1)

äå θ = (θ0, θ1, . . . ,θq)�íåâiäîìèé ïàðàìåòð, {εj , j = 1, N}�ïîñëiäîâíiñòü íåçàëå-
æíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí(í.î.ð.â.â.), çàäàíèõ íà éìîâiðíi-
ñíîìó ïðîñòîði (Ω,F,P), iç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó (ô.ð.) F (x) = P(εj < x), X =
(xji)�ìàòðèöÿ ðåãðåñiéíîãî åêñïåðèìåíòó.

Ó öié ðîáîòi íàñ áóäóòü öiêàâèòè àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè
(ÌÌÎ) ïàðàìåòðà θ.

Îçíà÷åííÿ 1. ÌÌÎ ïàðàìåòðà θ ìîäåëi (1) íàçâåìî âèïàäêîâèé âåêòîð

θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂q), òàêèé, ùî

∆̂N = ρ(θ̂) = min
β∈Rq+1

ρ(β), (2)

ρ(β) = max
1≤j≤N

|yj − β0 −
q∑

i=1

βixji|, β = (β0,β1, . . . ,βq).

Ìiíiìàêñíi îöiíêè âæå äîñëiäæóâàëèñÿ ó ðîáîòi [1], äå âèâ÷àâñÿ ëèøå âèïàäîê, êî-
ëè ïëàí ðåãðåñiéíîãî åêñïåðåìåíòó áóâ çîñåðåäæåíèé ó äåÿêèõ k ôiêñîâàíèõ òî÷êàõ.
Íàòîìiñòü ó öié ðîáîòi íà ïëàí ðåãðåñiéíîãî åêñïåðåìåíòó íàêëàäà¹òüñÿ óìîâà:

R . Äëÿ áóäü-ÿêèõ i = 1, q òà j = 1, N

xji ∈ Vn = {0, 1

n
,

2

n
, . . . ,

n− 1

n
, 1},

ïðè÷îìó ðåãðåñîðè {xji, i = 1, q} ïðîáiãàþòü óñi ìîæëèâi íàáîðè çíà÷åíü iç ìíîæè-
íè Vn.

Óìîâà R îçíà÷à¹, ùî â ìîäåëi (1), íàñïðàâäi,

yj = ynj , xji = x
(n)
ji , εj = εnj , N = Nn = (n + 1)q. (3)
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Òàêèì ÷èíîì, ñïîñòåðåæåííÿ (1) ðîçãëÿäàþòüñÿ â íåíóëüîâié ñõåìi ñåðié [2], ïîìèëêè
ñïîñòåðåæåíü {εnj , j = 1, Nn}, n ≥ 1, ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó n ¹ í.î.ð.â.â. iç
ô.ð. F (x).

Íàãàäà¹ìî äåÿêi íåîáõiäíi íàäàëi ðåçóëüòàòè òåîði¨ åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü. Íå-
õàé {εj , j ≥ 1}�ïîñëiäîâíiñòü í.î.ð.â.â. iç ô.ð. F (x). Ïîêëàäåìî

ZN = max
1≤j≤N

εj , Z∗N = max
1≤j≤N

|εj |. (4)

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò bN > 0, aN ∈ R ïðè N →∞

bN (ZN − aN )
D−→ ζ, (5)

i ζ ìà¹ íåâèðîäæåíó ô.ð. G(x) = P(ζ < x) (÷åðåç
D−→ ïîçíà÷à¹ìî ñëàáêó çáiæíiñòü

â.â.).
ßêùî ñïiââiäíîøåííÿ (5) âèêîíó¹òüñÿ, òî êàæóòü, ùî ô.ð. F íàëåæèòü îáëàñòi

ìàêñèìóì ïðèòÿãíåííÿ çàêîíó G i ïèøóòü F ∈ D(G).
Âiäîìî iç [3�5], ùî ïðè âèêîíàííi ñïiââiäíîøåííÿ (5) G ìîæå ìàòè ëèøå îäèí iç

òàêèõ òðüîõ òèïiâ ðîçïîäiëiâ:

Òèï I : Φα(x) =

{
0, ïðè x ≤ 0,

exp(−x−α), ïðè α > 0, x > 0 ;

Òèï II : Ψα(x) =

{
exp(−(−x)α), ïðè α > 0, x ≤ 0,

1, ïðè x > 0;
(6)

Òèï III : Λ(x) = exp(−e−x), ïðè −∞ < x <∞.

Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè äëÿ çáiæíîñòi äî êîæíî¨ ô.ð. Φα,Ψα,Λ òàêîæ äîáðå
âiäîìi.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî â ìîäåëi (1)

(A1): Ïîìèëêè ñïîñòåðåæåíü (εj) ¹ ñèìåòðè÷íèìè â.â.;
(A2): F ∈ D(G) iç íîðìóþ÷èìè êîíñòàíòàìè aN òà bN , äå G îäíà ç ô.ð. Φα, Ψα, Λ

ó ðiâíîñòÿõ (6).

ßê áóëî ñêàçàíî âèùå, ïðè ïëàíi ðåãðåñiéíîãî åêñïåðåìåíòó, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó R, ìè ôàêòè÷íî ìà¹ìî ñïðàâó ç ñõåìîþ ñåðié (3). Ìîäåëü ñõåìè ñåðié äëÿ
ñõåìè ìàêñèìóìó í.â.â. âèâ÷àëàñü ó ëiòåðàòóði (äèâ. [6, ãë. 5, � 3 òà ëiòåðàòóðó òàì]).
Âiäçíà÷èìî, ùî â [6] âèêîðèñòîâóâàëèñü íåëiíiéíi ñèñòåìè íîðìóâàííÿ. Öå äîçâîëè-
ëî ðîçøèðèòè êëàñ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ. Àëå ïðè ëiíiéíèõ íîðìóâàííÿõ i îäíàêîâî
ðîçïîäiëåíèõ äîäàíêàõ ïåðåõiä äî ñõåìè ñåðié íå äà¹ ÿêèõîñü íîâèõ iñòîòíèõ ðåçóëü-
òàòiâ.

ßêùî æ âèêîíàíà óìîâà (A2), òîáòî F ∈ D(G), à F (x)�öå ô. ð. εnj , òî íåâàæêî
çðîçóìiòè, ùî â.â. ZNn

= max1≤j≤N εnj òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (5), à
ãðàíè÷íèìè áóäóòü ôóíêöi¨ Φα,Ψα,Λ , âèçíà÷åíi â (6). Òîìó äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó
ôîðìóë ó äîâåäåííÿõ, ÿê i ó ñïîñòåðåæåííÿõ (1), ìè íå áóäåìî âêàçóâàòè çàëåæíiñòü
âiä n.

Íåõàé (Cn)�íåñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë, Cn ≥ 1, n ≥ 1, (ηn, n ≥ 1)�

ïîñëiäîâíiñòü â.â. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ηn
P
= O(C−1

n ), ÿêå åêâiâàëåí-
òíå çáiæíîñòi

sup
n≥1

P(Cn|ηn| > K)→ 0,K →∞, (7)

é îçíà÷à¹ ñòîõàñòè÷íó îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (Cn|ηn|).

2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè ìiñòèòü òàêà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ ìîäåëi (1) âèêîíàíî óìîâè (A1), (A2) òà R. Ïðèïóñòèìî
òàêîæ, ùî

bN →∞, N →∞. (8)

Òîäi ÌÌÎ θ̂ êîíñèñòåíòíà i, áiëüøå òîãî,

θ̂i − θi
P
= O(b−1

Nn
), i = 0, q, (9)

Z∗Nn
− ∆̂Nn

= χn, 0 ≤ χn
P
= O(b−1

Nn
). (10)

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

di = βi − θi, i = 0, q, d = (d0, d1, . . . dq).

Òàê ñàìî, ÿê i â ðîáîòi [1], çâåäåìî îïòèìiçàöiéíó çàäà÷ó (2) äî çàäà÷i ëiíiéíîãî
ïðîãðàìóâàííÿ (ÇËÏ)

∆̂N = min
d,∆∈D

∆, (11)

D = {(d,∆) ∈ Rq × R+ : | − d0 −
q∑

i=1

dixji + εj | ≤ ∆, j = 1, N} =

= {(d,∆) ∈ Rq × R+ : d0 +

q∑
i=1

dixji + ∆ ≥ εj ,−d0 −
q∑

i=1

dixji + ∆ ≥ −εj , j = 1, N}.

ßêùî âèáðàòè d0 = d1 = . . . = dq = 0, òî ρ(θ̂) ≤ ρ(θ) = Z∗N . I, òàêèì ÷èíîì,
ìîæíà ââàæàòè, ùî ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (11) 0 ≤ ∆ ≤ Z∗N .

Âèáèðàþ÷è äàëi äëÿ áóäü-ÿêîãî i0 ∈ {1, . . . , q} òà äëÿ äåÿêèõ 1 ≤ j1, j2 ≤ N

xj1i0 =
1

n
, xj2i0 = 1, à xj1i = xj2i = 0 ïðè i 6= i0,

îòðèìó¹ìî

D ⊂ Di0 = {(d,∆) ∈ Rq × R+ : | − d0 − di0
1

n
+ εj1 | ≤ ∆, | − d0 − di0 + εj2 | ≤ ∆}.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çìiííi di0 òà di0 îáìåæåíi íà îáëàñòi D. Îñêiëüêè i0 äîâiëü-
íèé íîìåð iç {1, . . . , q}, òî öå îçíà÷à¹, ùî D = D(ω)� îáìåæåíà çàìêíåíà ìíîæèíà
äëÿ âñiõ åëåìåíòàðíèõ ïîäié ω ∈ Ω. À îñêiëüêè öiëüîâà ôóíêöiÿ ÇËÏ (11) ëiíié-
íà i íåïåðåðâíà, òî äëÿ êîæíîãî ω ∈ Ω iñíó¹ îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê(ìîæëèâî, íå
¹äèíèé)

(d̂0, d̂1, . . . , d̂q, ∆̂N ) ∈ D, (12)

i
∆̂N ≤ Z∗N . (13)

Çàóâàæèìî, ùî d̂i = θ̂i − θi, i = 0, q, i îòðèìàíèé ôàêò ïîêàçó¹, ùî ìiíiìóì ó
(2) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî ω ∈ Ω. Ïðàâäà, ìîæëèâî, öÿ òî÷êà íå ¹äèíà. Òîäi
ç ðîáîòè [7, òåîðåìà (3.10) íà ñ.270] âèïëèâà¹, ùî iñíó¹, ïðèíàéìíi, îäèí ðîçâ'ÿçîê

θ̂ = θ̂(ω),ω ∈ Ω, çàäà÷i (2) òàêèé, ùî θ̂i, i = 0, q, áóäóòü â.â., ÿê i âiäïîâiäíi ¨ì

d̂i = θ̂i − θi, i = 0, q.
Íàâåäåìî äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ε(1) ≤ ε(2) ≤ . . . ≤ ε(N) âàðià-

öiéíèé ðÿä, ïîáóäîâàíèé ïî í.î.ð.â.â. {εj , j = 1, N} iç ô.ð. F (x). I íåõàé Z
(k)
N �

k-òå íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ñåðåä {εj , j = 1, N}, òîáòî

Z
(1)
N = ZN = ε(N), Z

(2)
N = ε(N−1), . . . , Z

(k)
N = ε(N−k+1), . . .

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ k-òå íàéìåíøå çíà÷åííÿ W
(k)
N ïîñëiäîâíîñòi {εj , j = 1, N}:

W
(1)
N = WN = ε(1), . . . , W

(k)
N = ε(k), . . .
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Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äîáðå âiäîìèé [5, ãë. 2, � 2].

Ëåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêèõ ïîñëiäîâíîñòåé bN > 0, aN i äëÿ íåâèðîäæå-
íî¨ ô.ð. G(x) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5), òîáòî F ∈ D(G). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî
ôiêñîâàíîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 1

P(bN (Z
(k)
N − aN ) < x) −→ G(x)

k−1∑
i=0

(− lnG(x))i

i!
, N →∞, (14)

ïðè G(x) > 0, x�òî÷êà íåïåðåðâíîñòi G. ßêùî G(x) = 0, òî ñïðàâåäëèâà çái-
æíiñòü äî íóëÿ.

Ó âèïàäêó, êîëè εj ñèìåòðè÷íî ðîçïîäiëåíi â.â., òî −W (k)
N òà Z

(k)
N ìàþòü îäíàêîâi

ðîçïîäiëè. Òàêèì ÷èíîì, iç ëåìè 1 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñëiäîê 1.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (εj , j ≥ 1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A1), (A2),
bN ≥ 1, N ≥ 1. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 1 ñïðàâäæó¹-
òüñÿ çîáðàæåííÿ

Z
(k)
N = aN +

ξN,k

bN
, W

(k)
N = −aN −

ξ
′

N,k

bN
, (15)

äå ïðè N →∞
ξN,k

P
= O(1), ξ

′

N,k
P
= O(1). (16)

Â óìîâàõ òåîðåìè 1 äëÿ ïîìèëîê ñïîñòåðåæåíü ó ñõåìi ñåðié ìîäåëi (1) âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè (A1) òà (A2). Òîäi çàëèøàþòüñÿ ïðàâèëüíèìè òâåðäæåííÿ ëåìè 1 òà
íàñëiäêó 1, ÿêùî ¨õ ïåðåïèñàòè ç iíäåêñàìè N = Nn, çàïèñàòè â (14) n→∞ çàìiñòü
N →∞, àíàëîãi÷íi çàìiíè ðîáëÿòüñÿ i ó ñïiââiäíîøåííÿõ (7), (16).

Ïàì'ÿòàþ÷è ïðî äîìîâëåíiñòü íàïðèêiíöi âñòóïó, ïîêëàäåìî

ξN,m = max(|ξN,k|, |ξ
′

N,k|, k = 1,m).

Çðîçóìiëî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó m

ξN,m
P
= O(1). (17)

Íåõàé (d̂0, d̂1, . . . , d̂q, ∆̂N ) �ðîçâ'ÿçîê ÇËÏ (11). Ç îöiíîê (13), (15) îòðèìó¹ìî

∆̂N ≤ max(ZN ,−WN ) ≤ aN +
ξN,m

bN
.

Îñêiëüêè (d̂0, d̂1, . . . , d̂q, ∆̂N ) ∈ D, òî

| − d̂0 −
q∑

i=1

d̂ixji + εj | ≤ aN +
ξN,m

bN
, j = 1, N. (18)

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ:
I{B}� iíäèêàòîð ïîäi¨ B, Ii = I{d̂i ≤ 0}, i = 1, q,

V +
n = { j

n
:

3n

4
< j ≤ n}, V −n = { j

n
: 0 ≤ j <

n

4
},

J+ = {1 ≤ l ≤ N : xli ∈ V +
n ïðè Ii = 1, xli ∈ V −n ïðè Ii = 0, i = 1, q},

J− = {1 ≤ l ≤ N : xli ∈ V −n ïðè Ii = 1, xli ∈ V +
n ïðè Ii = 0, i = 1, q},

Bz = {ω ∈ Ω : ∃l ∈ J+,∃k ∈ {1, . . . ,m} : Z
(k)
N = εl},

Bw = {ω ∈ Ω : ∃l
′
∈ J−,∃k

′
∈ {1, . . . ,m} : W

(k
′
)

N = εl′}. (19)



ÌIÍIÌÀÊÑÍI ÎÖIÍÊÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐIÂ ÌÎÄÅËI ÐÅÃÐÅÑI� 87

Íåõàé ω ∈ Bz

⋂
Bw. Òîäi, âðàõîâóþ÷è îöiíêó (18), ìà¹ìî:

iñíóþòü l ∈ J+, l
′ ∈ J−, k, k

′ ∈ {1, . . . ,m} òàêi, ùî

−d̂0 −
q∑

i=1

d̂ixli + Z
(k)
N ≤ aN +

ξN,m

bN
,

−d̂0 −
q∑

i=1

d̂ixl′ i + W
(k)
N ≥ −aN −

ξN,m

bN
.

Ùå ðàç çàñòîñó¹ìî íàñëiäîê 1 îäåðæèìî

−d̂0 −
q∑

i=1

d̂ixli ≤
ξN,m − ξN,k

bN
, (20)

−d̂0 −
q∑

i=1

d̂ixl′ i ≥
−ξN,m + ξ

′

N,k′

bN
. (21)

Âiäíiìàþ÷è âiä íåðiâíîñòi (20) íåðiâíiñòü (21) , îòðèìó¹ìî

−
q∑

i=1

d̂i(xli − xl′ i) ≤
4ξN,m

bN
,

ïðè÷îìó òóò

1

2
≤ xli − xl′ i ≤ 1, ÿêùî Ii = 1, òîáòî d̂i ≤ 0,

i

−1 ≤ xli − xl′ i ≤ −
1

2
, ÿêùî Ii = 0, òîáòî d̂i > 0.

Çâiäñè ïðè ω ∈ Bz

⋂
Bw íåãàéíî âèïëèâà¹ îöiíêà

| d̂i |≤
8ξN,m

bN
, i = 1, q. (22)

Îöiíèìî éìîâiðíîñòi ïîäié B̄z = Ω\Bz òà B̄w = Ω\Bw. Ìà¹ìî

P(B̄z) =
∑

α1,...,αq∈{0,1}

P(I1 = α1, . . . , Iq = αq, B̄z). (23)

Çàâäÿêè íåçàëåæíîñòi òà îäíàêîâié ðîçïîäiëåíîñòi εj , âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

P(Z
(k)
N = εl) =

1

N
, l = 1, N, k = 1,m. (24)

Ñïèðàþ÷èñü íà öi ðiâíîñòi, çíàéäåìî îöiíêè çâåðõó äëÿ äîäàíêiâ ñóìè (23).
Äëÿ ïðîñòîòè ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê α1 = 1, . . . ,αq = 1 òà ïîêëàäåìî

L = {1 ≤ l ≤ N : ∀i ∈ {1, . . . , q} xli ∈ V +
n },

| L |�êiëüêiñòü åëåìåíòiâ L. Î÷åâèäíî, äëÿ äåÿêîãî δ ∈ [0, 1] ïðè n→∞

| L |= (n− 3n

4
− δ)q = (

n + 1

4
)q(1− 1 + 4δ

n + 1
) =

N

4q
(1 + O(

1

n
)).

Çâiäñè òà iç (24) ìà¹ìî

P(I1 = . . . = Iq = 1, B̄z) ≤ P(∀l ∈ L, ∀k ∈ {1, . . . ,m} : Z
(k)
N 6= εl) =

= P(Z
(1)
N 6= εl, l ∈ L)×P(Z

(2)
N 6= εl, l ∈ L/Z

(1)
N 6= εl1 , l1 ∈ L)× . . .×

× P(Z
(m)
N 6= εl, l ∈ L/Z

(1)
N 6= εl1 , . . . , Z

(m−1)
N 6= εlm−1

, l1, . . . , lm−1 ∈ L) ≤
≤ (N− | L |)(N− | L | −1) . . . (N− | L | −m + 1)N−m ≤
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≤ (1− 1

4q
+ O(

1

n
))m. (25)

Äàëi âiçüìåìî ÿê α1, . . . ,αq äîâiëüíèé áiíàðíèé íàáið, à L âèáåðåìî òàê:

L = {1 ≤ l ≤ N : ∀i ∈ {1, . . . , q} xli ∈ V +
n ïðè αi = 1, xli ∈ V −n ïðè αi = 0}.

Ôàêòè÷íî ïîâòîðþþ÷è íàâåäåíi ïðè îòðèìàííi (25) ìiðêóâàííÿ, äiñòàíåìî

P(I1 = α1, . . . , Iq = αq, B̄z) ≤ (1− 1

4q
+ O(

1

n
))m. (26)

Ðàçîì (23) òà (26) äîçâîëÿþòü çàïèñàòè

P(B̄z) ≤ 2q(1− 1

4q
+ O(

1

n
))m. (27)

Óíàñëiäîê ñèìåòðè÷íîñòi εj òà îäíàêîâî¨ ðîçïîäiëåíîñòi Z
(k)
N i −W (k)

N iç (27) âèïëè-
âà¹ îöiíêà

P(B̄w) ≤ 2q(1− 1

4q
+ O(

1

n
))m, (28)

à, îòæå,

P(Bz

⋂
Bw) = 1−P(B̄z

⋃
B̄w) ≥ 1− 2q+1(1− 1

4q
+ O(

1

n
))m. (29)

Âèáåðåìî n0 òàêå, ùîá äëÿ n ≥ n0 ó (29) âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü O( 1
n ) ≤ 3

4q+1 .
Çâiäñè òà iç (22) ìà¹ìî

P(bN |d̂i| > C) ≤ P(8ξN,m > C) + 2q+1(1− 1

4q+1
)m, (30)

ïðè n ≥ n0 òà i = 1, q.
ßêùî ïîêëàäåìî N0 = (n0 + 1)q, òî, âðàõîâóþ÷è (16), îäåðæèìî

lim
C→∞

sup
N≥N0

P(bN |d̂i| > C) ≤ 2q+1(1− 1

4q+1
)m, (31)

äëÿ áóäü-ÿêîãî i = 1, q.
Îñêiëüêè ìè ìîæåìî âèáðàòè ÷èñëî m ÿê çàâãîäíî âåëèêèì, òî (31) îçíà÷à¹, ùî

|d̂i| = |θ̂i − θi|
P
= O(b−1

N ), (32)

òîáòî (9) ïðàâèëüíå ïðè i = 1, q.

Ïîòðiáíà îöiíêà äëÿ d̂0 âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòåé (20)�(22). Äiéñíî, ïðè
ω ∈ Bz

⋂
Bw

|d̂0| ≤ (8q + 2)
ξN,m

bN
.

Ïåðåõiä çâiäñè äî îöiíêè (9) äëÿ i = 0 çäiéñíþ¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó i > 0
(îöiíêè (31)).

Îöiíêà (10) âèïëèâà¹ ç òàêèõ ìiðêóâàíü. Îñêiëüêè âèêîíàíî (12), òî äëÿ j = 1, N

|εj | − |d̂0 +

q∑
i=1

d̂ixji| ≤ | − d̂0 −
q∑

i=1

d̂ixji + εj | ≤ ∆̂N ,

òîáòî

χn = Z∗Nn
− ∆̂Nn

≤
q∑

i=0

|d̂i|.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ðàçîì iç îöiíêàìè (9) äà¹ (10). �
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3. Çàóâàæåííÿ òà ïðèêëàäè

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ êëàñè÷íî¨ îöiíêè íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ (ÎÍÊ) âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü

θ̂i − θi
P
= O(

1√
N

), i = 0, q.

Òîìó, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1 i

bN√
N
→∞ ïðè N →∞, (33)

òî ÌÌÎ åôåêòèâíiøà çà ÎÍÊ.
Iç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [1] âèïëèâà¹, ùî óìîâà (33) íå ìîæå âèêîíóâàòèñü äëÿ îáëà-

ñòåé ìàêñèìóì ïðèòÿãàííÿ D(Φα) òà D(Λ), à ó âèïàäêó D(Ψα) ñïiââiäíîøåííÿ (33)
ïðàâèëüíå ïðè 0 < α < 2.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé â.â. εj ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà [−1, 1], òîáòî F (x) = x+1
2 ,

x ∈ [−1, 1]. Äîáðå âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [5, ãë. 1, § 7] ), ùî F ∈ D(Ψ1) i
bN = N

2 , aN = 1. Òîäi â óìîâàõ òåîðåìè 1 ïðè N →∞

θ̂i − θi
P
= O(

1

N
), i = 0, q.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé â.â. εj ìàþòü ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Òîäi ([5, ãë. 1,
� 7]) F ∈ D(Λ) i

bN =
√

2 lnN, aN =
√

2 lnN − ln lnN + ln 4π

2
√

2 lnN
.

Çà òåîðåìîþ 1 ïðè N →∞

θ̂i − θi
P
= O(

1√
lnN

), i = 0, q.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó íà [−1, 1] ÌÌÎ åôåêòèâíiøà çà ÎÍÊ, à
ó âèïàäêó íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïîìèëîê ñïîñòåðåæåíü êðàùîþ áóäå ÎÍÊ.

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê ìîäåëi (1)

yj = θ0 + εj , j = 1, N,

äå εj ìàþòü ùiëüíiñòü Ëàïëàñà f(x) = 1
2e
−|x|. Òîäi (äèâ. ïðèêëàä 2 ó ðîáîòi [1])

F ∈ D(Λ), bN = 1, aN = ln
N

2
i

lim
N→∞

P{2(θ̂0 − θ0) < x} =
1

1 + e−x
,

òîáòî ÌÌÎ θ̂0 íå áóäå êîíñèñòåíòíîþ. Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî âiä óìîâè (8) òåî-
ðåìè 1 íå ìîæíà âiäìîâèòèñÿ.

Çàóâàæåííÿ 2. Ðîáîòè [8] òà [9] ìiñòÿòü, çîêðåìà, òâåðäæåííÿ ïðî áëèçüêiñòü ðîçïî-

äiëiâ ìàêñèìàëüíèõ àáñîëþòíèõ âåëè÷èí çàëèøêiâ ρ(β)|
β=θ̂

, äå θ̂�ÎÍÊ ïàðàìåòðiâ

ëiíiéíî¨ ìîäåëi ðåãðåñi¨, äî ðîçïîäiëiâ ìàêñèìóìiâ àáñîëþòíèõ âåëè÷èí ïîõèáîê ñïî-
ñòåðåæåíü. Ñïiââiäíîøåííÿ (10) òåîðåìè 1 öi¹¨ ðîáîòè ¹ ôàêòîì ó òîìó æ íàïðÿìêó,

àëå âæå äëÿ ÌÌÎ θ̂ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi ñïîñòåðåæåíü (1).

Çàóâàæåííÿ 3. Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 çðîçóìiëî, ùî óìîâó R íà ïëàí ðåãðåñiéíîãî
åêñïåðèìåíòó ìîæíà çàìiíèòè, íàïðèêëàä, íà òàêó:
äëÿ áóäü-ÿêèõ i = 1, q òà j = 1, N

xji ∈ Ṽn = {0 ≤ v0 < v1 < . . . < vn ≤ 1},
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ïðè÷îìó ÷àñòêà ïîïàäàíü âåëè÷èí vk â iíòåðâàëè [0, h) òà (1− h, 1] ïîâèííà áóòè íå
ìåíøà íiæ p äëÿ äåÿêèõ 0 < h < 1

2 , 0 < p < 1
2 .
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Abstract. For linear regression model and in certain sense uniform regression experiment design, an

enhanced weak consistency property of vector regression parameter minimax estimator and limit theorem

for extreme absolute values of residuals consructed by this estimator are obtained.
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Àííîòàöèÿ. Äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè ðåãðåññèè è, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ðàâíîìåðíîãî ïëàíà ðåãðåñ-
ñèîííîãî åêñïåðèìåíòà ïîëó÷åíî óñèëåííîå ñâîéñòâî ñëàáîé ñîñòîÿòåëüíîñòè ìèíèìàêñíîé îöåíêè
âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà ðåãðåñèè è ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ åêñòðåìàëüíûõ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé
íåâÿçîê, ïîñòðîåííûõ ïî ýòîé îöåíêå.


