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Àíîòàöiÿ. Ó ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ ìîäåëþâàííÿ âõiäíîãî ñèãíàëó, ùî ïîäà¹òüñÿ íà ëiíiéíó ñèñòåìó
ç âiäîìîþ iìïóëüñíîþ ïåðåõiäíîþ ôóíêöi¹þ. Âiäãóê ñèñòåìè ¹ âèõiäíèì ïðîöåñîì. Çà äîïîìîãîþ
ðîçêëàäó Êàðóíåíà �Ëîåâà áóäó¹òüñÿ ìîäåëü, ÿêà íàáëèæà¹ âõiäíèé ïðîöåñ ç óðàõóâàííÿì âèõîäó
iç íàïåðåä çàäàíèìè òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði C([0, T ]). Òàêîæ äîñëiäæó¹òüñÿ
îêðåìèé âèïàäîê, ïðè ÿêîìó âõiäíèì ïðîöåñîì ¹ áðîóíiâñüêèé ðóõ.
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1. Âñòóï

Íà ñüîãîäíiøíié äåíü òåîðiÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ði-
çíèõ ãàëóçÿõ íàóêè, ïðè÷îìó íå ëèøå ó ïðèðîäíè÷èõ. Òîìó îäíi¹þ ç âàæëèâèõ
ïðîáëåì ¹ ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi âèïàäêîâîãî ïðîöåñó òà âèâ÷åííÿ ¨¨ âëàñòè-
âîñòåé. Ïðîáëåìè ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ñòàþòü îñîáëèâî àêòóàëüíèìè çàâäÿêè
ïîòóæíèì ìîæëèâîñòÿì êîìï'þòåðíèõ òåõíîëîãié, ùî äîçâîëÿþòü âèêîðèñòîâóâà-
òè ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ ÿê iíñòðóìåíò ìîäåëþâàííÿ òà ïðîãíîçóâàòè ïîâåäií-
êó âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Iñíóþòü ðiçíi ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
i ïîëiâ, íàïðèêëàä, [4, 16�18, 20, 25]. Ïðîòå â áiëüøîñòi ðîáiò, ùî ñòîñóþòüñÿ ìî-
äåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ïèòàííÿ òî÷íîñòi òà íàäiéíîñòi íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ.
Ó [5�11, 14, 15, 19, 21, 22] öÿ ïðîáëåìà áóëà äîñëiäæåíà äëÿ ðiçíèõ ñòîõàñòè÷íèõ
ïðîöåñiâ i ïîëiâ, çîêðåìà äëÿ ãàóññiâñüêèõ òà ñóáãàóññiâñüêèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà ìîäåëþâàííþ âõiäíîãî ñèãíàëó íà ëiíiéíó îäíîðiäíó ñèñòåìó ç
óðàõóâàííÿì âèõîäó. Âõiäíèé ïðîöåñ ¹ ãàóññîâèì iç íåïåðåðâíîþ êîðåëÿöiéíîþ ôóí-
êöi¹þ. Ëiíiéíà ñèñòåìà îïèñó¹òüñÿ äiéñíîþ iíòåãðîâàíîþ iç êâàäðàòîì iìïóëüñíîþ
ïåðåõiäíîþ ôóíêöi¹þ. Iíôîðìàöiþ ïðî ëiíiéíi ñèñòåìè ç iìïóëüñíîþ ïåðåõiäíîþ
ôóíêöi¹þ òà îöiíêè äëÿ íèõ ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ [12, 13, 23]. Âiäãóê ñèñòåìè
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê âèõiäíèé ïðîöåñ. Çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó Êàðóíåíà �Ëîåâà áóäó-
¹òüñÿ ìîäåëü, ÿêà íàáëèæà¹ âõiäíèé ïðîöåñ ç óðàõóâàííÿì âèõîäó iç íàïåðåä çàäà-
íèìè òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði C([0, T ]). Äåòàëüíî âèâ÷à¹òüñÿ
îêðåìèé âèïàäîê, ïðè ÿêîìó âõiäíèì ïðîöåñîì ¹ áðîóíiâñüêèé ðóõ. Çà äîïîìîãîþ
ïðîãðàìíîãî ñåðåäîâèùà äëÿ ñòàòèñòè÷íèõ îá÷èñëåíü, àíàëiçó òà çîáðàæåíü äàíèõ
ó ãðàôi÷íîìó âèãëÿäi R çíàõîäÿòüñÿ çíà÷åííÿ N (âåðõíÿ ìåæà çðiçîê ó ìîäåëi Êà-
ðóíåíà �Ëîåâà) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü òî÷íîñòi òà íàäiéíîñòi.

2. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ

Ðîçãëÿíåìî éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω, F, P ).
Íåõàé T = [0, T ], X = {X(t), t ∈ T} � íåïåðåðâíèé ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó

êâàäðàòè÷íî-iíòåãðîâàíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ùî çàäàíèé íà âèçíà÷åíîìó éìîâið-
íiñòîìó ïðîñòîði, EX(t) = 0, B(t, s) = EX(t)X(s), t, s ∈ T �êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ
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öüîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Çðîçóìiëî, ùî B(t, s) � íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ.
Îñêiëüêè ïðîöåñ X(t) íåïåðåðâíèé ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, òî ôóíêöiÿ B(t, s)
íåïåðåðâíà íà T × T.

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

z(t) = λ

∫

T

B(t, s)z(s) ds. (1)

Ó êíèçi [26] ïîêàçàíî, ùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííó
ñiì'þ íåâiä'¹ìíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ çíà÷åíü. Íåõàé λn � õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà, à
zn(t) � âiäïîâiäíi ¨ì ôóíêöi¨ ðiâíÿííÿ (1). Çàíóìåðó¹ìî λn ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ 0 <
λ1 ≤ . . . ≤ λn ≤ λn+1 ≤ . . . Áóäåìî ââàæàòè, ùî zn(t) � îðòîíîðìîâàíà ïîñëiäîâíiñòü

∫

T

zn(t)zm(t) dt = δnm,

äå δnm � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ôóíêöi¨ zn(t) òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèìè ïðè t ∈ T.
Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä Êàðóíåíà �Ëîåâà, âèïàäêîâèé ïðîöåñ ìîæíà ïî-

äàòè ó âèãëÿäi

X(t) =

∞∑
n=1

zn(t)√
λn
ξn. (2)

Ïðè öüîìó ðÿä (2) çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, ξn � íåêîðåëüîâàíi
âèïàäêîâi âåëè÷èíè: E ξn = 0, E ξnξm = δnm.

Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) ¹ ãàóññîâèì. Òîäi
ó ðîçêëàäi (2) âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξn � íåçàëåæíi ãàóññîâi òàêi, ùî E ξ2n = 1.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ëiíiéíó ñèñòåìó ç äiéñíîþ iíòåãðîâàíîþ iç êâàäðàòîì iì-
ïóëüñíîþ ïåðåõiäíîþ ôóíêöi¹þ H(τ), ùî âèçíà÷åíà íà îáëàñòi τ ∈ [0, T ]. Òîáòî
âiäãóê ñèñòåìè íà âõiäíèé ñèãíàë X(t), ùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íà [0, T ], ìà¹ âèãëÿä

Y (t) =

∫ T

0

H(τ)X(t− τ)dτ, t ∈ [T, 2T ] (3)

òà H ∈ L2([0, T ]).

Çàóâàæåííÿ 2.1. Iíòåãðàë ó (3) ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi Ðiìàíà.

Ââàæà¹ìî, ùî iìïóëüñíà ïåðåõiäíà ôóíêöiÿ âiäîìà. Óâåäåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ:

ck(t) =
1√
λn

∫ T

0

H(τ)zk(t− τ)dτ, t ∈ [0, T ]. (4)

ßêùî ðÿä
∞∑
k=0

zk(t)√
λk
ξk çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà [0, T ] ç iìîâiðíiñòþ 1, òî iç (2) òà

(3) âèïëèâà¹, ùî âiäãóê ñèñòåìè Y (t) çîáðàæà¹òüñÿ ÿê

Y (t) =

∞∑
k=0

ξk · ck(t), (5)

äå ôóíêöi¨ ck(t) iç (4).
Íàäàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðÿä ó (5) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ç éìîâiðíiñòþ 1. (Óìî-

âà D.)

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ðÿä ó (2) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ç iìîâiðíiñòþ

1, êîëè çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∞∑
k=0

vkE|ξk|, äå vk = max[0,T ] |zk(t)|. Àëå òàêà óìîâà ¹ äîñèòü

îáìåæóþ÷à. Óìîâè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi òàêèõ ðÿäiâ ìîæíà çíàéòè ó êíèçi [2].
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Ïðèêëàä 2.1. Iç òåîðåìè Õàíòà (äèâ, íàïðèêëàä, [2, ñ. 116]) âèïëèâà¹, ùî ðÿä
∞∑
k=0

ak sin(λkt)ξk,

äå ξk, k ≥ 1, � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè òàêi, ùî Eξ2k = 1, a λk ↑ ∞, ðiâíîìiðíî
çáiãà¹òüñÿ íà [0, T ] ç iìîâiðíiñòþ 1, ÿêùî

∞∑
k=0

a2k(ln(1 + λk))
1+β

<∞, (6)

äëÿ äåÿêîãî β > 0.

Ó öié ñòàòòi âèâ÷à¹òüñÿ ïîáóäîâà ìîäåëi âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X(t) i çíàõîäÿòüñÿ
óìîâè ïðè ÿêèõ, ìîäåëü íàáëèæà¹ âõiäíèé ïðîöåñ X(t), âðàõîâóþ÷è âiäãóê ñèñòåìè
(âèõiäíèé ïðîöåñ) Y (t) ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði C([0, T ]).

ßê ìîäåëü âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X(t) áóäåìî ðîçóìiòè çðiçàíèé ðÿä iç (2).

Îçíà÷åííÿ 2.1. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ XN = {XN (t), t ∈ T}, N ∈ N, äå

XN (t) =

N∑
n=1

zn(t)√
λn
ξn,

íàçèâà¹òüñÿ ìîäåëëþ Êàðóíåíà�Ëîåâà ïðîöåñó X = {X(t), t ∈ T}.

ßêùî ìîäåëü XN (t) ðîçãëÿíóòè ÿê âõiäíèé ñèãíàë ñèñòåìè, òî âiäïîâiäíèé âèõiä-
íèé ïðîöåñ ìîæíà ïîäàòè ÿê

YN (t) =

N∑
k=0

ξk · ck(t),

äå ôóíêöi¨ ck(t) çàäàíi â (4).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξN (t) ñóìó êâàäðàòiâ ðiçíèöü X(t)−XN (t) òà Y (t)− YN (t):

ξN (t) = (X(t)−XN (t))2 + (Y (t)− YN (t))2. (7)

Îçíà÷åííÿ 2.2. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìîäåëü XN (t) íàáëèæó¹ âèïàäêîâèé ïðîöåñ
X(t) ç óðàõóâàííÿì âiäãóêó ñèñòåìè (2) iç çàäàíîþ íàäiéíiñòþ 1 − ν, ν ∈ (0, 1), òà
òî÷íiñòþ δ > 0 ó ïðîñòîði C([0, T ]), ÿêùî

P

{
sup

t∈[0,T ]

|ξN (t)| > δ

}
< ν.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðî ðîçïîäië õâîñòà äëÿ ñóïðåìóìó
ñóìè êâàäðàòiâ ãàóññîâèõ ïðîöåñiâ. Äîâåäåííÿ ìiñòèòüñÿ â ìîíîãðàôi¨ [9, íàñëiäîê
3.6, ñ. 129].

Òåîðåìà 2.1. [9] Ïðèïóñòèìî, ùî ξ(t), t ∈ [0, T ], ¹ ñóìîþ êâàäðàòiâ ãàóññîâèõ

âèïàäêîâèèõ ïðîöåñiâ òà

sup
|t−s|<h

√
D(ξ(t)− ξ(s)) ≤ σ(h) = khα, α ∈ (0, 1], (8)

äå k � ïåâíà ñòàëà. Òîäi äëÿ x òàêîãî, ùî

x >
2
√

2 max{δ0, k(T/2)α}
α

,

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P

{
sup

t∈[0,T ]

|ξ(t)− Eξ(t)| > x

}
< 4e

3
α exp

{
− x

2
√

2δ0

}(
xα

2
√

2δ0

)2/α(
1 +

2x√
2δ0

)1/2

,
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äå δ0 = sup
t∈[0,T ]

(D(ξ(t)))1/2.

3. Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ òà

íàäiéíiñòþ C([0, T ]) ç óðàõóâàííÿì âiäãóêó ñèñòåìè

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðîöåñ ξN (t) ¹ ñóìîþ êâàäðàòiâ äâîõ ãàóññîâèõ ïðîöåñiâ, äå
ξN (t) âèçíà÷åíî â (7). Òîìó ìîæíà äëÿ äàíîãî ïðîöåñó âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàòè òå-
îðåìè 2.1.

Ïîçíà÷èìî

φkl(t) =
zk(t)zl(t)

λkλl
+ ck(t)cl(t). (9)

Òîäi iç ñïiââiäíîøåíü (2), (5) òà (7) âèïëèâà¹, ùî âèïàäêîâèé ïðîöåñ ξN (t) çîáðà-
æà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäó

ξN (t) =

∞∑
k=N+1

∞∑
l=N+1

φkl(t)ξkξl. (10)

Òàêîæ âèçíà÷èìî ïðèðiñò ôóíêöié iç (9)

∆φkl(t, s) = φkl(t)− φkl(s). (11)

Ñïðàâåäëèâà òàêà ëåìà.

Ëåìà 3.1. Íåõàé ξN (t) âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç (7). Òîäi

EξN (t) =

∞∑
k=N+1

φkk(t);

DξN (t) =

∞∑
k,l=N+1

2(φkl(t))
2; (12)

D(ξN (t)− ξN (s)) =

∞∑
k,l=N+1

2(∆φkl(t, s))
2.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ξk, k ≥ 0, � íåçàëåæíi ãàóññîâi öåíòðîâàíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè
ç äèñïåðñi¹þ 1, òî ç (10) âèïëèâà¹, ùî

EξN (t) =

∞∑
k=N+1

∞∑
l=N+1

φkl(t)Eξkξl =

=

∞∑
k=N+1

φkk(t).

Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó äðóãèé ìîìåíò äëÿ ξN (t)

E(ξN (t))2 = E

( ∞∑
k=N+1

∞∑
l=N+1

φkl(t)ξkξl

)2

.

Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó Iññåðëiñà (äèâ., íàïðèêëàä, [1]) äëÿ ãàóññîâèõ öåíòðîâà-
íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:

EX1X2X3X4 = EX1X2EX3X4 + EX1X3EX2X4 + EX1X4EX2X3.

Òîäi

E(ξN (t))2 = E

∞∑
k=N+1

∞∑
l=N+1

(
φkk(t)φll(t) + 2(φkl(t))

2
)
.
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À îòæå, äèñïåðñiþ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ξN (t) çàïèøåìî ÿê

DξN (t) = E(ξN (t))2 − (EξN (t))2 =

=

∞∑
k,l=N+1

(
2(φkl(t))

2
)
.

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèòüñÿ äèñïåðñiÿ ïðèðîñòó ξN (t)− ξN (s). �

Ðîçãëÿíåìî òàêi óìîâè:

• Óìîâà A: Iìïóëüñíà ïåðåõiäíà ôóíêöiÿ iíòåãðîâàíà iç êâàäðàòîì

IH =

∫ T

0

H2(τ)dτ <∞.

• Óìîâà B: Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ zk çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ãåëüäåðà ç ïî-
êàçíèêîì α íà âiäðiçêó [0, T ], òîáòî iñíóþòü êîíñòàíòè qk > 0 òàêi, ùî

|zk(t)− zk(t)| ≤ qk|s− t|α, α ∈ (0, 1], s, t ∈ [0, T ]. (13)

• Óìîâà C: Çáiãàþòüñÿ ðÿäè
∞∑

k=N+1

vikq
2−i
k

λk
<∞, i = 0, 1, 2,

äå çíà÷åííÿ qk âèçíà÷åíi â óìîâi Â, à

vk = max
t∈T
|zk(t)|. (14)

Çà äîïîìîãîþ ëåìè 3.2 çíàõîäÿòü îöiíêè ñåðåäíüîãî, äèñïåðñi¨ ïðîöåñó ξN (t) òà
äèñïåðñi¨ ïðèðîñòiâ ïðîöåñó.

Ëåìà 3.2. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè A, B, C, D. Òîäi

EξN (t) ≤ (1 + IHT )

∞∑
k=N+1

v2k
λk

:= m∗N ; (15)

DξN (t) ≤ 2(1 + T · IH)2

( ∞∑
k=N+1

v2k
λk

)2

:= (δ0(N,T ))2; (16)

D(ξN (t)− ξN (s)))1/2 ≤ K(N,T ) · |t− s|α, α ∈ (0, 1], (17)

äå

K(N,T ) = 2(1 + T · IH)

 ∞∑
k=N+1

v2k
λk

∞∑
l=N+1

q2l
λl

+

( ∞∑
k=N+1

vkqk
λk

)2
 1

2

. (18)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ëåìè 3.1 òà ñïiââiäíîøåííÿ (9), ìà¹ìî

EξN (t) =

∞∑
k=N+1

φkk(t) =

∞∑
k=N+1

(
z2k(t)

λk
+ c2k(t)) ≤

∞∑
k=N+1

(
v2k
λk

+ c2k(t)).

Îöiíèìî çàðàç c2k(t).

c2k(t) =
1

λk

(
∫ T

0

H(τ)zk(t− τ)dτ
)2

≤

≤ 1

λk

∫ T

0

H2(τ)dτ

(
∫ T

0

z2k(t− τ)dτ
)
≤
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≤ IHTv2k
λk

. (19)

Îòæå, îöiíêó (15) äëÿ EξN (t) ïîâíiñòþ äîâåäåíî.
Iç ëåìè 3.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ îöiíêè äèñïåðñi¨ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ξN (t) ïîòðiáíî

îöiíèòè çíà÷åííÿ (φkl(t))
2:

(φkl(t))
2 =

1

λkλl
z2k(t)z2l (t) +

+ 2
1√
λkλl

zk(t)zl(t)ck(t)cl(t) +

+ c2k(t)c2l (t).

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü òà íåðiâíîñòi (14), (19), äèñïåðñiÿ ïðîöåñó
ξN (t) îöiíþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

DξN (t) = 2

( ∞∑
k=N+1

z2k(t)

λk

)2

+ 2

( ∞∑
k=N+1

zk(t)ck(t)√
λk

)2

+

( ∞∑
k=N+1

c2k(t)

)2
 ≤

≤ 2(1 + T · IH)2

( ∞∑
k=N+1

v2k
λk

)2

.

Äëÿ ïîâíîãî äîâåäåííÿ äàíî¨ ëåìè ïîòðiáíî ùå îöiíèòè (D(ξN (t)− ξN (s)))1/2. Iç
ëåìè 3.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ öüîãî äîñèòü çíàéòè îöiíêó ùîäî

(∆φkl)
2 = (φkl(t)− φkl(s))

2.

Äiéñíî, iç (9),(14), (19) òà óìîâè B, ìà¹ìî

|∆φkl| =
1√
λkλl

|(zk(t)zl(t)− zk(s)zl(s)) + ck(t)cl(t)− ck(s)cl(s)| ≤

≤ 1√
λkλl

(|zk(t)| · |zl(t)− zl(s)|+ |zl(t)| · |zk(t)− zk(s)|) +

+ |ck(t)| · |cl(t)− cl(s)|+ |cl(t)| · |ck(t)− ck(s)| ≤

≤ 1√
λkλl

(vk · ql + vl · qk)|t− s|α +

+
√
IHT

(
vk√
λk
· |cl(t)− cl(s)|+

vl√
λl
· |ck(t)− ck(s)|

)
.

Ðîçãëÿíåìî çàðàç ïðèðiñò ôóíêöié ck(t). Ç óìîâ A, B âèïëèâà¹

|ck(t)− ck(s)| = | 1√
λk

∫ T

0

H(τ)zk(t− τ)dτ− 1√
λk

∫ T

0

H(τ)zk(s− τ)dτ| ≤

≤ 1√
λk

∫ T

0

|H(τ)| · |zk(t− τ)− zk(s− τ)|dτ ≤

≤ 1√
λk

∫ T

0

|H(τ)| · qk|t− s|αdτ ≤

≤ 1√
λk

(
∫ T

0

H2(τ)dτ

)1/2(∫ T
0

1dτ

)1/2

· qk|t− s|α ≤

≤ qk√
λk

√
IHT · |t− s|α.

Òîìó
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|∆φkl| ≤
1√
λkλl

(vk · ql + vl · qk)|t− s|α +

+
√
IHT

(
vkql√
λkλl

·
√
IHT · |t− s|α +

vlqk√
λkλl

·
√
IHT · |t− s|α

)
=

=
1 + IHT√
λkλl

(vk · ql + vl · qk)|t− s|α.

À îòæå, äèñïåðñiÿ ðiçíèöi ïðîöåñó îáìåæó¹òüñÿ çíà÷åííÿì

D(ξN (t)− ξN (s)) =

∞∑
k,l=N+1

2(∆φkl(t, s))
2 ≤

≤ 2(1 + IHT )2
∞∑

k,l=N+1

1

λkλl
(vk · ql + vl · qk)

2|t− s|2α.

Ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî

(D(ξN (t)− ξN (s)))1/2 ≤ K(N,T ) · |t− s|α, α ∈ (0, 1],

äå K(N,T ) ç (18). �

Ðåçóëüòàòè ëåìè 3.2 ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ íàáëèæåííÿ ãàóññîâîãî âèïàäêîâîãî
ïðîöåñó çà äîïîìîãîþ ìîäåëi Êàðóíåíà �Ëîåâà ç óðàõóâàííÿì âiäãóêó ñèñòåìè ç
íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ ó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Ïîçíà÷èìî

mN (t) = EξN (t), ZN (y) = ξN (t)− EξN (t), t ∈ [0, T ].

Òîäi, îñêiëüêè ξN (t) ¹ ñóìîþ êâàäðàòiâ ãàóññîâèõ ïðîöåñiâ, òîmN (t) ≥ 0. Ç iíøîãî
áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (15), ìà¹ìî mN (t) ≤ m∗N , t ∈ [0, T ].

Òåîðåìà 3.1. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè A, B, C, D. Ìîäåëü Êàðó-

íåíà �Ëîåâà XN (t) íàáëèæà¹ âõiäíèé ãàóññîâèé ïðîöåñ X(t) ç óðàõóâàííÿì âèõîäó

ñèñòåìè (2) iç çàäàíîþ íàäiéíiñòþ 1−ν, ν ∈ (0, 1), òà òî÷íiñòþ δ > 0 ó ïðîñòîði

C([0, T ]), ÿêùî N çàäîâîëüíÿ¹ òàêi íåðiâíîñòi:

δ >
2
√

2

α
max{δ0(N,T ),K(N,T ) · (T/2)α}+ m∗N , α > 0,

4e
3
α exp

{
− (δ−m∗N )

2
√

2δ0(N,T )

}
×
(

(δ−m∗N )α

2
√

2δ0(N,T )

)2/α(
1 +

2(δ−m∗N )√
2δ0(N,T )

)1/2

< ν, (20)

äå çíà÷åííÿ δ0(N,T ), K(N,T ) âèçíà÷åíi â (16) òà (18) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ 2.2 âèïëèâà¹, ùî ïîòðiáíî çíàéòè îöiíêó äëÿ éìîâiðíîñòi

P{ sup
t∈[0,T ]

|ξN (t)| > δ}.

Âèïàäêîâèé ïðîöåñ ξN (t) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ξN (t) = ξN (t)− EξN (t) + EξN (t) = ZN (t) + mN (t).

Òîäi
ξN (t) ≥ δ ⇔ ZN (t) ≥ δ−mN (t),

ξN (t) ≤ −δ ⇔ ZN (t) ≤ −δ−mN (t).

Îñêiëüêè 0 ≤ mN (t) ≤ m∗N , òî äëÿ δ > m∗N îòðèìà¹ìî

{|ξN (t)| ≥ δ} ⊂ {|ZN (t)| ≥ δ−m∗N}
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òà
P{ sup

t∈[0,T ]

|ξN (t)| ≥ δ} ≤ P{ sup
t∈[0,T ]

|ZN (t)| ≥ δ−m∗N}. (21)

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè áóäå ïîâíiñòþ äîâåäåíî, ÿêùî âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàò òåîðå-
ìè 2.1 äëÿ ïðîöåñó ZN (t) ïiäñòàâèòè îòðèìàíi â ëåìi 3.2 îöiíêè äëÿ δ0(N,T ) i
K(N,T ).

�

Çàóâàæåííÿ 3.1. Îñêiëüêè ïðè N →∞ ôóíêöi¨ δ0(N,T ) òà m∗N ïðÿìóþòü äî 0, òî

4e
3
α exp

{
− (δ−m∗N )

2
√

2δ0(N,T )

}(
(δ−m∗N )α

2
√

2δ0(N,T )

)2/α(
1 +

2(δ−m∗N )√
2δ0(N,T )

)1/2

→ 0, N →∞.

Òîìó äëÿ íàïåðåä çàäàíèõ çíà÷åíü òî÷íîñòi δ > 0 òà íàäiéíîñòi 1−ν ìîæíà çíàéòè
òàêå N , äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi òåîðåìè 3.1.

Ïðèêëàä 3.1. ßê âõiäíèé ïðîöåñ X(t), t ∈ [0, 1], ðîçãëÿíåìî ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ-
ñüêèé ïðîöåñ. Éîãî êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ B(t, s) = min{t, s}. Äîñèòü ïðîñòî çíàéòè
õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà ôóíêöi¨ âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (äèâ, íàïðè-
êëàä, [3, ñ. 349])

z(t) = λ

∫ 1

0

min{t, s}z(s) ds.

λk = ((k − 1/2)π)
2 ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ÷èñëàìè, à zk(t) =

√
2 sin((k−1/2)πt), k ≥ 1,

� âiäïîâiäíi ¨ì ôóíêöi¨. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ òàêèõ çíà÷åíü λk i zk(t) âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà (6) äëÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó (5) (óìîâà D). Îòæå, ñàì âiíåðiâñüêèé
ïðîöåñ äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

X(t) =
√

2

∞∑
k=1

sin((k − 1/2)πt)

(k − 1/2)π
ξk,

äå ξk, k ≥ 1, � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ ãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, äëÿ ÿêèõ
Eξk = 0 i Eξ2k = 1. Òîäi âèïàäêîâèé ïðîöåñ

XN (t) =
√

2

N∑
k=1

sin((k − 1/2)πt)

(k − 1/2)π
ξk, (22)

áóäå ìîäåëëþ Êàðóíåíà �Ëîåâà äëÿ ïðîöåñó Âiíåðà.

Òåîðåìà 3.2. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà A. Ìîäåëü Êàðóíåíà �Ëîåâà

XN (t) iç (22) íàáëèæà¹ âõiäíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ X(t) ç óðàõóâàííÿì âèõîäó

ñèñòåìè (2) iç çàäàíîþ íàäiéíiñòþ 1−ν, ν ∈ (0, 1), òà òî÷íiñòþ δ > 0 ó ïðîñòîði

C([0, 1]), ÿêùî N çàäîâîëüíÿ¹ òàêi íåðiâíîñòi:

δ >
2
√

2

α
max{δ0(N, 1),

K(N, 1)

2α
}+ m∗N , α ∈ (0,

1

2
),

4e
3
α exp

{
−δπ

2(N − 1/2)

8(1 + IH)
+

1

4

}(
αδπ2(N − 1/2)

8(1 + IH)
− α

4

)2/α(
δπ2(N − 1/2)

2(1 + IH)

)1/2

< ν,

äå çíà÷åííÿ

m∗N =
2(1 + IH)

π2(N − 1/2)
,

K(N, 1) =
23−α(1 + IH)πα−2

(1− α)

√
2 +

α2

1− 2α

1

(N − 1/2)1−α
,



ÌÎÄÅËÜ ÊÀÐÓÍÅÍÀ�ËÎÅÂÀ ÄËß ÂÕIÄÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÓ Ç ÓÐÀÕÓÂÀÍÍßÌ ÂÈÕÎÄÓ 109

δ0(N, 1) =
2
√

2(1 + IH)

π2(N − 1/2)
. (23)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 3.1 i ïîêàæåìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè B, C.
Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ãåëüäåðà. Îñ-

êiëüêè | sin(h)| ≤ hα, α ∈ (0, 1] (äèâ., íàïðèêëàä, [9]), òî

|zk(t)− zk(s)| ≤
√

2| sin((k − 1/2)πt)− sin((k − 1/2)πs)| ≤

≤ 23/2| sin
(

(k − 1/2)π

2
(t− s)

)
| ≤

≤ 23/2−α((k − 1/2)π)α|t− s|α.

Òîìó óìîâà B âèêîíó¹òüñÿ òà çíà÷åííÿ qk â öüîìó âèïàäêó

qk = 23/2−απα(k − 1/2)α, α ∈ (0, 1/2).

Çðîçóìiëî, ÿê vk = max
t∈T
|zk(t)| ìîæíà âçÿòè ïîñëiäîâíiñòü êîíñòàíò vk =

√
2.

Ïðîàíàëiçó¹ìî çáiæíiñòü ðÿäiâ ç óìîâè C òà îöiíèìî ¨õ.

∞∑
k=N+1

vikq
2−i
k

λk
= 23−2α−i+αiπ2(α−1)−iα

∞∑
k=N+1

1

(k − 1/2)2(1−α)+iα
, i = 0, 1, 2.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè α ∈ (0, 1/2), òî 2(1− α) + iα > 1 ïðè i = 0, 1, 2. Îòæå,
ðÿäè çáiæíi. Äëÿ d > 1 oöiíèìî

∞∑
k=N+1

1

(k − 1/2)d
=

∞∑
N+1

∫ k

k−1

1

(k − 1/2)d
dx ≤

≤
∞∑

N+1

∫ k

k−1

1

(x− 1/2)d
dx =

∫ ∞

N

1

(x− 1/2)d
dx =

=
1

(d− 1)(N − 1/2)d−1
. (24)

Îòæå,

∞∑
k=N+1

v2k
λk

≤ 2π−2
1

(N − 1/2)
;

∞∑
k=N+1

vkqk
λk

≤ 22−απα−2
1

(1− α)(N − 1/2)1−α
;

∞∑
k=N+1

q2k
λk

≤ 23−2απ2(α−1)
1

(1− 2α)(N − 1/2)1−2α
.

Iç (15), (16) i (18) âèïëèâà¹, ùî

m∗N =
2(1 + IH)

π2(N − 1/2)
,

δ0(N, 1) =
√

2(1 + T · IH)

∞∑
k=N+1

v2k
λk

=
2
√

2(1 + IH)

π2(N − 1/2)
,
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K(N, 1) = 2(1 + T · IH)

 ∞∑
k=N+1

v2k
λk

∞∑
l=N+1

q2l
λl

+

( ∞∑
k=N+1

vkqk
λk

)2
 1

2

≤

≤ 23−α(1 + IH)πα−2

(1− α)

√
2 +

α2

1− 2α

1

(N − 1/2)1−α
.

Òåîðåìó ïîâíiñòþ äîâåäåíî. �

Ïðèêëàä 3.2. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè iìïóëüñíà ïåðåõiäíà ôóíêöiÿ

H(t) = e−t,

à α = 1
4 . Ïðè òàêèõ çíà÷åííÿõ âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè 3.2. Çà äîïîìîãîþ

ïðîãðàìíîãî ñåðåäîâèùà äëÿ ñòàòèñòè÷íèõ îá÷èñëåíü òà ìîâè ïðîãðàìóâàííÿ R ìî-
æíà çíàéòè íàéìåíøå çíà÷åííÿ N , ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi â òåîðåìi 3.2, ÿêå
îäíî÷àñíî i ¹ âåðõíüîþ ìåæåþ çðiçêè ó ìîäåëi Êàðóíåíà �Ëîåâà. Ó òàáë. 1 íàâåäåíî
äåÿêi N äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü òî÷íîñòi òà íàäiéíîñòi, à òàêîæ çíà÷åííÿ δ0(N, 1) ç (23),
ùî çãiäíî ç ëåìîþ 3.2 îáìåæó¹ ñåðåäíüî-êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ äëÿ ïðîöåñó ξN (t).

Òàáëèöÿ 1. Çíà÷åííÿ N , δ0(N, 1) òà β äëÿ ðiçíèõ òî÷íîñòåé ïðè
íàäiéíîñòi 0,95

δ N δ0(N, 1) β

0,05 3774 0,000108 0,0084
0,1 1499 0,000273 0,017
0,3 348 0,001181 0,05
0,5 177 0,002325 0,084
0,7 113 0,003648 0,117
0,9 81 0,005099 0,15

Ó ÷èñåëüíèõ çàñòîñóâàííÿõ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ïðàêòèêè êîðèñòóþòüñÿ ïðàâè-
ëîì 3σ äëÿ öåíòðîâàíèõ ãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, à ñàìå ââàæà¹òüñÿ, ùî âè-
ïàäêîâà íîðìàëüíà âåëè÷èíà ξ, Eξ = 0, íàáóâà¹ çíà÷åíü â iíòåðâàëi [−3σ, 3σ], äå
σ2 = Eξ2. ßêùî ðîçãëÿäàòè ãàóññiâ âèïàäêîâèé ïðîöåñ ξ(t), a ≤ t ≤ b, Eξ(t) = 0, òî
çâè÷àéíî òðà¹êòîði¨ ïðîöåñó ðiäêî âèõîäÿòü çà iíòåðâàë (−3 max

a≤t≤b
σ(t), 3 max

a≤t≤b
σ(t)),

äå σ2(t) = Eξ2(t). Òîìó ïðè íàáëèæåííi òàêîãî ïðîöåñó ïðèéíÿòî òî÷íiñòü íàáëèæå-
ííÿ δ âèáèðàòè ó òàêèé ñïîñiá: δ = β · 6 max

a≤t≤b
σ(t). Êîåôiöi¹íò β ïîêàçó¹, ÿêó ÷àñòêó

âiä êîëèâàíü òðà¹êòîði¨ ñòàíîâèòü áàæàíà òî÷íiñòü íàáëèæåíü. Ó òàáë. 1 íàâåäåíî
äàíi äëÿ âèïàäêó max

0≤t≤1
σ(t) = σ = 1. Îòæå, ïðè δ = 0, 05 β ≈ 0, 0084. Öå äóæå âèñîêà

òî÷íiñòü, ÿêó ìîæíà ðåàëiçóâàòè ïðè N = 3774.

4. Âèñíîâêè

Ó ðîáîòi âèâ÷àëèñü ìîäåëi âõiäíèõ ïðîöåñiâ äëÿ ëiíiéíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè. Âõiä-
íi ñèãíàëè ðîçãëÿäàëèñü ÿê íåïåðåðâíi ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ãàóññîâi ïðîöå-
ñè ç âiäîìîþ êîðåëÿöiéíîþ ôóíêöi¹þ. À ëiíiéíà îäíîðiäíà ñèñòåìà îïèñóâàëàñü çà
äîïîìîãîþ iìïóëüñíî¨ ïåðåõiäíî¨ ôóíêöi¨. Äîñëiäæåíî ìåòîä ìîäåëþâàííÿ âõiäíî-
ãî ïðîöåñó, ùî áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi çîáðàæåííÿ ïðîöåñiâ ó ðÿä çà âëàñíèìè
ôóíêöiÿìè ïåâíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ç óðàõóâàííÿì âèõîäó ñèñòåìè iç íàïåðåä
çàäàíèìè òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ ó ðiâíîìiðíié ìåòðèöi. Îêðåìî ðîçãëÿíóòî âèïà-
äîê áðîóíiâñüêîãî ðóõó. Çà äîïîìîãîþ ïðîãðàìíîãî ñåðåäîâèùà äëÿ ñòàòèñòè÷íèõ
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îá÷èñëåíü R çíàéäåíî çíà÷åííÿ âåðõíüî¨ ìåæi çðiçêè ó ìîäåëi Êàðóíåíà �Ëîåâà N
äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü òî÷íîñòi ïðè íàäiéíîñòi 0,95.
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CONSTRUCTION OF THE KARHUNEN–LOEVE MODEL FOR THE
INPUT GAUSSIAN PROCESS APPLIED TO THE LINEAR SYSTEM,

TAKING INTO ACCOUNT THE OUTPUT

YU. V. KOZACHENKO, I. V. ROZORA

Abstract. In the article, we study the simulation of the input signal, which is applied to a linear system

with known impulse response function. System response is an output process. With the help of the

Karhunen–Loeve expansion, a model is constructed which approximates the input process taking into
account the output with predefined accuracy and reliability in the Banach space C([0, T ]). Also, a partial

case is investigated, in which the input process is the Brownian motion.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÊÀÐÓÍÅÍÀ�ËÎÝÂÀ ÄËß ÂÕÎÄÍÎÃÎ
ÃÀÓÑÑÎÂÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ, ÊÎÒÎÐÛÉ ÏÎÄÀÅÒÑß ÍÀ ËÈÍÅÉÍÓÞ

ÑÈÑÒÅÌÓ, Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÂÛÕÎÄÀ

Þ. Â. ÊÎÇÀ×ÅÍÊÎ, È. Â. ÐÎÇÎÐÀ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà, êîòîðûé ïîäàåòñÿ íà ëèíåéíóþ
ñèñòåìó ñ èçâåñòíîé èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ Êàðóíåíà �Ëîýâà
ñòðîèòñÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ïðèáëèæàåò âõîäíîé ïðîöåññ ñ ó÷åòîì âûõîäà ñ çàäàííûìè òî÷íîñòüþ è
íàäåæíîñòüþ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C([0, T ]). Òàêæå èññëåäóåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì
âõîäíûì ïðîöåññîì ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.


