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Àíîòàöiÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü Êîêñà iç ïðîïîðöiéíèìè ðèçèêàìè, â ÿêié áàçîâà ôóíêöiÿ iíòåí-
ñèâíîñòi λ(·) íàëåæèòü ïàðàìåòðè÷íié ìíîæèíi, ñêëàäåíié iç íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó Ëiïøèöÿ ç ôiêñîâàíîþ ñòàëîþ, à âåêòîðíèé ïàðàìåòð ðåãðåñi¨ β íàëåæèòü êîìïàêòíié
ïàðàìåòðè÷íié ìíîæèíi. Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ öåíçóðîâàíà òðèâàëiñòü æèòòÿ òà âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ
ðåãðåñîðiâ, ñïîòâîðåíi êëàñè÷íîþ àäèòèâíîþ ïîõèáêîþ âèìiðþâàíü. Ïîáóäîâàíî êðèòåðié çãîäè
íà îñíîâi ñòðîãî êîíñèñòåíòíî¨ ñóìiñíî¨ îöiíêè λ(·) òà β, âèçíà÷åíî¨ ó ðîáîòi Êóêóøà òà ×åðíîâî¨
(2017 ð.) [6]. Çà íóëüîâî¨ ãiïîòåçè òåñòîâà ñòàòèñòèêà ìà¹ àñèìïòîòè÷íèé õi-êâàäðàò ðîçïîäië.
Çíàéäåíî ïîòóæíiñòü òåñòó çà âiäïîâiäíèõ ëîêàëüíèõ àëüòåðíàòèâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Êîíñèñòåíòíà îöiíêà, êðèòåðié çãîäè, ëîêàëüíi àëüòåðíàòèâè, ìîäåëü Êî-
êñà iç ïðîïîðöiéíèìè ðèçèêàìè, ïîòóæíiñòü êðèòåðiþ, ñóìiñíå îöiíþâàííÿ áàçîâî¨ ôóíêöi¨ ðèçèêó
òà ïàðàìåòðà ðåãðåñi¨.

2000 Mathematics Subject Classi�cation. Primary 62N03; Secondary 62N01.

1. Âñòóï

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìîäåëü Êîêñà iç ïðîïîðöiéíèìè ðèçèêàìè, âiäïîâiäíî äî ÿêî¨
ôóíêöiÿ iíòåíñèâíîñòi òðèâàëîñòi æèòòÿ T ìà¹ âèãëÿä

λ(t|X; λ,β) = λ(t) exp(βTX), t ≥ 0. (1)

Ðåãðåñîð X � öå âèïàäêîâèé âåêòîð â Rk, β � ïàðàìåòð ðåãðåñi¨ iç ìíîæèíè Θβ ⊂ Rk,
òà λ(·) ∈ Θλ ⊂ C[0, τ] � öå áàçîâà ôóíêöiÿ ðèçèêó (ìè ðîçãÿäà¹ìî ëèøå ôóíêöi¨,
çîñåðåäæåíi íà [0, τ]).

Çàìiñòü òðèâàëîñòi æèòòÿ T ñïîñòåðiãàþòüñÿ öåíçóðîâàíi çíà÷åííÿ � âèïàäêîâi
âåëè÷èíè Y := min{T,C}, òàêîæ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ iíäèêàòîð âiäñóòíîñòi öåíçóðóâàí-
íÿ ∆ := I{T≤C}. Öåíçîð C ¹ âèïàäêîâèì i ðîçïîäiëåíèì íà [0, τ]. Ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ
öåíçîðà, GC(u) = 1− FC(u), íåâiäîìà, àëå âiäîìå τ.

Óìîâíà ùiëüíiñòü T ïðè çàäàíîìó ðåãðåñîði X çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

fT (t|X, λ,β) = λ(t|X; λ,β) exp

(
−
∫ t

0

λ(s|X; λ,β)ds

)
.

Çàìiñòü X ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñóðîãàòíà çìiííà

W = X + U, (2)

äå âèïàäêîâà ïîõèáêà âèìiðþâàííÿ U ìà¹ âiäîìó ãåíåðàòðèñó ìîìåíòiâ MU (s) :=

= Ees
TU , òóò s íàëåæèòü äåÿêîìó îêîëó íóëÿ. Ïàðà (T,X), öåíçîð C òà ïîõèáêà U

ñòîõàñòè÷íî íåçàëåæíi.
Ðîçãëÿíåìî íåçàëåæíi êîïi¨ ìîäåëi (Xi, Ti, Ci, Yi,∆i, Ui,Wi), i = 1, ..., n. Çà ñïîñòå-

ðåæåííÿìè (Yi,∆i,Wi), i = 1, ..., n, îöiíþ¹ìî ïàðàìåòðè ìîäåëi β òà λ(t), t ∈ [0, τ].
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Çãiäíî ç ðîáîòîþ [1] ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òàêó âèïðàâëåíó ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiá-
íîñòi:

Qcor
n (λ,β) :=

1

n

n∑
i=1

q(Yi,∆i,Wi; λ,β),

äå

q(Y,∆,W ; λ,β) := ∆(ln λ(Y ) + βTW )− exp(βTW )

MU (β)

∫ Y

0

λ(u)du.

Ó [1] ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî áàçîâà ôóíêöiÿ ðèçèêó λ(·) íàëåæèòü äî ñêií÷åííîâè-
ìiðíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ìíîæèíè; ìè æ ðîçãëÿäà¹ìî λ(·) iç äåÿêî¨ çàìêíåíî¨ îïóêëî¨
ìíîæèíè íåâiä'¹ìíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà [0, τ].

Ó [5] îòðèìàíî êîíñèñòåíòíiñòü ñóìiñíî¨ îöiíêè äëÿ λ(·) òà β ó âèïàäêó îáìå-
æåíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ìíîæèíè; añèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü îöiíêè äîâåäåíî â [4].
Âèïàäîê, êîëè ïàðàìåòðè÷íà ìíîæèíà Θλ ¹ íåîáìåæåíîþ òà íå âiääiëåíà âiä 0,
ðîçãëÿíóòî â [6]: òàì îòðèìàíî êîíñèñòåíòíiñòü òà añèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü ñó-
ìiñíî¨ îöiíêè. Äîâið÷i îáëàñòi äëÿ îöiíêè iç [6] ïîáóäîâàíi â [3]. Ó öié ðîáîòi äëÿ
ìîäåëi (1)�(2) ìè áóäó¹ìî êðèòåðié çãîäè íà îñíîâi îöiíîê iç [6] òà çíàõîäèìî éîãî
ïîòóæíiñòü.

Ñòàòòÿ ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó. Ó ðîçäiëi 2 ââîäèòüñÿ êîíñèñòåíòíà îöiíêà iç [6]. Ó
ðîçäiëi 3 îïèñàíî ïðîöåäóðó ïîáóäîâó êðèòåðiþ çãîäè, à â ðîçäiëi 4 äîñëiäæåíî éîãî
ïîòóæíiñòü. Ðîçäië 5 ìiñòèòü âèñíîâêè.

2. Îöiíþâàííÿ

Íàêëàäåìî óìîâè íà ïàðàìåòðè÷íó ìíîæèíó.

(i) Θλ :=
{
f : [0, τ]→ R

∣∣ f(t) ≥ 0,∀t ∈ [0, τ] òà |f(t)−f(s)| ≤ L|t−s|,∀t, s ∈ [0, τ]
}
,

äå L > 0 � ôiêñîâàíà ñòàëà.
(ii) Θβ ⊂ Rm � êîìïàêòíà ìíîæèíà.
(iii) EU = 0 òà äëÿ äåÿêîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ

EeD‖U‖ <∞, äå D := max
β∈Θβ

‖β‖+ ε.

(iv) EeD‖X‖ <∞, äå ÷èñëî D âèçíà÷åíå â (iii).
(v) τ � ïðàâèé êiíåöü ðîçïîäiëó C, òîáòî P(C > τ) = 0 òà P(C > τ− ε) > 0 äëÿ

âñiõ ε > 0.
(vi) Êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà X äîäàòíî âèçíà÷åíà.
(vii) Iñòèííå çíà÷åííÿ (λ,β) ïàðàìåòðiâ ìîäåëi íàëåæèòü Θ := Θλ×Θβ , ïðè÷îìó

λ(t) > 0, t ∈ [0, τ].

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé {εn} ôiêñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî
εn ↓ 0, n→∞. Áóäü-ÿêó áîðåëüîâó ôóíêöiþ âiä ñïîñòåðåæåíü (Yi,∆i,Wi), i =
= 1, ..., n, çi çíà÷åííÿìè â Θ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó íåðiâíiñòü

Qcor
n

(
λ̂n, β̂n

)
≥ sup

(λ,β)∈Θ

Qcor
n (λ,β)− εn, (3)

áóäåìî íàçèâàòè âèïðàâëåíîþ îöiíêîþ
(
λ̂n, β̂n

)
äëÿ (λ,β).

Ó [6] ïîêàçàíî ñòðîãó êîíñèñòåíòíiñòü âèïðàâëåíèõ îöiíîê.

Òåîðåìà 1 [6]. Çà óìîâ (i)�(vii) ïàðà
(
λ̂n, β̂n

)
¹ ñòðîãî êîíñèñòåíòíîþ îöiíêîþ

iñòèííèõ çíà÷åíü (λ,β), òîáòî

max
t∈[0,τ]

|λ̂n(t)− λ(t)| → 0, β̂n → β (4)
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ìàéæå íàïåâíî ïðè n→∞.

3. Êðèòåðié çãîäè

Íåõàé öåíçîð C ìà¹ äîâiëüíèé ðîçïîäië µC íà (0, τ] òà âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (v).
Ïàðà (Y,∆) ðîçïîäiëåíà íà X := (0, τ] × {0, 1}. Ìiðà µ = λ1 × δ1 + µC × δ0 íà X
çàäà¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè µ(A×{1}) = λ1(A) òà µ(A×{0}) = µC(A), äëÿ âñiõ áîðåëüîâèõ
ìíîæèí A ⊆ (0, τ]. Ùiëüíiñòü C âiäíîñíî µC òàêà: fC(y) ≡ 1, ñóìiñíà ùiëüíiñòü
(Y,∆) âiäíîñíî µ:

f(y, δ|X; λ,β) = fδT (y|X; λ,β)G1−δ
T (y|X; λ,β)GδC(y), (y, δ) ∈ X . (5)

Äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (5) ïðåäñòàâëåíå â [5]. Òàì ïîêàçàíî, ùî
∫

A×{0}
f(y, δ|X; λ,β) dµ(y, δ) = P(Y ∈ A,∆ = 0),

∫

A×{1}
f(y, δ|X; λ,β) dµ(y, δ) = P(Y ∈ A,∆ = 1).

Iç (5) îòðèìó¹ìî

ln f(y, δ|X; λ,β) = δ ln fT (y|X; λ,β) + (1− δ) lnGT (y|X; λ,β) + δ lnGC(y) =

= δ(ln λ(y) + β>X)− exp(β>X)

∫ y

0

λ(u)du + δ lnGC(y).

Ó âèïàäêó, êîëè X ñïîñòåðiãà¹òüñÿ áåç ïîõèáîê âèìiðþâàííÿ, îöiíî÷íà ôóíêöiÿ

s0(y, δ, X) :=
∂ ln f(y, δ|X)

∂β
= Xδ−X exp(β>X)

∫ y

0

λ(u)du

¹ óìîâíî íåçñóíåíîþ ïðè ôiêñîâàíîìó X:

E[s0(Y,∆, X)|X] = 0. (6)

Òîäi s1(Y,∆, X) := s0(Y,∆, X) exp(a>X), a ∈ Rk, òåæ ¹ óìîâíî íåçñóíåíîþ ïðè
ôiêñîâàíîìó X. Ïàðàìåòð a áóäå âèêîðèñòàíèé ïðè äîñëiäæåííi ïîòóæíîñòi òåñòó.

Çà íàÿâíîñòi ïîõèáîê âèìiðþâàííÿ, ïîáóäó¹ìî íîâó îöiíî÷íó ôóíêöiþ s(Y,∆, X),
òàêó ùî

E[s(Y,∆,W )|X] = s1(Y,∆, X).

Äëÿ öüîãî òðåáà ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó äåêîíâîëþöi¨

E[g(W,β)|X] = X exp(β>X).

�¨ ðîçâ'ÿçêîì ¹ ôóíêöiÿ

g(W,β) =
WMU (β)− E[Ueβ

>U ]

M2
U (β)

eβ
>W .

Îòæå, íà ðîëü îöiíî÷íî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà îáðàòè

s(Y,∆,W ) = ∆ · g(W,a)− g(W,β+ a)

∫ Y

0

λ(u)du.

Âîíà áóäå íåçñóíåíîþ, áî s1(Y,∆, X) áóëà íåçñóíåíîþ.
ßêùî ïîõèáêè âèìiðþâàííÿ ìàþòü ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië, òî

MU (β) = exp(1
2 ||β||

2) òà

g(W,β) = (W − β) exp

(
−1

2
||β||2 + β>W

)
.

Ïåðåâiðÿ¹ìî íóëüîâó ãiïîòåçó
H0: "ñïîñòåðåæåííÿ îïèñóþòüñÿ ìîäåëëþ (1)�(2) (ç âiäïîâiäíèìè ïðèïóùåííÿ-

ìè)"ïðîòè àëüòåðíàòèâè
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H1: "ñïîñòåðåæåííÿ íå îïèñóþòüñÿ ìîäåëëþ (1)�(2)".
Äëÿ ïîáóäîâè òåñòó ðîçáèâà¹ìî ñïîñòåðåæåííÿ íà íàâ÷àëüíó i òåñòîâó âèáiðêè.

Ïåðøà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè îöiíîê, äðóãà � âëàñíå äëÿ ïîáóäîâè òåñòîâî¨
ñòàòèñòèêè. Çà ñïîñòåðåæåííÿìè (Yi,Wi,∆i), 1 ≤ i ≤ m, áóäó¹ìî íàâ÷àëüíó âèáið-
êó òàêèì ÷èíîì. Çàôiêñó¹ìî 0 < ε < τ, íåõàé C∗ = min{C, τ − ε} � íîâèé öåíçîð,
Y ∗ òà ∆∗ � öåíçóðîâàíà òðèâàëiñòü æèòòÿ òà iíäèêàòîð âiäñóòíîñòi öåíçóðóâàííÿ
âiäïîâiäíî. Çà ñïîñòåðåæåííÿìè (Y ∗1 ,W1,∆

∗
1), . . . , (Y ∗m,Wm,∆∗m) áóäó¹ìî îöiíêè β̂m,

λ̂m(·), ÿêi çàäàþòüñÿ çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 1. Iíòåðâàë ñòîñòåðåæåíü çâóæåíèé, ùîá
çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ ëåìè 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìà¹ìî ùå n íåçàëåæíèõ ñïîñòå-
ðåæåíü (òåñòîâó âèáiðêó) ó ìîäåëi (1)�(2) (çi ñòàðèì ðîçïîäiëîì öåíçîðà C), ÿêi ¹
íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi ç íàâ÷àëüíîþ âèáiðêîþ. Ïîáóäó¹ìî òåñòîâó ñòàòèñòèêó

T 0
n,m :=

1

n

n∑
i=1

s(Yi,∆i,Wi; β̂m, λ̂m). (7)

Ðîçêëàäåìî s ÿê ëiíiéíó ôóíêöiþ âiäíîñíî λ:

s(Y,∆,W ; β̂m, λ̂m) = s(Y,∆,W ; β̂m, λ)− g(W, β̂m + a)

∫ Y

0

(λ̂m − λ)(u)du.

Íåõàé

G(W ) = max
β∈conv(Θβ)

∥∥∥∥ ∂g∂β (W,β+ a)

∥∥∥∥,
äå conv ïîçíà÷à¹ îïóêëó îáîëîíêó ìíîæèíè. Çàñòîñó¹ìî äî âåêòîðíîçíà÷íèõ ôóí-
êöié òåîðåìó ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè [2]:

s(Y,∆,W ; β̂m, λ) = s(Y,∆,W ;β, λ) + r1,

g(W, β̂m + a) = g(W,β+ a) + r2,

‖r1‖ ≤ max
β∈conv(Θβ)

∥∥∥∥ ∂s∂β
∥∥∥∥ · ‖β̂m − β‖ = G(W ) · ‖λ‖ · ‖β̂m − β‖,

‖r2‖ ≤ G(W ) · ‖β̂m − β‖.

Ìè âðàõóâàëè ðiâíiñòü

∂s

∂β
(λ,β) = − ∂g

∂β
(W,β+ a)

∫ Y

0

λ(u)du.

Òîäi

s(Y,∆, X; β̂m, λ̂m) = s(Y,∆, X;β, λ)− g(W,β+ a)

∫ Y

0

(λ̂m − λ)(u)du +

+ r1(Y,∆,W,β, β̂m, λ)− r2(W,β, β̂m)

∫ Y

0

(λ̂m − λ)(u)du.

Ìà¹ìî

√
nT 0

n,m =
1√
n

n∑
i=1

s(Yi,∆i,Wi;β, λ)−R1 + R2 ,

R1 =
1

n

n∑
i=1

g(Wi,β+ a)
√
n

∫ Yi

0

(λ̂m − λ)(u)du,

R2 =
1

n

n∑
i=1

√
n · r1(Yi,∆i,Wi,β, β̂m, λ)− 1

n

n∑
i=1

√
n · r2(Wi,β, β̂m)

∫ Yi

0

(λ̂m − λ)(u)du.
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Ëåìà 1. Çà óìîâ (i)�(vii)

1√
n

n∑
i=1

s(Yi,∆i,Wi;β, λ)
d−→ N(0,Σ),

ïðè÷îìó Σ = Σ(β, λ) = Cov s(Y,∆, X;β, λ) � äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî

Cov s(Y,∆, X;β, λ) = E s(Y,∆, X;β, λ)s>(Y,∆, X;β, λ).

Äîäàòíó âèçíà÷åíiñòü Σ äîâîäèìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ z ∈
∈ Rm, z 6= 0 òàêå, ùî

z>Σz = 0.

Òîäi

∆ · z>g(W,a)− z>g(W,β+ a)

∫ Y

0

λ(u)du = 0 ì. í.

Ïîìíîæèìî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíó íà I(∆ = 0):

I(∆ = 0) · z>g(W,β+ a)

∫ C

0

λ(u)du = 0 ì. í.

Îñêiëüêè áàçîâà ôóíêöiÿ ðèçèêó äîäàòíà, òî

I(∆ = 0) · z>g(W,β+ a) = 0 ì. í.

Âiçüìåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïðè ôiêñîâàíèõ X, T, C:

E[ I(∆ = 0) · z>g(W,β+ a) | X,T,C ] = 0,

I(∆ = 0) · z>Xe(β+a)>U = 0 ì. í.

Öå ðiâíîñèëüíî ñïiââiäíîøåííþ

I(∆ = 0) · z>X = 0 ì. í.

Óçÿâøè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïðè ôiêñîâàíèõ X, îòðèìó¹ìî

P(∆ = 0 | X)z>X = 0 ì. í.

Çâiäñè z>X = 0 ì. í., îñêiëüêè P(∆ = 0 | X) > 0 ì. í. Òîäi

D(z>X) = z>Cov(X)z = 0.

Îñêiëüêè Cov(X) > 0 îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, ìàòðèöÿ Σ äîäàòíî âèçíà÷åíà.
Îöiíî÷íà ôóíêöiÿ s(Y,∆,W ;β, λ) ¹ íåçñóíåíîþ, òîìó çàñòîñóâàâøè öåíòðàëüíó

ãðàíè÷íó òåîðåìó, îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Òåîðåìà 2 òåîðåìà 5 iç [4]. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i)�(vi). Òîäi

4
√
m · ||β̂m − β|| = Op(1),

√
m

∫ τ

0

(
λ̂m(u)− λ(u)

)2

du = Op(1).

Ëåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i)�(vii), ïðè÷îìó n,m→∞, n2m−1 → 0. Òîäi
ïðè âèêîíàííi ãiïîòåçè H0

√
nT 0

n,m
d−→ N(0,Σ).
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Äîâåäåííÿ. Iç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî

||β̂m − β|| =
Op(1)

4
√
m

,

∫ τ−ε

0

(
λ̂m(u)− λ(u)

)2

du =
Op(1)√

m
. (8)

Ñïðàâåäëèâi òàêi íåðiâíîñòi:

||R1|| ≤
1

n

n∑
i=1

||g(Wi,β+ a)|| ·
√
n

∫ τ−ε

0

|λ̂m(u)− λ(u)|du ≤

≤ 1

n

n∑
i=1

||g(Wi,β+ a)|| ·
√
n

(
∫ τ−ε

0

|λ̂m(u)− λ(u)|2du
)1/2

,

||R2|| ≤
1

n

n∑
i=1

G(Wi) · ‖λ‖ ·
4

√
n2

m
· 4
√
m · ||β̂− β||+

+
1

n

n∑
i=1

G(Wi) ·
4

√
n2

m

(√
m

∫ τ−ε

0

|λ̂m(u)− λ(u)|2du
)1/2

.

Çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë âèðàçè 1
n

∑n
i=1 ‖g(Wi,β + a)‖, 1

n

∑n
i=1 G(Wi)

çáiãàþòüñÿ ìàéæå íàïåâíî äî E‖g(W,β+a)‖ òà EG(W ) âiäïîâiäíî ïðè n→∞. Òîìó
âîíè îáìåæåíi çà éìîâiðíiñòþ. Âðàõîâóþ÷è (8) îòðèìó¹ìî, ùî R1 òà R2 çáiãàþ-

òüñÿ äî 0 çà éìîâiðíiñòþ. Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó Ñëóöüêîãî, ìà¹ìî
√
nT 0

n,m
d−→

d−→ N(0,Σ). �

Çàóâàæèìî, ùî óìîâè íà n òà m iç ëåìè 2 ôàêòè÷íî îçíà÷àþòü òàêå: íà ïîáó-
äîâó îöiíîê âèòðà÷à¹òüñÿ çíà÷íî áiëüøå ñïîñòåðåæåíü, íiæ íà ïîáóäîâó òåñòîâî¨

ñòàòèñòèêè. Îñêiëüêè
(
λ̂m, β̂m

)
� ñòðîãî êîíñèñòåíòíà îöiíêà ïàðàìåòðiâ (λ,β), à

Σ � íåïåðåðâíà ìàòðè÷íîçíà÷íà ôóíêöiÿ âiä öèõ ïàðàìåòðiâ, òî Σ̂ := Σ
(
λ̂m, β̂m

)
� ñòðîãî êîíñèñòåíòíà îöiíêà àñèìïòîòè÷íî¨ êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi Σ. Çàóâàæèìî,
ùî çðåøòîþ (òîáòî ç iìîâiðíiñòþ 1 äëÿ âñiõ m ≥ m0(ω)) Σ̂ � öå äîäàòíî âèçíà÷åíà
ìàòðèöÿ.

Äëÿ n ≥ 1 òà ω ∈ Ω òàêèõ, ùî Σ̂(ω) äîäàòíî âèçíà÷åíà, îçíà÷èìî òåñòîâó ñòàòè-
ñòèêó

T 2
n,m = n||Σ̂−1/2T 0

n,m||2, (9)

äëÿ òèõ ω ∈ Ω, ùî Σ̂(ω) íå ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, ïîêëàäåìî T 2
n,m = 0.

Òåîðåìà 3 ¹ íàñëiäêîì ëåìè 2.

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i) � (vii). Ïðè âèêîíàííi ãiïîòåçè H0 ìà-

¹ìî T 2
n,m

d−→ χ2
k ïðè n,m→∞, n2m−1 → 0.

Òåîðåìà 3 äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè òåñò äëÿ ïåðåâiðêèH0. Íåõàé çàäàíî ðiâåíü äîâiðè
α, 0 < α < 1/2, χ2

kα � âåðõíié êâàíòèëü ðîçïîäiëó χ2
k, òîáòî P(χ2

k > χ2
kα) = α.

Êðèòåðié çãîäè áóäó¹ìî òàêèì ÷èíîì: ÿêùî T 2
n,m ≤ χ2

kα, òî íå âiäõèëÿ¹ìîH0; iíàêøå
ìè âiäõèëÿ¹ìî íóëüîâó ãiïîòåçó.

4. Ïîòóæíiñòü òåñòó

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ëîêàëüíèõ àëüòåðíàòèâ H1,n, ÿêi ïîëÿãàþòü ó òàêîìó:
ó íàâ÷àëüíié âèáiðöi íåìà¹ çáóðåííÿ, àëå (λ(·),β) ìîæóòü áóòè íå òàêèìè, ÿê çà
ãiïîòåçè H0, êðiì öüîãî, iíòåíñèâíiñòü ó äîäàòêîâié âèáiðöi ¹ çáóðåíîþ, òîáòî

λ(t|X; λ,β) = λ(t) exp

(
β>X +

h(X)√
n

)
, t ≥ 0.
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Òóò áîðåëüîâà ôóíêöiÿ h : Rk → R çàäà¹ íåëiéíiéíå âiäíîñíî X çáóðåííÿ òà çàäî-
âîëüíÿ¹ òàêó óìîâó:

(viii) |h(u)| ≤ c1 + c2 · ||u|| äëÿ âñiõ u ∈ Rk, äå c1 òà c2 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.

Çà H1,n ðîçïîäiëè (Yi,∆i) çàëåæàòü âiä n, òîáòî ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ñåðié
(Yin,∆in), 1 ≤ i ≤ n. Ïàðè âåëè÷èí óñåðåäèíi êîæíî¨ ñåði¨ íåçàëåæíi òà îäíàêîâî
ðîçïîäiëåíi.

Ðîçãëÿíåìî óìîâè:

(ix) ‖a‖ < ε, äå ε âèçíà÷à¹òüñÿ â óìîâi (iii);
(x) Ee2D‖X‖ <∞, Ee2D‖U‖ <∞, D çàäàíî â óìîâi (iii).

Ëåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i)�(ix). Òîäi çà ëîêàëüíèõ àëüòåðíàòèâ H1,n

ïðè n→∞ :

(a)
√
n EH1,n

[s(Y,∆,W )]→ E
[
Xea

>Xh(X)
∫ τ

0 fT (y|X; λ,β)GC(y)dy
]
;

(b) çà äîäàòêîâî¨ óìîâè (x), êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà
s(Y,∆,W ) çáiãà¹òüñÿ äî Σ � ìàòðèöi ç ëåìè 2.

Äîâåäåííÿ. (a) Çà H1,n ìà¹ìî

exp(β>X)λ(u) =
fT1,n(u|X; λ,β)

GT1,n
(u|X; λ,β)

exp

(
−h(X)√

n

)
, u ∈ [0, τ];

fT1,n
(u|X, λ,β) = λ(u) exp

(
β>X +

h(X)√
n
− e

β>X+
h(X)√

n

∫ u

0

λ(s)ds

)
.

Äàëi,

EH1,n
[s0(Y,∆, X)|X] = X

[
∫ τ

0

fT1,n
(y|X; λ,β)GC(y)dy−

− exp

(
−h(X)√

n

)
∫ τ

0

∫ y

0

fT1,n(u|X; λ,β)

GT1,n
(u|X; λ,β)

fT1,n
(y|X; λ,β)GC(y)dudy−

− exp

(
−h(X)√

n

)
∫ τ

0

∫ y

0

fT1,n(u|X; λ,β)

GT1,n
(u|X; λ,β)

GT1,n
(y|X; λ,β)dudµC(y)

]
=

= X

(
1− exp

(
−h(X)√

n

))
∫ τ

0

fT1,n
(y|X; λ,β)GC(y)dy.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü îòðèìó¹òüñÿ çàìiíîþ ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ ç óðàõóâàííÿì òîãî,
ùî

∫ τ

u

fT1,n(y|X; λ,β)GC(y)dy +

∫ τ

u

GT1,n(y|X; λ,β)dµC(y) =

= P(YT1,n ∈ [u, τ],∆T1,n = 1) + P(YT1,n ∈ [u, τ],∆T1,n = 0) =

= P(YT1,n ∈ [u, τ]) = GT1,n(u)GC(u).

Îòæå,

EH1,n [s1(Y,∆, X)|X] = Xea
>X

(
1− exp

(
−h(X)√

n

))
∫ τ

0

fT1,n(y|X; λ,β)GC(y)dy.

Çâiäñè

EH1,n [s(Y,∆,W )] = E

[
Xea

>X

(
1− exp

(
−h(X)√

n

))
∫ τ

0

fT1,n(y|X; λ,β)GC(y)dy

]
.

Çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà

|1− ev| ≤ |v| · ev ≤ |v| · e|v|.
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Òîìó ïðè n ≥ n0

√
nEH1,n

||s(Y,∆,W )|| ≤ E

[
||X||ea

>X+
|h(X)|√

n |h(X)|
∫ τ

0

fT1,n
(y|X; λ,β)GC(y)dy

]
≤

≤ c3 · E
[
||X|| exp

(
c2||X||√

n0
+ ||a|| · ||X||

)]
+ c4 · E

[
||X||2 exp

(
c2||X||√

n0
+ ||a|| · ||X||

)]
,

äå c3 òà c4 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi. Ñêií÷åííiñòü îñòàííüîãî âèðàçó âèïëèâà¹ ç (iv) òà
(ix). Äàëi, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

√
n EH1,n

[s(Y,∆,W )]→ E

[
Xea

>Xh(X)

∫ τ

0

fT (y|X; λ,β)GC(y)dy

]
=: K. (10)

(b) Ïîêàæåìî, ùî

‖EH1,n

[
s(Y,∆,W )s>(Y,∆,W )|X

]
− E

[
s(Y,∆,W )s>(Y,∆,W )|X

]
‖ → 0, n→∞.

Ñïðàâäi,

‖EH1,n

[
s(Y,∆,W )s>(Y,∆,W )|X

]
− E

[
s(Y,∆,W )s>(Y,∆,W )|X

]
‖ ≤

≤ E‖g(W,a)g>(W,a)‖
∫ τ

0

|fT1,n
(y|X)− fT (y|X)|GC(y)dy+

+ 2E‖g(W,β+ a)g>(W,a)‖
∫ τ

0

∫ y

0

|fT1,n(y|X)− fT (y|X)|λ(u)GC(y)dudy+

+ E‖g(W,β+ a)g>(W,β+ a)‖
∫ τ

0

(
∫ y

0

λ(u)du

)2

|fT1,n
(y|X)− fT (y|X)|GC(y)dy+

+ E‖g(W,β+ a)g>(W,β+ a)‖
∫ τ

0

(
∫ y

0

λ(u)du

)2

|GT1,n
(y|X)−GT (y|X)|dµC(y)→ 0,

ïðè n→∞, ÿêùî E‖g(W,β+ a)g>(W,β+ a)‖ <∞, ùî âèêîíó¹òüñÿ çà óìîâ (ix)�(x).
Îñêiëüêè

CovSH1,n(Y,∆,W ) = EH1,ns(Y,∆,W )s>(Y,∆,W )−

− EH1,n
[s(Y,∆,W )]EH1,n

[s>(Y,∆,W )]

òà EH1,n [s(Y,∆,W )]→ 0 çà äîâåäåíèì ó ïóíêòi (a), òî

CovsH1,n
(Y,∆,W )→ Σ,

êîëè n→∞. �

Ëåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i)�(x). Òîäi çà ëîêàëüíèõ àëüòåðíàòèâ H1,n

ïðè n,m→∞, n2m−1 → 0,
√
nT 0

n,m
d−→ N(K,Σ),

äå K âèçíà÷åíå â (10), Σ � ìàòðèöÿ ç ëåìè 2.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó Ëÿïóíîâà äëÿ ñõåìè ñåðié.
Ïîêàæåìî, ùî ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó äîäàòíîìó δ ìîìåíòè E‖s(Yin,∆in,W )‖2+δ

îáìåæåíi. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ Ìiíêîâñüêîãî:(
E‖s(Yin,∆in,Wi)‖2+δ

) 1
2+δ ≤

(
E‖g(Wi, a)‖2+δ

) 1
2+δ +

+
(
E‖g(Wi,β+ a)‖2+δ

) 1
2+δ

(
E

[
E

(
∫ Yin

0

λ(u)du

)2+δ

|X

]) 1
2+δ

≤

≤
(
E‖g(Wi, a)‖2+δ

) 1
2+δ +

(
E‖g(Wi,β+ a)‖2+δ

) 1
2+δ

(
∫ τ

0

(
∫ y

0

λ(u)du

)2+δ

dy

) 1
2+δ

.
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Óìîâà (ix) ãàðàíòó¹ ñêií÷åííiñòü E‖g(Wi,β + a)‖2+δ, ÿêùî ‖a‖ òà δ äîñòàíüî ìà-
ëåíüêi. �

Îçíà÷åííÿ 2. Äëÿ k ≥ 1 òà µ ≥ 0, χ2
k(µ) íàçèâà¹òüñÿ íåöåíòðàëüíèì χ2-ðîçïî-

äiëîì iç k ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi òà ïàðàìåòðîì íåöåíòðàëüíîñòi µ, ÿêùî χ2
k(µ)

d
=

d
= (γ1 + τ)2 +

∑n
i=2 γ

2
i , äå {γi} � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi ñòàíäàðòíi íîð-

ìàëüíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (i)�(x). Òîäi çà ëîêàëüíèõ àëüòåðíàòèâ
H1,n ïðè n,m→∞, n2m−1 → 0,

T 2
n,m

d−→ χ2
k(µ), µ := ‖Σ−1/2K‖,

äå K âèçíà÷åíå â (10).

Òåîðåìà 4 äîçâîëÿ¹ çíàéòè àñèìïòîòè÷íó ïîòóæíiñòü òåñòó çà ëîêàëüíèõ àëüòåð-
íàòèâ H1,n. ×èì áiëüøå µ, òèì ïîòóæíiøèé òåñò.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè çàäàíîìó íåíóëüîâîìó çáóðåííi h áàæàíî ïiäiáðàòè ïàðàìåòð
êðèòåðiþ a òàê, ùîá ïàðàìåòð íåöåíòðàëüíîñòi áóâ âiäìiííèé âiä 0. Öå ãàðàíòîâàíî
ìîæíà çðîáèòè ó âèïàäêó, êîëè h(X) ≥ 0 ì. í. òà h(X) > 0 ç äîäàòíîþ éìîâiðíi-
ñòþ; òàêå çáóðåííÿ çáiëüøó¹ òðèâàëiñòü æèòòÿ, ïiäâèùóþ÷è ôóíêöiþ iíòåíñèâíîñòi
(iñíóâàííÿ a âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi K ′(0) 6= 0). Àíàëîãi÷íî öå ãàðàíòîâàíî ìîæíà
çðîáèòè òîäi, êîëè h(X) ≤ 0 ì. í. òà h(X) < 0 iç äîäàòíîþ éìîâiðíiñòþ (ïðè öüîìó
ôóíêöiÿ iíòåíñèâíîñòi çìåíøó¹òüñÿ).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ãàóññiâñüêîãî ðåãðåñîðà X ∼ N(m,ΣX) ó ìîäåëi (1)�(2), iç
íåâiäîìèìè ïàðàìåòðàìè ðîçïîäiëó òà íåâèðîäæåíîþ êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ
m ·m> + ΣX . Òîäi óìîâó (viii) ìîæíà çàìiíèòè íà ñëàáøó:

(viii*) |h(u)| ≤ c1 + c2 · ||u||2 äëÿ âñiõ u ∈ Rk, äå c1 òà c2 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó ìîæíà ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ ëåìè 3. Çîêðåìà,
çàâäÿêè óìîâi (viii*) ïðè n ≥ n0 (òóò n0 äîñòàòíüî âåëèêå) âèêîíó¹òüñÿ

√
nEH1,n

||s(Y,∆,W )|| ≤ c3 · E
[
||X|| exp

(
c2||X||2√

n0
+ ||a|| · ||X||

)]
+

+ c4 · E
[
||X||2 exp

(
c2||X||2√

n0
+ ||a|| · ||X||

)]
<∞,

äå c3 òà c4 � äîäàòíi ñòàëi.
Ëåìà 4 i òåîðåìà 4 òàêîæ çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè ïðè çàìiíi óìîâè (viii) íà

(viii*) ó âèïàäêó íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó X.

5. Âèñíîâêè

Ïîáóäîâàíî êðèòåðié çãîäè íà îñíîâi ñòðîãî êîíñèñòåíòíî¨ ñóìiñíî¨ îöiíêè ïàðà-
ìåòðiâ ìîäåëi ç ðîáîòè [6]. Çà íóëüîâî¨ ãiïîòåçè òåñòîâà ñòàòèñòèêà ìà¹ àñèìïòî-
òè÷íèé χ2-ðîçïîäië. Çíàéäåíî ïîòóæíiñòü êðèòåðiþ çà âiäïîâiäíèõ ëîêàëüíèõ àëü-
òåðíàòèâ. Íåäîëiêîì çàïðîïîíîâàíî¨ ïðîöåäóðè ¹ íàäòî âåëèêèé îáñÿã íàâ÷àëüíî¨
âèáiðêè. Ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ ìè áóäåìî íàìàãàòèñü çìåíøèòè ¨¨ îáñÿã, òîáòî
ïîñëàáèòè óìîâó n2m−1 → 0 iç òåîðåìè 3.
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GOODNESS-OF-FIT TEST IN COX PROPORTIONAL HAZARDS MODEL
WITH MEASUREMENT ERRORS

A. G. KUKUSH, O. O. CHERNOVA

Abstract. Cox proportional hazards model with measurement errors is studied, in which baseline hazard
rate λ(·) belongs to a parameter set consisting of nonnegative Lipschitz functions, with fixed constant,

and regression parameter β belongs to a compact parameter set. Censored lifetime and regressors with

additive errors are observed. We construct a goodness-of-fit test based of strongly consistent simultaneous
estimator for λ(·) and β derived in parer of Kukush and Chernova (2017) [6]. The test statistic is

asymptotically chi-squared under null hypothesis. The power of the test under local alternatives is

evaluated.

ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÑÎÃËÀÑÈß Â ÌÎÄÅËÈ ÊÎÊÑÀ Ñ
ÏÐÎÏÎÐÖÈÎÍÀËÜÍÛÌÈ ÐÈÑÊÀÌÈ È ÎØÈÁÊÀÌÈ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ

À. Ã. ÊÓÊÓØ, Î. À. ×ÅÐÍÎÂÀ

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ ìîäåëü Êîêñà ñ ïðîïîðöèîíàëüíûìè ðèñêàìè è îøèáêàìè èçìåðåíèé,
â êîòîðîé áàçîâàÿ ôóíêöèÿ ðèñêà λ(·) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó, ñîñòîÿùåìó èç íåîòðèöàòåëüíûõ
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòîé, à âåêòîðíûé ïàðà-
ìåòð ðåãðåññèè β ïðèíàäëåæèò êîìïàêòíîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ìíîæåñòâó. Íàáëþäàþòñÿ öåíçó-
ðèðîâàííàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè è çíà÷åíèÿ ðåãðåññîðà ñ àääèòèâíîé îøèáêîé. Ïîñòðîåí
êðèòåðèé ñîãëàñèÿ íà îñíîâå ñòðîãî ñîñòîÿòåëüíîé ñîâìåñòíîé îöåíêè äëÿ λ(·) è β èç ðàáîòû
Êóêóøà è ×åðíîâîé (2017 ã.) [6]. Ïðè âûïîëíåíèè íóëåâîé ãèïîòåçû òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà èìååò
àñèìïòîòè÷åñêîå õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå. Íàéäåíà ìîùíîñòü êðèòåðèÿ ïðè ëîêàëüíûõ àëüòåð-
íàòèâàõ.


