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ó ìîäåëi ïðîñòî¨ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ ç ïîõèáêàìè ó çìiííèõ çà ñïîñòåðåæåííÿìè iç ñóìiøi çi çìiííè-
ìè êîíöåíòðàöiÿìè. Äîâåäåíî êîíñèñòåíòíiñòü òà àñèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü îòðèìàíèõ îöiíîê,
çíàéäåíî ìàòðèöþ ðîçñiþâàííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Ìîäåëü ñóìiøi çi çìiííèìè êîíöåíòðàöiÿìè, îðòîãîíàëüíà ðåãðåñiÿ, ìå-
òîä óçàãàëüíåíèõ îöiíþþ÷èõ ðiâíÿíü.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. Primary 62G05, 62G20; Secondary 62J05.

1. Âñòóï

Ìîäåëi ðåãðåñi¨ ç ïîõèáêàìè ó çìiííèõ ÷àñòî çàñòîñîâóþòüñÿ äî àíàëiçó ñòàòè-
ñòè÷íèõ äàíèõ àñòðîíîìi÷íèõ [10], ðàäiîåïiäåìiîëîãi÷íèõ [3] òà iíøèõ ïðèêëàäíèõ
äîñëiäæåíü. Ó âèïàäêó ïðîñòî¨ ëiíiéíî¨ ðåãðåñi¨ ââàæà¹òüñÿ, ùî ó êîæíîìó ñïîñòå-
ðåæåííi âèìiðþþòüñÿ äâi çìiííi (õàðàêòåðèñòèêè) îá'¹êòà: ξ òà η. Ïðè öüîìó ìiæ
¨õíiìè ñïðàâæíiìè çíà÷åííÿìè iñíó¹ ñòðîãà ëiíiéíà çàëåæíiñòü

η = b0 + b1ξ. (1)

Àëå âèìiðþâàííÿ âíîñÿòü ó ñïîñòåðåæóâàíi çíà÷åííÿ àäèòèâíi ïîõèáêè, òîáòî íà-
ñïðàâäi ñïîñòåðiãàþòüñÿ

X = ξ+ δ,

Y = η+ ε, (2)

äå ε òà δ � âiäïîâiäíi ïîõèáêè âèìiðþâàííÿ. Ó êëàñè÷íié ñòðóêòóðíié ðåãðåñiéíié
ìîäåëi [1, ðîçäië 1] ââàæà¹òüñÿ, ùî E ε = E δ = 0, ïðè÷îìó ξ, ε, δ ¹ íåçàëåæíèìè
â ñóêóïíîñòi âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, à ñïîñòåðåæóâàíi äàíi (Xj , Yj); j = 1, n, ¹
íåçàëåæíèìè îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè êîïiÿìè (2). Áåç äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü òàêà
ìîäåëü íå ¹ iäåíòèôiêîâíîþ. ×àñòî ìîæíà ââàæàòè, ùî ðîçêèä ïîõèáîê âèìiðþâàííÿ
îáîõ çìiííèõ îäíàêîâèé:

D ε = D δ. (3)

Ó öüîìó âèïàäêó îöiíêè ìåòîäó îðòîãîíàëüíî¨ ðåãðåñi¨ (ìåòîäó ïîâíèõ êâàäðàòiâ)
äëÿ b0 i b1 çà íåçàëåæíèìè îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè (Xj , Yj) ¹
êîíñèñòåíòíèìè [1].

Ó öié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè ñïîñòåðåæóâàíi îá'¹êòè íàëåæàòü ði-
çíèì ïîïóëÿöiÿì (êîìïîíåíòàì), ïðè÷îìó êîåôiöi¹íòè ðåãðåñi¨ (1) ìîæóòü áóòè ði-
çíèìè äëÿ ðiçíèõ êîìïîíåíòiâ. Ñïðàâæíié íîìåð ïîïóëÿöi¨, ÿêié íàëåæàòü ñïîñòåðå-
æåííÿ, íåâiäîìèé, òîìó ðîçïîäië ñïîñòåðåæóâàíèõ õàðàêòåðèñòèê ¹ ñóìiøøþ ðîçïî-
äiëiâ êîìïîíåíòiâ. Äëÿ êëàñè÷íèõ ìîäåëåé ðåãðåñi¨, â ÿêèõ ïîõèáêà ðåãðåñîðà δ = 0,
ïàðàìåòðè÷íå îöiíþâàííÿ â ìîäåëi ñóìiøi ðåãðåñié ðîçãëÿäàëîñü ó [4�6]. Íåïàðà-
ìåòðè÷íèé ïiäõiä äî îöiíþâàííÿ â òàêèõ ìîäåëÿõ íà îñíîâi íàâàíòàæåíîãî ìåòîäó
íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ çàïðîïîíîâàíî ó [8].

Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà óçàãàëüíåííþ ìåòîäó îðòîãîíàëüíî¨ ðåãðåñi¨ äëÿ ìîäåëi
ñóìiøi ïðîñòèõ ëiíiéíèõ ðåãðåñié iç ïîõèáêàìè ó çìiííèõ, çà óìîâè, ùî êîíöåíòðàöi¨
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êîìïîíåíòiâ ó ñóìiøi (çìiøóþ÷i éìîâiðíîñòi) ¹ âiäîìèìè i ìîæóòü áóòè ðiçíèìè äëÿ
ðiçíèõ ñïîñòåðåæåíü (ìîäåëü ñóìiøi çi çìiííèìè êîíöåíòðàöiÿìè [2, 7]).

Äàëi ó ðîçäiëi 2 îïèñàíî ôîðìàëüíó ïîñòàíîâêó çàäà÷i. Ó ðîçäiëi 3 çàïðîïîíîâà-
íî îöiíêè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðåãðåñi¨ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó íàâàíòàæåíèõ ìîìåí-
òiâ i äîâåäåíî ¨õ êîícèñòåíòíiñòü. Ó ðîçäiëi 4 ïîêàçàíî, ùî öi îöiíêè ìîæíà òàêîæ
òðàêòóâàòè ÿê óçàãàëüíåíi îöiíêè íàâàíòàæåíîãî ìåòîäó ïîâíèõ êâàäðàòiâ. Ó ðîçäi-
ëi 5 äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü îöiíîê i çíàéäåíî ìàòðèöþ ðîçñiþâàííÿ.
Ðîçäië 6 ïðèñâÿ÷åíî ðåçóëüòàòàì iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ. Âèñíîâêè âìiùåíî ó
ðîçäiëi 7.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Îòæå, íåõàé ñïîñòåðåæóâàíi äàíi ζj = (Xj , Yj), j = 1, . . . , n, îïèñóþòüñÿ ìîäåëëþ
ñóìiøi ïðîñòèõ ëiíiéíèõ ðåãðåñié iç ïîõèáêàìè ó çìiííèõ. Îïèøåìî ôîðìàëüíî öþ
ìîäåëü. Ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî ó ñóìiøi ¹ M êîìïîíåíòiâ i κj � öå íå ñïîñòåðåæó-
âàíèé íîìåð êîìïîíåíòà, ÿêîìó íàëåæèòü j-òå ñïîñòåðåæåííÿ.

Òîäi
Xj = ξj + δj ;

Yj = b
κj

0 + b
κj

1 ξj + εj ,

äå bm0 , b
m
1 � íåâiäîìi íåâèïàäêîâi êîåôiöi¹íòè ðåãðåñi¨ äëÿ m-ãî êîìïîíåíòà ñóìi-

øi. Íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè (ξm, δm, εm) � âåêòîð âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî ìàþòü
òàêèé ðîçïîäië ξ, δ i ε, ÿêèé âiäïîâiäà¹ m-ìó êîìïîíåíòó. Ââàæà¹ìî, ùî ξm, δm, εm

íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi ïðè ôiêñîâàíîìó m,

E δm = E εm = 0;

D δm = D εm = σ2
m > 0; m = 1,M. (4)

Êðiì òîãî, ââàæà¹òüñÿ, ùî E(ξm)2 <∞.
Òàêèì ÷èíîì, ñïîñòåðiãàþòüñÿ âåêòîðè ζj , j = 1, . . . , n, äå

ζj =

(
Xj

Yj

)
d
= ζm =

(
ξm + δm

bm0 + bm1 ξ
m + εm

)
çà óìîâè, ùî κj = m.

Âåêòîðè ñïîñòåðåæåíü (Xj , Yj), j = 1, . . . , n, ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè ïðè ðiçíèõ
j. Ïîçíà÷èìî pmj;n = P{κj = m} êîíöåíòðàöiþ m-ãî êîìïîíåíòà ó ñóìiøi ïiä ÷àñ j-ãî
ñïîñòåðåæåííÿ. Öi êîíöåíòðàöi¨ ââàæàþòüñÿ âiäîìèìè.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçïîäië ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóìiø ðîçïîäiëiâ
êîìïîíåíòiâ:

P{ζj ∈ A} =

M∑
m=1

pmj,n P{ζm ∈ A}, A ∈ B(R).

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çà ñïîñòåðåæåííÿìè ζj , j = 1, . . . , n, îöiíèòè êîåôiöi-
¹íòè ðåãðåñi¨ bi0, b

i
1 äëÿ i-ãî êîìïîíåíòà ñóìiøi.

3. Îöiíþâàííÿ ìåòîäîì ìîìåíòiâ

Äëÿ îöiíþâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðåãðåñi¨ ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïiäõîäîì íà îñíîâi íàâàíòà-
æåíèõ ìîìåíòiâ [2]. Äëÿ öüîãî ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ.

Äëÿ ìàñèâiâ (pmj;n, j = 1, . . . , n, m = 1, . . . ,M, n = 1, 2, . . . ) êîíöåíòðàöié òà iíøèõ
âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: êóòîâèìè äóæêàìè
ïîçíà÷à¹òüñÿ îïåðàöiÿ óñåðåäíåííÿ çà iíäåêñîì j, òîáòî çà âñiìà åëåìåíòàìè âèáiðêè:

〈pm〉n
def
=

1

n

n∑
j=1

pmj;n.
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Ïðè çàïèñi îïåðàöié iç ìàñèâàìè âñåðåäèíi êóòîâèõ äóæîê äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ i
ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ òðàêòóþòü ÿê ïîåëåìåíòíi äi¨:

〈aipm〉n =
1

n

n∑
j=1

aij;np
m
j;n, 〈

(
ai
)2〉n =

1

n

n∑
j=1

(
aij;n

)2
.

Ïîçíà÷èìî 〈pm〉 = limn→∞〈pm〉n, ÿêùî öÿ ãðàíèöÿ iñíó¹. Ïîìiòèìî, ùî 〈ai, pm〉n =
= 〈aipm〉n ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó Rn.

Íåõàé Γn � ìàòðèöÿ Ãðàìà âåêòîðiâ êîíöåíòðàöié pmj : Γn =
(
〈pi, pm〉n

)M
i,m=1

. Óâå-

äåìî â ðîçãëÿä âàãîâi êîåôiöi¹íòè aij :

aij =
1

det Γn

M∑
m=1

(−1)m+iγimpkj , (5)

äå γim � i,m-é ìiíîð ìàòðèöi Γn. Äëÿ aij âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

〈ai, pm〉 =
1

n

n∑
j=1

aijp
m
j = I{i = m}, m = 1, . . . ,M. (6)

Òóò I{A} � iíäèêàòîð ïîäi¨ A. Ïiäñóìîâóþ÷è ðiâíiñòü (6) ïî m, îòðèìó¹ìî, ùî

〈ai〉 =
1

n

n∑
j=1

aij = 1. (7)

Äëÿ äîâiëüíî¨ áîðåëåâî¨ ôóíêöi¨ g ïîçíà÷èìî

ĝin =
1

n

n∑
j=1

aijg(ζj)

� íàâàíòàæåíèé ôóíêöiîíàëüíèé åìïiðè÷íèé ìîìåíò.

Òåîðåìà 3.1. [2, c. 70] àáî [7]. Íåõàé âèêîíàíi òàêi óìîâè.
1. Äëÿ âñiõ m = 1,M E |g(ζm)| <∞;
2. Äëÿ äåÿêîãî C > 0, det Γn > C äëÿ âñiõ n.
Òîäi

ĝin =
1

n

n∑
j=1

aijg(ζj)→ E g(ζi); n→∞ çà éìîâiðíiñòþ.

Áóäåìî ïîçíà÷àòè Ei, Di, à òàêîæ Covi óìîâíi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñi¨
i êîâàðiàöi¨ çà óìîâè, ùî κj = i. Çãiäíî ç ìåòîäîì ìîìåíòiâ, ïðèðiâíþ¹ìî òåîðåòè÷íi
ìîìåíòè òà ¨õ îöiíêè çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ íàâàíòàæåíèõ ìîìåíòiâ. Âèêîðèñòà-
¹ìî òàêi òåîðåòè÷íi ìîìåíòè:

Ei Xj = E(ξi + δi) = mi;

Ei Yj = E(bi0 + bi1ξ
i + εi) = bi0 + bi1mi;

Di Xj = D(ξi + δi) = D ξi + σ2
i ;

Di Yj = D(bi0 + bi1ξ
i + εi) = (bi1)2 D ξi + σ2

i ;

Covi(Xj , Yj) = E(ξi −mi + δi)(bi1(ξi −mi) + εi) = bi1 D ξ
i. (8)

Ïîçíà÷èìî

Xi =
1

n

n∑
j=1

aijXj , Y i =
1

n

n∑
j=1

aijYj ,

D̂X
i =

1

n

n∑
j=1

aij(Xj −Xi)
2, D̂Y

i =
1

n

n∑
j=1

aij(Yj − Y i)
2,
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Ŝi
XY =

1

n

n∑
j=1

aij(Xj −Xi)(Yj − Y i).

Âiäïîâiäíî, îöiíêà ìåòîäó ìîìåíòiâ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè 5 ðiâíÿíü âiäíîñíî 5 íåâi-
äîìèõ: bi0, b

i
1,mi,D ξ

i,σ2
i . 

mi = Xi;

bi0 + bi1mi = Y i;

D ξi + σ2
i = D̂X

i ;

(bi1)2 D ξi + σ2
i = D̂Y

i ;

bi1 D ξ
i = Ŝi

XY .

(9)

Âiäíiìàþ÷è âiä 4-ãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè 3-ò¹ i âèëó÷àþ÷è ç íüîãî D ξi çà äîïîìîãîþ
5-ãî, îäåðæó¹ìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ äëÿ îöiíêè bi1:

Ŝi
XY (bi1)2 − bi1(D̂Y

i − D̂X
i )− Ŝi

XY = 0. (10)

Êîðåíÿìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

b̂i1 =
D̂Y

i − D̂X
i ±

√
(D̂Y

i − D̂X
i )2 + 4(Ŝi

XY )2

2Ŝi
XY

, (11)

ÿêùî Ŝi
XY 6= 0.

ßê ìè áà÷èìî, îäèí iç êîðåíiâ ìà¹ äîäàòíèé ÷èñåëüíèê, iíøèé � âiä'¹ìíèé. Ïiä-
ñòàâëÿþ÷è (11) ó 5-òå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (9), áà÷èìî, ùî ÷èñåëüíèê ïðàâî¨ ÷àñòèíè

(11) äîðiâíþ¹ 2(Ŝi
XY )2

Dξi � îòæå, âií äîäàòíèé. Îäèí iç êîðåíiâ ìîæíà âiäêèíóòè. Òàêèì
÷èíîì, ìà¹ìî îöiíêè ìåòîäó ìîìåíòiâ äëÿ ïàðàìåòðiâ ðåãðåñi¨:

b̂i1 =
D̂Y

i − D̂X
i +

√
(D̂Y

i − D̂X
i )2 + 4(Ŝi

XY )2

2Ŝi
XY

; b̂i0 = Y i − b̂i1Xi (12)

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè.
1. Äëÿ âñiõ i = 1,M : E(ξi)2 <∞.
2. Äëÿ äåÿêîãî C > 0, det Γn > C äëÿ âñiõ n.
3. bi1 6= 0; D ξi 6= 0.
Òîäi îöiíêè ïàðàìåòðiâ ðåãðåñi¨ (12) ¹ êîíñèñòåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.1, îñêiëüêè ïðè n → ∞ ìà¹ ìiñöå çái-
æíiñòü Ŝi

XY → bi1 D ξ
i 6= 0 çà éìîâiðíiñòþ çà óìîâàìè 1 i 3.

4. Óçàãàëüíåíèé íàâàíòàæåíèé ìåòîä ïîâíèõ êâàäðàòiâ

Ìîæëèâèé iíøèé ïiäõiä äî çàäà÷i îöiíêè ïàðàìåòðiâ bik, ùî óçàãàëüíþ¹ òåõíiêó
îðòîãîíàëüíî¨ ðåãðåñi¨ (ìåòîä ïîâíèõ êâàäðàòiâ). Ðîçãëÿíåìî íàâàíòàæåíèé ôóí-
êöiîíàë ìåòîäó ïîâíèõ êâàäðàòiâ:

J(b0, b1) =

n∑
j=1

aijd
2(Xj , Yj , b0, b1), b0, b1 ∈ R, (13)

äå d(Xj , Yj , b0, b1) � äîâæèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî ç òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ
(Xj , Yj) íà ðåãðåñiéíó ïðÿìó y = b0 + b1x. Îñêiëüêè

d =
|b1Xj + b0 − Yj |√

1 + (b1)2
,
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òî ôóíêöiîíàë íàáóâà¹ âèãëÿäó

J(b0, b1) =

n∑
j=1

aij
(b1Xj + b0 − Yj)

2

1 + (b1)2
. (14)

Íà ðîëü îöiíêè äëÿ bi0, b
i
1 ïðèðîäíî îáðàòè òî÷êó ìiíiìóìó J(b0, b1). Äiéñíî, çà òåî-

ðåìîþ 3.1 ïðè n→∞

1

n

n∑
j=1

aij
(b1Xj + b0 − Yj)

2

1 + (b1)2

P−→ Ei

(
(b1ξ

i + b0 − ηi)2

1 + (b1)2

)
=

= σ2
i +

E((b1 − bi1)ξi + (b0 − bi0))2

1 + (b1)2

i ìiíiìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè äîñÿãà¹òüñÿ ïðè b1 = bi1; b0 = bi0.
Óçÿâøè ïîõiäíi âiä J(bi0, b

i
1) ïî bi0, b

i
1, îòðèìó¹ìî, ùî â òî÷öi ìiíiìóìó J{∑n

j=1 a
i
j(b

i
1X

n
j − Y n

j + bi0) = 0;∑n
j=1 a

i
j

(bi1X
n
j −Y

n
j +bi0)Xn

j (1+(bi1)2)−bi1(bi1X
n
j −Y

n
j +bi0)2

(1+(bi1)2)2
= 0.

(15)

{
bi1
∑n

j=1 a
i
jX

n
j −

∑n
j=1 a

i
jY

n
j + bi0

∑n
j=1 a

i
j = 0;∑n

j=1 a
i
j(b

i
1X

n
j − Y n

j + bi0)(Xn
j + bi1Y

n
j ) = 0.

(16)

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (7), iç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ îòðèìó¹ìî

bi0 = Y i − b̂i1Xi.

Âèëó÷àþ÷è bi0 iç äðóãîãî ðiâíÿííÿ, ïðèõîäèìî äî òîãî ñàìîãî êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ
(10) âiäíîñíî bi1:

((bi1)2 − 1)Si
XY − bi1(DY

i −DX
i ) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìàëüíå çàñòîñóâàííÿ òåõíiêè ìåòîäó ïîâíèõ êâàäðàòiâ ïðèâî-
äèòü äî òèõ ñàìèõ îöiíîê, ÿêi ìè îòðèìàëè ó ðîçäiëi 3. Çðîçóìiëî, ùî ó çàãàëüíîìó
âèïàäêó öi îöiíêè íå îáîâ'ÿçêîâî áóäóòü òî÷êîþ ìiíiìóìó (13). Áiëüøå òîãî, (13) ìî-
æå âçàãàëi íå ìàòè òî÷îê ìiíiìóìó, îñêiëüêè âàãîâi êîåôiöi¹íòè aij ìîæóòü íàáóâàòè

âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü. Òèì íå ìåíøå, îöiíêè b̂ik ¹ ðîçâ'ÿçêîì íîðìàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà-
âàíòàæåíîãî ìåòîäó ïîâíèõ êâàäðàòiâ (15), òîìó ¨õ ïðèðîäíî íàçâàòè óçàãàëüíåíèìè
îöiíêàìè ïîâíèõ êâàäðàòiâ.

5. Àñèìïòîòè÷íà íîðìàëüíiñòü îöiíîê êîåôiöi¹íòiâ ðåãðåñi¨

Ïåðåéäåìî äî äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ íîðìàëüíîñòi îöiíîê (12). Äëÿ öüîãî
ñêîðèñòà¹ìîñü çàãàëüíîþ òåîðåìîþ ïðî àñèìïòîòè÷íó íîðìàëüíiñòü îöiíîê ìåòîäó
óçàãàëüíåíèõ îöiíî÷íèõ ðiâíÿíü(ÓÎÐ-îöiíîê) iç [9].

Íåõàé {Zj , j ≥ 1} ⊂ Rd � ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ; θ ∈ Θ ⊂ Rk �
áàãàòîâèìiðíèé ïàðàìåòð, ùî ïiäëÿãà¹ îöiíþâàííþ; {ψj(x,γ), j ≥ 1 } � ïîñëiäîâíiñòü
áîðåëåâèõ âåêòîðíèõ ôóíêöié íà Rd ×Θ.

Ïîçíà÷èìî

Sn(x,γ) =

n∑
j=1

ψj(x,γ); γ ∈ Θ. (17)

Íåõàé ESn(θ) = E
∑n

j=1ψj(Zj , θ) = 0.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Ðîçâ'ÿçîê θ̂ ñèñòåìè

Sn(θ) =

n∑
j=1

ψj(Zj , θ) = 0
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íàçèâà¹òüñÿ îöiíêîþ ìåòîäó óçàãàëüíåíèõ îöiíî÷íèõ ðiâíÿíü(ÓÎÐ-îöiíêîþ) ïàðà-
ìåòðà θ, à ψj � îöiíî÷íèìè ôóíêöiÿìè.

Òåîðåìà 5.1 ([9, c. 323]). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè.

1. Iñíó¹ ϕj(x,γ) =
∂ψj

∂γ (x,γ).

Ïîçíà÷èìî ϕj,m � m-é ðÿäîê ìàòðèöi ϕj;

hj(Zj) = sup
γ∈Θ
‖ϕjm(Zj ,γ)‖; j ≥ 1; Θ− äåÿêèé çàìêíåíèé îêië θ.

2. Iñíó¹ òàêèé çàìêíåíèé îêië Θ ïàðàìåòðà θ, ùî

sup
j

E |hj(Zj)|δ+1 <∞ i sup
j

E ‖Zj‖δ <∞

äëÿ äåÿêîãî δ > 0.
3. Äëÿ äåÿêîãî C > 0 é îáìåæåíî¨ íèì ïîñëiäîâíîñòi {xj} : ‖xj‖ ≤ C ïîñëiäîâ-

íiñòü ôóíêöié gj(γ) = ϕjm(xj ,γ) ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ íà áóäü-ÿêié âiäêðèòié
ïiäìíîæèíi Θ.

4. supj E ‖ψj(Zj , θ)‖δ+2 <∞ äëÿ äåÿêîãî δ > 0.
5. Iñíóþòü

S∞ = lim
n→∞

1

n
VarSn(ϑ), M = lim

n→∞

1

n
Mn(ϑ),

äå Mn(θ) = −E(∇Sn(θ)); ïðè öüîìó detM 6= 0, detS∞ 6= 0.

ßêùî θ̂n � êîíñèñòåíòíà ïîñëiäîâíiñòü ÓÎÐ-îöiíîê, òîäi

√
n(θ̂n − θ)

W−→ N(0, V ); n→∞,

äå

V = M−1S∞(M−1)T ,

W−→ îçíà÷à¹ ñëàáêó çáiæíiñòü.

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 5.1 ïåðåòâîðèìî (9) äî âèãëÿäó
S1 =

∑n
j=1 a

i
j(Xj −mi) = 0;

S2 =
∑n

j=1 a
i
j(Yj − bi0 − bi1mi) = 0;

S3 =
∑n

j=1 a
i
j

(
((bi1)2 − 1)(Xj −mi)(Yj − bi0 − bi1mi)−

−bi1(Yj − bi0 − bi1mi)
2 + bi1(Xj −mi)

2
)

= 0.

(18)

Ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ (18) � öå ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (9), à òðåò¹ îòðèìàíî ç (10)
çàìiíîþ Ŝi

XY , D̂
Y
i , D̂

X
i íà âiäïîâiäíi ñóìè. Î÷åâèäíî, ùî (12) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(18), ÿêùî ç íå¨ âèêëþ÷èòè mi.
Îòæå, ðîçãëÿíåìî íåâiäîìèé òðèâèìiðíèé ïàðàìåòð θi = (mi, b

i
0, b

i
1)T . Â óìîâàõ

òåîðåìè 3.2 ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (18) θ̂i = (m̂i, b̂
i
0, b̂

i
1)T ¹ éîãî êîíñèñòåíòíîþ îöiíêîþ,

à îöiíî÷íi ôóíêöi¨ ìàþòü âèãëÿä

ψj(x,γ) =

 aij(x1 − γ1)
aij(x2 − γ2 − γ3γ1)

Ψ3
j

, (19)

äå

Ψ3
j = aij

(
((γ3)2 − 1)(x1 − γ1)(x2 − γ2 − γ3γ1))− γ3(x2 − γ2 − γ3γ1)2 + γ3(x1 − γ1)2

)
Óâåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ

S∞ = lim
n→∞

1

n
VarSn(θ);
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M =

 1 0 0
bi1 1 mi

0 0 −((bi1)2 + 1)D ξi

; (20)

uki = mk −mi; rki = bk0 + bk1mk − bi0 − bi1mi;

lki = ((bi1)2 − 1)(ukib
k
1 + rki) + 2bi1(uki − bk1rki);

ski = (bi1rki + uki)(b
i
1uki − rki); qki = (bi1 − bk1)(bi1b

k
1 + 1);

cki = qki D ξ
k + ski; Rkl = E(ξk −mk)l.

Òàêîæ óâåäåìî â ðîçãëÿä ìàòðèöþ

V = (M)−1S∞
(
M−1

)T
=

=


Disp1 −bi1D1 + C12 + miC13

Ki
−C13

Ki

−bi1D1 + C12 + miC13

Ki
Disp2

bi1C13−C23

Ki
− miD3

K2
i

−C13

Ki

bi1C13−C23

Ki
− miD3

K2
i

Disp3

;

òóò Disp1 = D1; Disp2 = (bi1)2D1 + D2 − 2bi1C12 +
m2

iD3 + 2mi(C23 − bi1C13)Ki

K2
i

;

Disp3 =
D3

K2
i

; Ki = ((bi1)2 + 1)D ξi,

à êîåôiöi¹íòè D1, D2, D3, C12, C23, C13 çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

D1 =

M∑
k=1

(
〈(ai)2, pk〉∞(E(ξk)2 + σ2

k)− 〈(ai)2, (pk)2〉∞m2
k

)
−

−2

M∑
k,l=1;k 6=l

〈(ai)2, pkpl〉∞mkml;

D2 =

M∑
k=1

(
〈(ai)2, pk〉∞((bk1)2 D ξk + σ2

k + (bk1mk + bk0)2))−

−〈(ai)2, (pk)2〉∞(bk1mk + bk0)2
)
− 2

M∑
k,l=1;k 6=l

〈(ai)2, pkpl〉∞(bk1mk + bk0)(bl1ml + bl0);

D3 =

M∑
k=1

(
〈(ai)2, pk〉∞A− 〈(ai)2, (pk)2〉∞B

)
−

−
M∑
k=1

〈(ai)2, (pk)2〉∞c2
ki −

2

n

M∑
k,l=1;k 6=l

〈(ai)2, pkpl〉∞ckicli;

A = ((bi1)2 + 1)D ξiσ2
i + ((bi1)4 − 4(bi1)2 + 1)σ4

i + (bi1)2(E(δi)4 + E(εi)4);

B = Rk4q
2
ki + s2

ki(l
2
ki + 2qkiski)Rk2 + ((bi1)2 + 1)2((bk1)2 + 1)σ2

kRk2 + (bi1)2(E(δi)2+

+E(εi)2) + σ4
k((bi1)4 − 4(bi1)2 + 1) + σ2

k(r2
ki((b

i
1)2 − 1)2 + (((bi1)2 − 1)uki − 2rkib

i
1)2)+

+2qkilkiRk3 + 2bi1((bi1)2 − 1)rki E(δk)3 − 2bi1(((bi1)2 − 1)uki − 2rkib
i
1)E(εk)3

)
;

C12 =

M∑
k=1

〈(ai)2, pk〉∞(bk1Rk2 + ukirki)−
M∑

k,m=1

〈(ai)2, pkpm〉∞bm1 ukirmi;

C13 =

M∑
k=1

〈(ai)2, pk〉∞
(
qkiRk3 + (((bi1)2 − 1)(2bk1uki + rki)+

+bi1(−2bk1rki − (bk1)2uki + 3uki))Rk2 + ukiski+

+σ2
k(((bi1)2 − 1)rki + 2bi1uki)− bi1 E(δk)3

)
−
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−
M∑

k,m=1

〈(ai)2, pkpm〉∞ukicmi;

C23 =

M∑
k=1

〈(ai)2, pk〉∞
(
bk1qkiRk3 + Rk2(((bi1)2 − 1)(2bk1rki + uki(b

k
1)2)+

+bi1(2bk1uki − 3(bk1)2rki + rki)) + rkiski + (((bi1)2 − 1)uki − 2bi1rki)σ
2
k + bi1 E(δk)3

)
−

−
M∑

k,m=1

〈(ai)2, pkpm〉∞rkicmi. (21)

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:
1. Äëÿ äåÿêîãî C > 0, det Γn > C äëÿ âñiõ n.
2. Iñíóþòü E(ξi)12 <∞; E(δi)12 <∞. E(εi)12 <∞; ∀i = 1,M .
3. Äëÿ âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ aij i êîíöåíòðàöié pkj iñíóþòü ãðàíèöi:

lim
n→∞

〈(ai)2, pkpl〉n <∞ ∀k, l = 1,M.

4. detS∞ 6= 0.
5. D ξi 6= 0, bi1 6= 0.
Òîäi √

n(θ̂i − θi)
W−→ N(0, V ); n→∞,

äå ìàòðèöÿ V çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (21).

Äîâåäåííÿ. ßê ìè ïîêàçàëè, îöiíêà θ̂i = (m̂i, b̂
i
0, b̂

i
1)T ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

Sn(γ) =

n∑
j=1

ψj(ζj ,γ) = 0;

äå ψj çàäàþòüñÿ (19).
Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 5.1. Óìîâà 1, âî÷åâèäü, âèêîíó¹òüñÿ:

ϕj(x,γ) =

 −1 0 0
−γ3 −1 −γ1

a b c

, (22)

äå a = aij((γ3)2 + 1)(Yj − γ2 − γ3Xj);

b = aij(2γ3(Yj − γ2)− ((γ3)2 − 1)(Xj + γ1));

c = aij
(
2γ3Xj(Yj − γ2 − γ3γ1)− γ1((γ3)2 − 1)(Xj − γ1)−

− (Yj − γ2 − γ3γ1)2 + (Xj − γ1)2
)
.

Ïåðåéäåìî äî óìîâè 2, ïîêëàâøè δ = 4. Òîäi

sup
j

E ‖ζj‖4 = sup
j

E(X2
j + Y 2

j )2 = sup
j

M∑
k=1

akj E
(
(ξk + δk)2 + (bk1ξ

k + bk0 + εk)2
)2
.

Çà íåðiâíiñòþ
|a + b|p ≤ 2p−1(|a|p + |b|p), p ≥ 2, (23)

áà÷èìî, ùî äëÿ iñíóâàííÿ supj E ‖ζj‖4 <∞ äîñòàòíüî iñíóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ñïî-
äiâàíü E(ξi)4 <∞; E(δi)4 <∞; E(εi)4 <∞ òà âèêîíàííÿ óìîâè supj |akj | <∞, à öå
âèïëèâà¹ ç óìîâ 1, 2 òåîðåìè.

Òåïåð âiçüìåìî äîâiëüíèé ñêií÷åííèé îêië ïàðàìåòðà θ âèãëÿäó

Θ = {r1 ≤ mi ≤ r2; p1 ≤ bi1 ≤ p2; q1 ≤ bi0 ≤ q2}.
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Ðîçãëÿíåìî
sup
j

E | sup
γ∈Θ
‖ϕjm(ζj ,γ)‖|5, (24)

äå ϕjm � ðÿäêè ìàòðèöi ϕj(x,γ), ùî çàäà¹òüñÿ (22). Îñêiëüêè ïåðøi äâà ðÿäêè
âçàãàëi ¹ ñòàëèìè, âèðàç (24) ó öüîìó âèïàäêó ¹ ñêií÷åííèì. Ðîçãëÿíåìî òðåòié
ðÿäîê. Íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè c1, c2, . . . ðiçíi äîäàòíi ñòàëi.

A = sup
γ∈Θ
‖ϕj3(ζj ,γ)‖ = sup

γ∈Θ
sup
j,i
|aij |
(
(γ3)2 + 1)2(Yj − γ2 − γ3Xj)

2 + (2γ3(Yj − γ2)−

−((γ3)2 − 1)(Xj + γ1))2 + (2γ3Xj(Yj − γ2 − γ3γ1)− γ1((γ3)2 − 1)(Xj − γ1)−

−(Yj − γ2 − γ3γ1)2 + (Xj − γ1)2)2
)1/2 ≤

≤ c1

(
c2 + c3ξ

2
j + c4δ

2
j + c5ε

2
j + c6ξ

4
j + c7δ

4
j + c8ε

4
j

)1/2
.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ iç (23); ñòàëi çàëåæàòü âiä r1, . . . , q2. Äàëi ñêîðèñòà-
¹ìîñü íåðiâíiñòþ É¹íñåíà

(E |ξ|v)
1
v ≤ (E |ξ|u)

1
u , ÿêùî v < u. (25)

sup
j

EA5 ≤ sup
j

c1 E
(
c2 + c3ξ

2
j + c4δ

2
j + c5ε

2
j + c6ξ

4
j + c7δ

4
j + c8ε

4
j

)5/2 ≤

≤ c9 sup
j

M∑
i=1

pij
(
E(c2 + c3(ξi)2 + c4(δi)2 + c5(εi)2 + c6(ξi)4 + c7(δi)4 + c8(εi)4)3

) 2
15 .

Áà÷èìî, ùî öåé âèðàç áóäå ñêií÷åííèé ïðè âèêîíàííi óìîâè 2 òåîðåìè.
Óìîâà 3 òåîðåìè 5.1 âèêîíàíà, îñêiëüêè ó íàøîìó âèïàäêó ϕjm(xj ,γ) ¹ ïîëiíîìà-

ìè âiäíîñíî àðãóìåíòiâ γ òà xj , îòæå, öÿ ñèñòåìà ôóíêöié ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ
íà êîìïàêòi.

Ïåðåâiðèìî óìîâó 4. Ïîêëàäåìî δ = 2.

sup
j

E ‖ψj(ζj , θ)‖4 = sup
j

(aij)
2 E
(
(Xj −mi)

2 + (Yj − bi0 − bi1mi)
2+

+(((bi1)2 − 1)(Xj −mi)(Yj − bi0 − bi1mi)− bi1(Yj − bi0 − bi1mi)
2 + bi1(Xj −mi)

2)2
)2
.

Î÷åâèäíî, ùî ïðè iñíóâàííi 12-ãî ìîìåíòó ó ξi, δi, εi öåé âèðàç áóäå ñêií÷åííèì.
Ïåðåéäåìî äî óìîâè 5 òåîðåìè 5.1.
Ïðè çíàõîäæåííi ìàòðèöi Mn(θi)

n = − 1
n E(∇Sn(θi)), äå Sn çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

(18), îá÷èñëåííÿ ñêðiçü òðèâiàëüíi, ïèòàííÿ ìîæóòü âèíèêíóòè ëèøå ïðè çíàõî-
äæåííi 1

n E ∂S3

∂bi1
. Âèêîðèñòîâóþ÷è (6), ìà¹ìî

1

n
E
∂S3

∂bi1
=

1

n

n∑
j=1

aij

M∑
k=1

pkj E
(
2bi1(ξk + δk −mi)(b

k
1ξ

k + bk0 + εk − bi0 − bi1mi)−

−(bk1ηk + bk0 + εk − bi0 − bi1mi)
2 + (ηk + δk −mi)

2
)

=

= E
(
2bi1(ξi −mi + δi)(bi1(ξi −mi) + εi)− (bi1(ξi −mi) + εi)2 + (ξi −mi + δi)2

)
=

= ((bi1)2 + 1)Dξi.

Îòæå ìè äîâåëè, ùî ìàòðèöÿ M âèçíà÷à¹òüñÿ (20). Î÷åâèäíî, ùî ç óìîâè 5 òåîðåìè
âèïëèâà¹ detM = −((bi1)2 + 1)D ξi 6= 0.

Òåïåð âèïèøåìî ãðàíè÷íó ìàòðèöþ V ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 5.2. Çíàõîäæåííÿ
ìàòðèöi 1

n Var(Sn(θi)) âèìàãà¹ áiëüø ãðîìiçäêèõ îá÷èñëåíü, íiæ Mn(θi).
Ïîçíà÷èìî åëåìåíòè ìàòðèöi:

1

n
Var(Sn(θi)) =

 D̃1 C̃12 C̃13

C̃12 D̃2 C̃23

C̃13 C̃23 D̃3

, (26)
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äå

D̃1 =
DS1

n
=

1

n
D

n∑
j=1

aij(Xj −mi) =

=
1

n

n∑
j=1

(aij)
2
(
E(ξj + δj)

2 − (E(ξj + δj))
2
)

= A−B,

A =
1

n

n∑
j=1

M∑
k=1

(aij)
2pkj (E(ξk)2 + σ2

k) =

M∑
k=1

〈(ai)2, pk〉n(E(ξk)2 + σ2
k),

B =
1

n

n∑
j=1

(aij)
2

(
M∑
k=1

pkjmk

)2

=

M∑
k=1

〈(ai)2, (pk)2〉nm2
k + 2

M∑
k,l=1,k 6=l

〈(ai)2, pkpl〉nmkml.

D̃1 =

M∑
k=1

(
〈(ai)2, pk〉n(E(ξk)2 + σ2

k)− 〈(ai)2, (pk)2〉nm2
k

)
−

−2

M∑
k,l=1;k 6=l

〈(ai)2, pkpl〉nmkml. (27)

Àíàëîãi÷íî

D̃2 =
DS2

n
=

1

n2

n∑
j=1

(aij)
2
(
EY 2

j − (EYj)
2
)

= A−B,

äå

A =
1

n

n∑
j=1

M∑
k=1

(aij)
2pkj E(bk1ξ

k + bk0 + εk)2 =

=

M∑
k=1

〈(ai)2, pk〉n((bki )2 E(ξk)2 + (bk0)2 + σ2
k + 2bk1b

k
0mk);

B =

M∑
k=1

〈(ai)2, (pk)2〉n(bk1mk + bk0)2 + 2

M∑
k,l=1;k 6=l

〈(ai)2, pkpl〉n(bk1mk + bk0)(bl1ml + bl0).

D̃2 =

M∑
k=1

(
〈(ai)2, pk〉n((bk1)2 D ξk + σ2

k + (bk1mk + bk0)2))−

−〈(ai)2, (pk)2〉n(bk1mk + bk0)2
)
− 2

M∑
k,l=1;k 6=l

〈(ai)2, pkpl〉n(bk1mk + bk0)(bl1ml + bl0). (28)

Òåïåð çíàéäåìî D̃3.

D̃3 =
DS3

n
=

1

n

n∑
j=1

(aij)
2 D
(
(bi1)2 − 1)(Xj −mi)(Yj − bi0 − bi1mi)+

+bii(Xj −mi)
2 − bi1(Yj − bi0 − bi1mi)

2
)

=
1

n

n∑
j=1

(aij)
2
(
Eµ2 − (Eµ)2

)
. (29)

Çíàéäåìî

Eµ2 = pij E
(
(bi1)2 − 1)(ξi −mi + δi)(bi1(ξi −mi) + εi) + bi1(ξi −mi + δi)2−

−bi1(bi1(ξi −mi) + εi)2
)2

+

M∑
k=1;k 6=i

pkj E
(
(bi1)2 − 1)(ξk −mi + δk)(bk1ξ

k + bk0 + εk − bi0−
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−bi1mi) + bi1(ξk −mi + δk)2 − bi1(bk1ξ
k + bk0 + εk − bi0 − bi1mi)

2)
)2

= pijA+

M∑
k=1;k 6=i

pkjBk,

(30)
äå

A = E
(
bi1((bi1)2 + 1)δi(ξi −mi)− ((bi1)2 + 1)(ξi −mi)ε

i + ((bi1)2 − 1)δiεi + bi1(δi)2−

−bi1(εi)2
)2

= ((bi1)2 + 1)D ξiσ2
i + ((bi1)4 − 4(bi1)2 + 1)σ4

i + (bi1)2(E(δi)4 + E(εi)4), (31)

Bk = E
(
(bi1)2 − 1)(ξk −mk + mk −mi + δk)(bk1(ξk −mk) + bk0 + bk1mk−
−bi0 − bi1mi + εk) + bi1(ξk −mk + mk −mi + δk)2−

−bi1(bk1(ξk −mk) + bk0 + bk1mk − bi0 − bi1mi + εk)2
)2
.

Óâîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ:

uki = mk −mi; rki = bk0 + bk1mk − bi0 − bi1mi;

lki = ((bi1)2 − 1)(ukib
k
1 + rki) + 2bi1(uki − bk1rki);

ski = (bi1rki + uki)(b
i
1uki − rki); qki = (bi1 − bk1)(bi1b

k
1 + 1);

cki = qki D ξ
k + ski;

Rkl = E(ξk −mk)l, (32)

ìà¹ìî òàêèé âèðàç äëÿ Bk:

Bk = Rk4q
2
ki+s2

ki(l
2
ki+2qkiski)Rk2+((bi1)2+1)2((bk1)2+1)σ2

kRk2+(bi1)2(E(δi)2+E(εi)2)+

+σ4
k((bi1)4 − 4(bi1)2 + 1) + σ2

k(r2
ki((b

i
1)2 − 1)2 + (((bi1)2 − 1)uki − 2rkib

i
1)2)+

+2qkilkiRk3 + 2bi1((bi1)2 − 1)rki E(δk)3 − 2bi1(((bi1)2 − 1)uki − 2rkib
i
1)E(εk)3. (33)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äðóãó ÷àñòèíó (29):

(Eµ)2 =

 M∑
k=1;k 6=i

pkj
(
(bi1 − bk1)(bi1b

k
1 + 1)D ξk + (bi1rki + uki)(b

i
1uki − rki)

)2

=

=

M∑
k=1

(pkj )2(qki D ξ
k + ski)

2 + 2

M∑
k,l=1;k 6=l

pkj p
l
j(qki D ξ

k + ski)(qli D ξ
l + sli). (34)

Îá'¹äíóþ÷è (29)�(34), îòðèìó¹ìî

D̃3 =

M∑
k=1

(
〈(ai)2, pk〉nA− 〈(ai)2, (pk)2〉nB

)
−

−
M∑
k=1

〈(ai)2, (pk)2〉nc2
ki − 2

M∑
k,l=1;k 6=l

〈(ai)2, pkpl〉nckicli; (35)

A,B çàäàþòüñÿ (31), (33). Òåïåð âèïèøåìî C̃12.

C̃12 = Cov

(
S1√
n
,
S2√
n

)
=

1

n

n∑
j=1

(aij)
2 E(Xj −mi)(Yj − bi0 − bi1mi)+

+
1

n

n∑
j,l=1;j 6=l

aija
i
l E(Xj −mi)E(Yj − bi0 − bi1mi) =

1

n

n∑
j=1

(aij)
2

M∑
k=1

pkj (bk1 D ξ
k + ukirki)+

+
1

n

n∑
j,l=1;j 6=l

aija
i
l

M∑
k=1

pkjuki

M∑
m=1

pmj bm1 rmi =

M∑
k=1

〈(ai)2, pk〉n(bk1 D ξ
k + ukirki)+
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+
1

n

M∑
k=1

n∑
j=1

aijp
k
juki

M∑
m=1

n∑
l=1

ailp
m
l bm1 rmi −

1

n

n∑
j=1

(aij)
2

M∑
k=1

pkjuki

M∑
m=1

pmj bm1 rmi.

Òóò äðóãèé äîäàíîê äîðiâíþ¹ íóëþ âíàñëiäîê (6) i îñêiëüêè uii = 0.
Òîìó

C̃12 =

M∑
k=1

〈(ai)2, pk〉n(bk1Rk2 + ukirki)−
M∑

k,m=1

〈(ai)2, pkpm〉nbm1 ukirmi. (36)

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, âèïèñó¹ìî ðåøòó åëåìåíòiâ êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi.

C̃13 = Cov

(
S1√
n
,
S3√
n

)
=

M∑
k=1

〈(ai)2, pk〉n
(
qkiRk3 + (((bi1)2 − 1)(2bk1uki + rki)+

+bi1(−2bk1rki − (bk1)2uki + 3uki))Rk2 + ukiski + σ2
k(((bi1)2 − 1)rki + 2bi1uki)− bi1 E(δk)3

)
−

M∑
k,m=1

〈(ai)2, pkpm〉nukicmi. (37)

C̃23 = Cov

(
S2√
n
,
S3√
n

)
=

=

M∑
k=1

〈(ai)2, pk〉n
(
bk1qkiRk3 + Rk2(((bi1)2 − 1)(2bk1rki + uki(b

k
1)2)+

+bi1(2bk1uki − 3(bk1)2rki + rki)) + rkiski + (((bi1)2 − 1)uki − 2bi1rki)σ
2
k + bi1 E(δk)3

)
−

−
M∑

k,m=1

〈(ai)2, pkpm〉nrkicmi. (38)

Âèïèøåìî òåïåð ìàòðèöþ V ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 5.2.

V = lim
n→∞

Vn

n
= lim

n→∞

1

n

(
Mn(θ)

)−1
Var(Sn(θ))

(
(Mn(θ))−1

)T
.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n→∞ â ìàòðèöi 1
n Var(Sn(θi)), åëåìåíòè ÿêî¨ çàäàþòüñÿ

ôîðìóëàìè (27), (28), (35), (36), (37), (38), ìà¹ìî

S∞ =

D1 C12 C13

C12 D2 C23

C13 C23 D3

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä ìàòðèöiM iç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 5.2 i âèãëÿä S∞, îòðè-
ìó¹ìî

V =


Disp1 −bi1D1 + C12 + miC13

Ki
−C13

Ki

−bi1D1 + C12 + miC13

Ki
Disp2

bi1C13−C23

Ki
− miD3

K2
i

−C13

Ki

bi1C13−C23

Ki
− miD3

K2
i

Disp3

;

Disp1 = D1;

Disp2 = (bi1)2D1 + D2 − 2bi1C12 +
m2

iD3 + 2mi(C23 − bi1C13)Ki

K2
i

;

Disp3 =
D3

K2
i

. (39)

ßê ìè áà÷èìî ç ïîáóäîâè ìàòðèöi ðîçñiþâàííÿ, ãðàíèöÿ S∞ = limn→∞
1
n VarSn(θ)

áóäå iñíóâàòè ïðè iñíóâàííi ãðàíèöü

lim
n→∞

〈(ai)2, pk〉n <∞; lim
n→∞

〈(ai)2, (pk)2〉n <∞;
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lim
n→∞

〈(ai)2, pkpl〉n <∞ ∀k, l = 1,M.

Iñíóâàííÿ òðåòüî¨ iç öèõ ãðàíèöü çàáåçïå÷ó¹òüñÿ óìîâîþ 3) òåîðåìè 5.2, à iñíóâàííÿ
ïåðøî¨ i äðóãî¨ âèïëèâà¹ iç òðåòüî¨ � íàïðèêëàä, äëÿ ïåðøî¨ öå âèäíî ç òîòîæíîñòi:∑M

l=1〈(ai)2, pkpl〉n = 〈(ai)2, pk〉n.
Áà÷èìî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ 3, 4 òåîðåìè 5.2 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 5 òåîðåìè 5.1.

Îòæå, óñi óìîâè òåîðåìè 5.1 âèêîíàíi äëÿ íàøî¨ ñèñòåìè. Çàñòîñîâóþ÷è öþ òåîðåìó,
îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 5.2. �

Çàóâàæåííÿ 5.1. Îòæå, ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 5.2 îöiíêè (12) çàäîâîëüíÿþòü
√
n(b̂i1 − bi1)

W−→ N(0,σ2
bi1

);
√
n(b̂i0 − bi0)

W−→ N(0,σ2
bi0

); n→∞,

äå

σ2
bi1

=
D3

K2
i

;

σ2
bi0

= ((bi1)2D1 + D2 +
m2

i

K2
i

D3 − 2bi1C12 − 2bi1
mi

Ki
C13 + 2

mi

Ki
C23),

äå êîåôiöi¹íòè Ki, D1, D2, D3, C12, C13, C23 çàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ (21).

6. Ðåçóëüòàòè iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ

Ìîäåëþâàííÿ ïðîâîäèëîñü íà âèáiðêàõ îáñÿãó n âiä 100 äî 10000, ùî ÿâëÿëè
ñîáîþ ñóìiø äâîõ êîìïîíåíòiâ; êîíöåíòðàöi¨ çàäàâàëèñü òàêèì ÷èíîì:

p1
j =

j

n
; p2

j = 1− j

n
; j = 1, n.

Îñêiëüêè îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòà ðîçñiþâàííÿ äëÿ îöiíêè êîåôiöi¹íòà b0 âèìàãà¹
íà êiëüêà ïîðÿäêiâ áiëüøå îá÷èñëåíü, íiæ äëÿ b1, ìè îáìåæèëèñü ðîçãëÿäîì ëèøå
êîåôiöi¹íòà ðîçñiþâàííÿ äëÿ b1, äëÿ b0 ðàõóâàëè ëèøå îöiíêè äëÿ îáîõ êîìïîíåíòiâ.

Ó ïåðøîìó åêñïåðèìåíòi êîìïîíåíòè i ïîõèáêè áóëè íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèìè ç
ïàðàìåòðàìè:

η1 ∼ N(0, 2); η2 ∼ N(1, 2);

δ1 ∼ δ2 ∼ ε1 ∼ ε2 ∼ N(0, 0.25);

b1
0 = 0.5; b1

1 = 2;

b2
0 = −0.5; b2

1 = −1

3
.

Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî äëÿ öi¹¨ òà íàñòóïíèõ ìîäåëåé óìîâè òåîðåìè
5.2 âèêîíàíi, çîêðåìà detS∞ 6= 0.

Òàáëèöÿ 1. Ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó 1

n Bias b̂1
1 nDb̂1

1 Bias b̂2
1 nDb̂2

1 Bias b̂1
0 Bias b̂2

0

100 0,155 3,576 3,208 77490,9 −0,168 −4,378
200 0,111 2,903 −0,487 8357,42 −0,153 0,874
500 0,046 2,7 −0,084 131,72 −0,032 0,253
1000 0,043 2,575 −0,095 7,926 0,0162 0,195
2500 0,002 2,6 −0,066 6,559 −0,055 0,116
5000 0,017 2,559 −0,046 6,184 −0,077 0,073
10000 0,013 2,569 −0,035 6,22 0,046 0,085
∞ 2,674 6159
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Òàáëèöÿ 2. Ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó 1

n Median b̂1
1 IQ(b̂1

1) Median b̂2
1 IQ(b̂2

1)
100 −0,007 1,648 0,073 2,498
200 0,025 1,652 −0,022 2,522
500 0,004 1,593 −0,034 2,561
1000 0,002 1,595 −0,035 2,442
2500 −0,025 1,606 −0,048 2,476
5000 −0,011 1,6 −0,012 2,484
10000 0,037 1,608 −0,001 2,492
∞ 1,635 2,482

Òàáëèöÿ 3. Ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó 2

n Bias b̂1
1 nDb̂1

1 Bias b̂2
1 nDb̂2

1 Bias b̂1
0 Bias b̂2

0

100 1,356 72,56 3,378 396799 −0,252 −3,459
200 0,611 27,24 0,545 7985 −0,07 −0,17
500 0,496 24,34 −0,217 5039 −0,029 0,108
1000 0,308 22,72 −0,321 76,51 −0,032 0,356
2500 0,084 21,99 −0,081 20,96 −0,005 0,072
5000 0,096 21,83 −0,098 19,45 −0,023 0,135
10000 0,136 21,15 −0,075 18,81 0,105 0,133
∞ 19,85 23,002

Ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ó òàáë. 1, 2. Ó òàáë. 1 Bias b̂ki ïîçíà÷à¹ ïiäðàõîâàíå çà íà-
áîðîì îöiíîê çìiùåííÿ âiäïîâiäíî¨ îöiíêè, ïîìíîæåíå íà

√
n, nDb̂ki � âèáiðêîâó

äèñïåðñiþ îöiíêè, ïîìíîæåíó íà n.
Â îñòàííüîìó ðÿäî÷êó òàáëèöü (ïîçíà÷åíîìó ∞) âìiùåíî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ

êîåôiöi¹íòà ðîçñiþâàííÿ (â òàáë. 1) i êîðåíÿ ç íüîãî (â òàáë. 2).
ßê ìè ìîæåìî ñïîñòåðiãàòè, ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó äîñèòü íåïîãàíî óçãîäæó-

þòüñÿ ç òåîði¹þ.
Ñëiä âðàõîâóâàòè, ùî ïðè íåâåëèêèõ îáñÿãàõ ìîäåëüîâàíèõ âèáiðîê, ó íàáîðàõ

ïîáóäîâàíèõ çà íèìè îöiíîê ìîæóòü çóñòði÷àòèñü âèêèäè. Òîìó äëÿ äîñëiäæåí-
íÿ òî÷íîñòi àñèìïòîòè÷íèõ ôîðìóë äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ðîáàñòíi õàðàêòå-
ðèñòèêè, à ñàìå � ìåäiàíó äëÿ õàðàêòåðèçàöi¨ çìiùåííÿ òà iíòåðêâàðòèëüíèé ðîç-
ìàõ äëÿ õàðàêòåðèçàöi¨ ðîçêèäó. Ó òàáë. 2 ó ñòîâï÷èêó Median b̂1

1 óêàçàíî
√
n×

×(Median(b̂1
1)−b1

1)), à ó ñòîâï÷èêó IQ(b̂1
1) óêàçàíî iíòåðêâàðòèëüíèé ðîçìàõ b̂1

1, äiëå-
íèé íà iíòåðêâàðòèëüíèé ðîçìàõ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó i ïîìíîæåíèé
íà
√
n. (Àñèìïòîòè÷íî âií ìà¹ ïðÿìóâàòè äî êîðåíÿ êâàäðàòíîãî ç êîåôiöi¹íòà ðîç-

ñiþâàííÿ)
Ó äðóãîìó åêñïåðèìåíòi ìè çáiëüøèëè äèñïåðñi¨ ïîõèáîê:

σ2
1 = σ2

2 = 2.

Ðåçóëüòàòè âìiùåíî ó òàáë. 3, 4.
ßê áà÷èìî, êîåôiöi¹íòè ðîçñiþâàííÿ i âiäïîâiäíi äèñïåðñi¨ îöiíîê çðîñëè, àëå òî-

÷íiñòü íàáëèæåííÿ àñèìïòîòè÷íèìè çíà÷åííÿìè çàëèøèëàñü ïðèáëèçíî òàêîþ æ,
ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó åêñïåðèìåíòi.

Ó òðåòüîìó åêñïåðèìåíòi äîñëiäæóâàâñÿ âèïàäîê âàæêèõ õâîñòiâ ïîõèáîê: δ1, δ2,
ε1, ε2 ðîçïîäiëåíi çà çàêîíîì Ñòüþäåíòà ç 14 ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi. (Öå íàéìåíøà
êiëüêiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi äëÿ ðîçïîäiëó ïîõèáîê, ïðè ÿêié âèêîíó¹òüñÿ òåîðå-
ìà 5.2)
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Òàáëèöÿ 4. Ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó 2

n Median b̂1
1 IQ(b̂1

1) Median b̂2
1 IQ(b̂2

1)
100 −0,021 4,942 0,214 4,341
200 −0,023 4,713 0,068 4,4
500 0,121 4,765 0,054 4,353
1000 0,086 4,662 0,021 4,427
2500 −0,081 4,609 −0,019 4,361
5000 −0,069 4,613 −0,058 4,384
10000 0,061 4,577 −0,018 4,262
∞ 4,455 4,796

Òàáëèöÿ 5. Ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó 3

n Bias b̂1
1 nDb̂1

1 Bias b̂2
1 nDb̂2

1 Bias b̂1
0 Bias b̂2

0

100 0,744 29,26 −0,949 29144 −0,114 1,203
200 0,38 14,06 −0,225 16549 −0,108 0,356
500 0,212 13,09 0,036 25051 -0,122 0,182
1000 0,197 12,7 −0,158 21,94 0, 0,287
2500 0,063 12,25 −0,14 13,42 0,016 0,177
5000 0,1 12,27 −0,039 12,37 0,023 −0,033
10000 0,012 12,22 −0,014 12,29 −0,003 −0,108
∞ 12,09 14,88

Òàáëèöÿ 6. Ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó 3

n Median b̂1
1 IQ(b̂1

1) Median b̂2
1 IQ(b̂2

1)
100 −0,002 3,714 0,133 3,571
200 0,006 3,623 0,022 3,66
500 0,002 3,543 −0,089 3,552
1000 0,035 3,495 0,044 3,517
2500 −0,019 3,453 −0,074 3,452
5000 −0,006 3,504 −0,004 3,451
10000 −0,087 3,481 0,026 3,481
∞ 3,477 3,858

Ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ó òàáë. 5, 6.
Öi ðåçóëüòàòè ñâiä÷àòü ïðî íàÿâíiñòü âèêèäiâ, ùî, ìîæëèâî, âiäïîâiäàþòü âàæ-

êèì õâîñòàì ðîçïîäiëiâ îöiíîê ïðè ìàëèõ òà ïîìiðíèõ îáñÿãàõ âèáiðêè. Àëå òî÷íiñòü
íàáëèæåííÿ àñèìïòîòè÷íèìè ôîðìóëàìè ïðè n > 2500 ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ ïðàêòè-
÷íèõ ïîòðåá.

7. Âèñíîâêè

Òàêèì ÷èíîì, çàïðîïîíîâàíi îöiíêè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðåãðåñi¨ çà ñïîñòåðåæåííÿìè
iç ñóìiøi ó ìîäåëi ç ïîõèáêàìè ó çìiííèõ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê îöiíêè íàâàíòàæåíî-
ãî ìåòîäó ìîìåíòiâ àáî óçàãàëüíåíi îöiíêè íàâàíòàæåíîãî ìåòîäó ïîâíèõ êâàäðàòiâ.
Âîíè ¹ êîíñèñòåíòíèìè òà àñèìïòîòè÷íèî íîðìàëüíèìè çà ïðèðîäíèõ óìîâ. Ðåçóëü-
òàòè ìîäåëþâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ ðîçêèäó îöiíîê äàþòü
õîðîøå íàáëèæåííÿ ïðè ïîìiðíèõ îáñÿãàõ âèáiðîê.
Ïîäÿêà. Àâòîðè âäÿ÷íi ðåöåíçåíòó çà óâàãó äî ðîáîòè i êîðèñíi çàóâàæåííÿ.
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ORTHOGONAL REGRESSION FOR OBSERVATIONS FROM MIXTURES

R. MAIBORODA, H. NAVARA, O. SUGAKOVA

Abstract. A generalization of orthogonal regression estimators is considered for estimation of simple
regression coefficients in the error-in-variables model with observations from a mixture with varying
concentrations. Consistency and asymptotic normality of the estimators are shown. The dispersion

matrix is evaluated.

ÌÅÒÎÄ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÉ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ
ÄËß ÍÀÁËÞÄÅÍÈÉ ÈÇ ÑÌÅÑÈ

Ð. Å. ÌÀÉÁÎÐÎÄÀ, À. Â. ÍÀÂÀÐÀ, Å. Â. ÑÓÃÀÊÎÂÀ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà îðòîãîíàëüíîé ðåãðåññèè äëÿ îöåíêè ïàðàìåò-
ðîâ â ìîäåëè ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ îøèáêàìè â ïåðåìåííûõ ïî íàáëþäåíèÿì èç ñìåñè ñ
ïåðåìåííûìè êîíöåíòðàöèÿìè. Äîêàçàíû ñîñòîÿòåëüíîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê, íàéäåíà ìàòðèöà ðàññåèâàíèÿ.


