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1. Âñòóï

Ó öié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi äëÿ îäíîâèìiðíîãî ñòîõàñòè÷íîãî õâè-
ëüîâîãî ðiâíÿííÿ

∂2u(t, x)

∂t2
= a2∆xu(t, x) + f(t, x, u(t, x)) + σ(t, x) µ̇(t),

u(0, x) = u0(x),
∂u(0, x)

∂t
= v0(x),

(1)

äå (t, x) ∈ [0, T ] × R, T > 0, a > 0, òà µ � ñòîõàñòè÷íà ìiðà, âèçíà÷åíà íà áîðåëåâié
σ-àëãåáði B((0, T ]) (äèâ. îçíà÷åííÿ 1).

Ìè äîñëiäæó¹ìî ì'ÿêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) (äèâ. ðiâíiñòü (3) íèæ÷å). Íàøà
ìåòà � ïîêàçàòè çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ïðè ðiâíîìiðíié çáiæíîñòi
òðà¹êòîðié ñòîõàñòè÷íèõ ìið.

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1) îòðèìàíî â [1]. Â [2] îäåðæàíî àíà-
ëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ, êåðîâàíîãî ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ, çà-
ëåæíîþ âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Öiêàâi âèïàäêè òàêèõ ðiâíÿíü, êåðîâàíèõ âèïàä-
êîâèìè øóìàìè çi ñòiéêèìè ðîçïîäiëàìè, âèâ÷åíî ó ñòàòòÿõ [3], [4], äå äîñëiäæåíî
âëàñòèâîñòi óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Çàäà÷à àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ïðè íàáëè-
æåííi ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàòîðà äîñëiäæóâàëàñü ó [5], [6]. Ïðè öüîìó ðîçãëÿäàëèñÿ
ì'ÿêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ, êåðîâàíîãî ãàóññiâñüêèì âèïàäêîâèì ïîëåì ó ïðîñòîði
ðîçìiðíîñòi òðè.

Íàáëèæåííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ìið ìîæíà îòðèìóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ðÿäè Ôóð'¹ òà
Ôóð'¹ � Õààðà, âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî â [7]. ×àñòêîâi ñóìè îòðèìàíèõ ðÿäiâ
ïîðîäæóþòü âèïàäêîâi ôóíêöi¨ ìíîæèí, ùî ¹ çíàêîçìiííèìè ìiðàìè ïðè êîæíîìó
ôiêñîâàíîìó ω ∈ Ω. Îòðèìóâàíi ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè ïðè êîæíîìó ω ÿê
íåâèïàäêîâi. Iç ðåçóëüòàòiâ íàøî¨ ðîáîòè áóäå âèïëèâàòè, ùî ïðè öüîìó ìè áóäåìî
îòðèìóâàòè íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó (1).

Ó ñòàòòi [7] íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ ñòîõàñòè÷íèõ ìið äî çái-
æíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Àíàëîãi÷íå çàñòîñóâà-
ííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ íàâåäåíî ó [8]. Áëèçüêèìè äî âêàçàíèõ ¹ ðåçóëüòàòè [1], [2],
â ÿêèõ îòðèìàíî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ âiä äàíèõ
çàäà÷i. Ó öié ñòàòòi ìè îòðèìó¹ìî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íîãî
iíòåãðàòîðà ðiâíÿííÿ.
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Íàøó ðîáîòó ïîáóäîâàíî òàêèì ÷èíîì. Ïîñòàíîâêó çàäà÷i Êîøi äëÿ õâèëüîâîãî
ðiâíÿííÿ, êåðîâàíîãî ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ, ñôîðìóëüîâàíî â ðîçäiëi 2. Äàëi íàâåäå-
íî äîäàòêîâi âiäîìîñòi, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïîäàëüøîìó äîñëiäæåííi. Ðîçäië 4
ìiñòèòü ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó äîñëiäæåííÿ � òåîðåìè 1.
Ó ðîçäiëi 5 íàâåäåíî ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé X � äîâiëüíà ìíîæèíà, B(X) � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí ç X, L0(Ω,F ,P) � ìíî-
æèíà äiéñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, âèçíà÷åíèõ íà ïîâíîìó éìîâiðíiñíîìó
ïðîñòîði (Ω,F ,P). Çáiæíiñòü â L0(Ω,F ,P) � öå çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ.

Îçíà÷åííÿ 1. Ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ (ÑÌ) íàçèâà¹òüñÿ σ-àäèòèâíå âiäîáðàæåííÿ
µ : B → L0.

Âiäìiòèìî, ùî íà µ íå íàêëàäà¹òüñÿ äîäàòêîâèõ óìîâ, òàêèõ ÿê, ìàðòèíãàëü-
íiñòü, íåâiä'¹ìíiñòü, iñíóâàííÿ ìîìåíòiâ òîùî. ßê ïðèêëàäè ÑÌ ìè ìîæåìî âçÿòè

µ(A) =
∫T

0 1A(s) dX(s), äå X(s) � êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë àáî ïðîöåñ
äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó ç ïîêàçíèêîì Õþðñòà H > 1/2. Ùå îäíèì ïðèêëàäîì
ÑÌ ¹ α-ñòiéêi ìiðè, âèçíà÷åíi íà σ-àëãåáði (äèâ. [9, ðîçäië 3]). Iíøi ïðèêëàäè, à òà-
êîæ óìîâè òîãî, ùî ðiçíèöi çíà÷åíü âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè
ïîðîäæóþòü ÑÌ, ¹ â ðîçäiëàõ 7 i 8 [10].

Ó [10, ðîçäië 7] òà [11, ðîçäië 1] äëÿ íåâèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ g : X→ R âèçíà÷åíèé òà
äîñëiäæåíèé iíòåãðàë âèãëÿäó

∫

X g dµ. Çîêðåìà, áóäü ÿêà âèìiðíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ
iíòåãðîâíà çà µ. Êðiì òîãî, äëÿ òàêîãî iíòåãðàëà ñïðàâäæó¹òüñÿ àíàëîã òåîðåìè
Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü (äèâ. [10, òâåðäæåííÿ 7.1.1], [11, íàñëiäîê 1.2]).

Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

‖ξ‖ = sup{α : P{|ξ| ≥ α} ≥ α}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ‖ξ+ η‖ ≤ ‖ξ‖+ ‖η‖.
Âàæëèâîþ äëÿ íàñ áóäå òàêà íåðiâíiñòü ç ëåìè 1.2 [11]:∥∥∥∥∫

X
g dµ

∥∥∥∥ ≤ 16 sup
A∈B
‖ sup

x
|g(x)| · µ(A)‖. (2)

Âiäîìî, ùî ìíîæèíà çíà÷åíü áóäü-ÿêî¨ ÑÌ îáìåæåíà çà éìîâiðíiñòþ (òîáòî
supA∈B ‖tµ(A)‖ → 0, t→ 0), äèâ. [12].

Äàëi â ðîáîòi ìè áóäåìî äîñëiäæóâàòè ëèøå ÑÌ, çàäàíi íà áîðåëåâié σ-àëãåáði
B([0, T ]).

Äëÿ çàäà÷i (1) ìè ðîçãëÿäà¹ìî ì'ÿêèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî òàêó âèìiðíó âèïàäêîâó
ôóíêöiþ u(t, x) = u(t, x,ω) : [0, T ]× R× Ω→ R, ùî

u(t, x) =
1

2
(u0(x + at)− u0(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
v0(y) dy+

+
1

2a

∫ t

0

ds

∫ x+a(t−s)

x−a(t−s)

f(s, y, u(s, y)) dy +
1

2a

∫

(0,t]

dµ(s)

∫ x+a(t−s)

x−a(t−s)

σ(s, y) dy .

(3)

Iíòåãðàëè âiä âèïàäêîâèõ ôóíêöié ïî dy òà ds áåðóòüñÿ äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî
ω ∈ Ω.

Äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêi ïðèïóùåííÿ.
A1. Ôóíêöi¨ u0(y) = u0(y,ω) : R×Ω→ R, v0(y) = v0(y,ω) : R×Ω→ R âèìiðíi òà

îáìåæåíi äëÿ êîæíîãî ω ∈ Ω: |u0(y,ω)| ≤ Cu0
(ω), |v0(y,ω)| ≤ Cv0(ω).

A2. f(s, y, v) : [0, T ]× R× R→ R âèìiðíà òà îáìåæåíà: |f(s, y, v)| ≤ Cf .
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A3. f(s, y, v) ëiïøèöåâà çà y, v ∈ R, à ñàìå,

|f(s, y1, v1)− f(s, y2, v2)| ≤ Lf (|y1 − y2|+ |v1 − v2|) .

A4. σ(s, y) : [0, T ]× R→ R âèìiðíà òà îáìåæåíà: |σ(s, y)| ≤ Cσ.
A5. σ(s, y) íåïåðåðâíà çà Ãåëüäåðîì, òîáòî,

|σ(s1, y1)− σ(s2, y2)| ≤ Lσ

(
|s1 − s2|β(σ)

+ |y1 − y2|β(σ))
, 1/2 < β(σ) ≤ 1.

Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî çà äîïîìîãîþ C òà C(ω) äîäàòíi êîíñòàíòè, ùî ìîæóòü
áóòè ðiçíèìè ó ðiçíèõ ôîðìóëàõ i òî÷íå çíà÷åííÿ ÿêèõ íå ñóòò¹âå.

3. Äîäàòêîâi âiäîìîñòi

Ïîêëàäåìî

∆kn = ((k − 1)2−nT, k2−nT ], n ≥ 0, 1 ≤ k ≤ 2n.

Íåõàé ôóíêöiÿ g(z, s) : Z × [0, T ] → R òàêà, ùî ∀z ∈ Z : g(z, ·) íåïåðåðâíà íà
[0, T ], Z � äîâiëüíà ìíîæèíà. Ïîçíà÷èìî

gn(z, s) = g(z, 0)1{0}(s) +
∑

1≤k≤2n

g(z, (k − 1)2−nT ∧ t)1∆kn
(s).

Òîäi çà [13, ëåìà 3] âèïàäêîâà ôóíêöiÿ

η(z) =

∫

(0,t]

g(z, s)dµ(s), z ∈ Z,

ìà¹ òàêó ìîäèôiêàöiþ

η̃(z) =

∫

(0,t]

g0(z, s)dµ(s) +
∑
n≥1

(
∫

(0,t]

gn(z, s)dµ(s)−
∫

(0,t]

gn−1(z, s)dµ(s)

)
, (4)

ùî äëÿ âñiõ β > 0, ω ∈ Ω, z ∈ Z ñïðàâäæó¹òüñÿ

|η̃(z)| ≤ |g(z, 0)µ((0, t])|+

+

∑
n≥1

2nβ
∑

1≤k≤2n

∣∣g(z, k2−nT ∧ t)− g(z, (k − 1)2−nT ∧ t)
∣∣2

1
2

×

×

∑
n≥1

2−nβ
∑

1≤k≤2n

|µ(∆kn ∩ (0, t])|2


1
2

. (5)

Âiäìiòèìî, ùî ðÿä çi çíà÷åííÿìè ÑÌ ó (5) çáiæíèé ì. í., äèâ. [14, ëåìà 3.1].
Äëÿ îòðèìàííÿ çáiæíîñòi ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ áóäå âàæëèâèì òàêå òâåðäæå-

ííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé µ òà µj � ÑÌ, ìíîæèíà çíà÷åíü {µj(A), A ∈ B((0, T ]), j ≥ 1}
îáìåæåíà çà éìîâiðíiñòþ òà

sup
t∈[0,T ]

|(µj − µ)((0, t])| P→ 0, j →∞. (6)

Òîäi äëÿ êîæíîãî β > 0

sup
t∈[0,T ]

∞∑
n=1

2−nβ
2n∑
k=1

∣∣(µj − µ)
(
∆kn ∩ (0, t]

)∣∣2 P→ 0, j →∞. (7)
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Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî µ = 0. Íåõàé ïðè êî-
æíîìó n âçÿòî kn òàê, ùî t ∈ ∆knn. Ìà¹ìî

∞∑
n=1

2−nβ
2n∑
k=1

∣∣µj(∆kn∩(0, t]
)∣∣2 ≤ ∞∑

n=1

2−nβ
2n∑
k=1

∣∣µn(∆kn

)∣∣2 +

∞∑
n=1

2−nβ
∣∣µj(∆knn∩(0, t]

)∣∣2.
Iç (6) îòðèìó¹ìî

sup
t∈[0,T ]

∞∑
n=1

2−nβ
∣∣µj(∆knn ∩ (0, t]

)∣∣2 ≤ 4 sup
t∈[0,T ]

|µj((0, t])|2
∞∑

n=1

2−nβ
P→ 0, j →∞.

Äàëi çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè

∞∑
n=1

2−nβ
2n∑
k=1

∣∣µj(∆kn

)∣∣2 P→ 0, j →∞. (8)

ßêùî òâåðäæåííÿ (8) íåïðàâèëüíå, iñíó¹ α0 > 0, äëÿ ÿêîãî ¹ íåñêií÷åííî áàãàòî
òàêèõ íîìåðiâ j, ùî ∥∥∥ ∞∑

n=1

2−nβ
2n∑
k=1

∣∣µj(∆kn

)∣∣2∥∥∥ > α0.

Ìà¹ìî∣∣µj(∆kn

)∣∣ =
∣∣µj((0, k2−nT ]

)
− µj

(
(0, (k − 1)2−nT ]

)∣∣ ≤ 2 sup
t∈[0,T ]

|µj((0, t])|.

Ç óìîâè (6) âèïëèâà¹, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó m∥∥∥m−1∑
n=1

2−nβ
2n∑
k=1

∣∣µj(∆kn

)∣∣2∥∥∥→ 0, j →∞.

Òîìó äëÿ êîæíîãî m ≥ 1 ìîæåìî âçÿòè jm òàêå, ùî∥∥∥ ∞∑
n=m

2−nβ
2n∑
k=1

∣∣µjm(∆kn

)∣∣2∥∥∥ > α0.

Âèáåðåìî nm òàêi, ùî ∥∥∥ nm∑
n=m

2−nβ
2n∑
k=1

∣∣µjm(∆kn

)∣∣2∥∥∥ > α0. (9)

Ïîçíà÷èìî λmkn(ω) = 2−nβ/2µjm
(
∆kn

)
, ðîçãëÿíåìî

Ωm =

{
ω ∈ Ω :

nm∑
n=m

2n∑
k=1

λ2
mkn(ω) > α0

}
,

ìà¹ìî P(Ωm) > α0.
Äàëi ìè âèêîðèñòà¹ìî íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè εmkn, âèçíà÷åíi íà iíøîìó

éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω′, F ′, P′), i òàêi, ùî P′(εmkn = 1) = P′(εmkn = −1) = 1/2.
Ëåìà V.4.3 (a) ç [15] äà¹, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó ω ∈ Ω

P′

( nm∑
n=m

2n∑
k=1

λmknεmkn

)2

≥ 1

4

nm∑
n=m

2n∑
k=1

λ2
mkn

 ≥ 1

8
.

Òîìó äëÿ êîæíîãî ω ∈ Ωm ìà¹ìî

P′

ω′ :

(
nm∑
n=m

2n∑
k=1

εmkn(ω′)λmkn(ω)

)2

≥ α0

4

 ≥ 1

8
.
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Çiíòåãðóâàâøè ïî ìíîæèíi Ωm, îòðèìà¹ìî

P× P′

(ω, ω′) :

(
nm∑
n=m

2n∑
k=1

εmkn(ω′)λmkn(ω)

)2

≥ α0

4

 ≥ α0

8
.

Òîìó çíàéäåòüñÿ ω′0 ∈ Ω′, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ

P

ω :

(
nm∑
n=m

2n∑
k=1

εmkn(ω′0)λmkn(ω)

)2

≥ α0

4

 ≥ α0

8
.

Îñêiëüêè εmkn(ω′0) = ±1, äëÿ öüîãî ôiêñîâàíîãî ω′0 äëÿ âèìiðíèõ îáìåæåíèõ ôóí-
êöié

hm(x) =

nm∑
n=m

2n∑
k=1

εmkn(ω′0)2−nβ1∆kn
(x)

ìà¹ìî äëÿ âñiõ m ≥ 1

|hm(x)| ≤ C2−mβ,

∥∥∥∥∫
(0,T ]

hm dµjm

∥∥∥∥ ≥ α0

8
.

Iç (2) äiñòà¹ìî ∥∥∥∥∫
(0,T ]

hm dµjm

∥∥∥∥ ≤ 16 sup
A∈B((0,T ])

‖C2−mβµjm(A)‖.

Çâiäñè ìè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ ôiêñîâàíèõ C, α0 > 0 äëÿ âñiõ m ≥ 1

sup
A∈B((0,T ])

‖C2−mβµjm(A)‖ ≥ α0

128
.

Ç iíøîãî áîêó, çà óìîâîþ ëåìè,

sup
A∈B((0,T ]),j≥1

‖tµj(A)‖ → 0, t→ 0.

Ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �

4. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Àíàëîãi÷íî (3), äëÿ ÑÌ µj ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

uj(t, x) =
1

2
(u0(x + at)− u0(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
v0(y) dy+

+
1

2a

∫ t

0

ds

∫ x+a(t−s)

x−a(t−s)

f(s, y, uj(s, y)) dy +
1

2a

∫

(0,t]

dµj(s)

∫ x+a(t−s)

x−a(t−s)

σ(s, y) dy .

(10)

Äëÿ âñiõ ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìîäèôiêàöiþ (4).

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A1�A5, µ è µj � ÑÌ íà B([0, T ]), çíà÷åííÿ
µj(A) îáìåæåíi çà éìîâiðíiñòþ, òà

sup
t∈[0,T ]

|(µj − µ)((0, t])| P→ 0, j →∞.

Òîäi iñíóþòü ìîäèôiêàöi¨ u ç (3), uj ç (10) òàêi, ùî

sup
t∈[0,T ],x∈Rd

∣∣uj(t, x)− u(t, x)
∣∣ P→ 0 , j →∞. (11)
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Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ A1�A5 òà òåîðåìè 2.1 [1] âèïëèâàþòü iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ (3) òà (10) (âiäìiòèìî, ùî óìîâà ãåëüäåðîâîñòi u0 ç òåîðåìè 2.1 [1] ó
äîâåäåííi iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ).

Ìà¹ìî∣∣uj(t, x)− u(t, x)
∣∣ ≤ 1

2a

∣∣∣∫ t
0

ds

∫ x+a(t+s)

x−a(t−s)

(f(s, y, uj(s, y))− f(s, y, u(s, y))) dy
∣∣∣+

+
1

2a

∣∣∣∫
(0,t]

d(µj(s)− µ(s))

∫ x+a(t−s)

x−a(t−s)

σ(s, y) dy
∣∣∣. (12)

Ùîá îöiíèòè iíòåãðàë çà µj − µ, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(z, s) =

∫ x+a(t−s)

x−a(t−s)

σ(s, y) dy, 0 ≤ s ≤ t, z = (x, t).

Î÷åâèäíî, ùî |g(z, 0)|
A4
≤ 2aTCσ. Òàêîæ ìà¹ìî, ùî

|g(z, s + h)− g(z, s)| =
∣∣∣∫ x+a(t−s−h)

x−a(t−s−h)

σ(s + h, y) dy −
∫ x+a(t−s)

x−a(t−s)

σ(s, y) dy
∣∣∣ =

=
∣∣∣∫ x+a(t−s)

x−a(t−s)

(σ(s + h, y) dy − σ(s, y)) dy −
∫ x−a(t−s−h)

x−a(t−s)

σ(s + h, y) dy−

−
∫ x+a(t−s)

x+a(t−s−h)

σ(s + h, y) dy
∣∣∣ A4,A5

≤ 2aTLσh
β(σ) + 2aCσh ≤ Chβ(σ).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî

ξj(z) =

∫

(0,t]

g(z, s) d(µj(s)− µ(s)).

Îñêiëüêè β(σ) > 1/2, äëÿ 0 < β < 2β(σ)− 1 ç (5) îòðèìó¹ìî

|ξj(z)| ≤ C|(µj − µ)((0, t])|+ C

∑
n≥1

2−nβ
∑

1≤k≤2n

|(µj − µ)(∆kn ∩ (0, t])|2


1
2

.

Çà ëåìîþ 1,

sup
z
|ξj(z)| P→ 0, j →∞. (13)

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè Ω(j) = {supz |ξj(z)| = +∞}. Iç (12) òà À2 îòðèìó¹ìî, ùî

sup
t∈[0,T ],x∈R

∣∣uj(t, x)− u(t, x)
∣∣1Ω(j)(ω) < +∞.

Âèêîðèñòîâóþ÷è À3, iç (12) ìà¹ìî

sup
x∈R

∣∣uj(t, x)− u(t, x)
∣∣ ≤ sup

z
|ξj(z)|+ C

∫ t

0

sup
x∈R

∣∣uj(s, x)− u(s, x)
∣∣ ds. (14)

Iç íåðiâíîñòi Ãðîíóîëëà îòðèìó¹ìî

sup
x∈R

∣∣uj(t, x)− u(t, x)
∣∣ ≤ sup

z
|ξj(z)|eCt. (15)

(Íà Ω(j) â (14) ìà¹ìî îáìåæåíi ôóíêöi¨, çîâíi Ω(j) ïðàâà ÷àñòèíà (15) íåñêií÷åííà.)
Iç (15) òà (13) îòðèìó¹ìî (11). �
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5. Ïðèêëàäè

Íàâåäåìî äâà ïðèêëàäè âèêîíàííÿ óìîâ ëåìè 1. Â îáîõ âèïàäêàõ µ � òàêà ÑÌ
íà B([0, T ]), ùî ïðîöåñ µ̃(t) = µ((0, t]), 0 ≤ t ≤ T , íåïåðåðâíèé.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé [0, T ] = [0, 1], {χi(t), i ≥ 1} � êëàñè÷íà îðòîíîðìîâàíà ñèñòå-
ìà ôóíêöié Õààðà (äèâ., íàïðèêëàä, [16, ðîçäië 3] àáî [7, ðîçäië 5]). Ðîçãëÿíåìî
êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ � Õààðà

ηi =

∫

[0,1]

µ̃(t)χi(t) dt,

âiäïîâiäíi ÷àñòêîâi ñóìè

Sj(t) =

j∑
i=1

ηiχi(t).

Ðÿäè Ôóð'¹ � Õààðà, ïîðîäæåíi ÑÌ, ðîçãëÿíóòî â [7]. Çîêðåìà, áóëî ïîêàçàíî, ùî

Sj(t)
P→ µ̃(t), j →∞, çà óìîâè, ùî µ({t}) = 0 ì. í.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

dkn = k2−n, n ≥ 0, 0 ≤ k ≤ 2n, ∆k
n =

(
dk−1
n , dkn

)
.

ßê âiäìi÷åíî ó (3.11) iç [16], äëÿ j = 2n + k, 1 ≤ k ≤ 2n − 1, ìà¹ìî

Sj(t) =

 S2n+1(t), t ∈ [0, dkn),
S2n(t), t ∈ (dkn, 1],
S2n(t) + ηjχj(t), t = dkn,

çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöié Õààðà, Sj(d
k
n) = (Sj(d

k
n−) + Sj(d

k
n+))/2.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi ôóíêöi¨ ç íåïåðåðâíèìè ñïðàâà òðà¹êòîðiÿìè S̃j(t) = Sj(t+)

(î÷åâèäíî, ùî S̃j(t) = Sj(t) äëÿ t 6= dkn). Âiçüìåìî ÑÌ µj òàêi, ùî µj((0, t]) = S̃j(t)

(öå ìiðè Ñòiëòü¹ñà, ïîðîäæåíi S̃j ïðè êîæíîìó ω). Âiäîìî, ùî ðÿäè Ôóð'¹ � Õààðà

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî (äèâ. [16, ðîçäië 3, òåîðåìà 2]), òîìó S̃j

òàêîæ áóäóòü ðiâíîìiðíî çáiæíèìè äî µ̃, äëÿ µj i µ ñïðàâåäëèâà (6).
Ïîêàæåìî òåïåð îáìåæåíiñòü çà éìîâiðíiñòþ çíà÷åíü µj . Ïîçíà÷èìî j = 2n + k,

0 ≤ k ≤ 2n − 1. Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 5.2 iç [7] ïîêàçàíî, ùî äëÿ t ∈ ∪i∆i
n

S2n(t) =

∫

(0,1]

2n∑
i=1

(
1(0,di

n](s) + (i− 1− 2ns)1(di−1
n ,di

n](s)
)
1∆i

n
(t) dµ(s).

Çîêðåìà, S2n(t) ¹ ñòàëîþ íà iíòåðâàëàõ ∆i
n, òîìó µj çîñåðåäæåíà â òî÷êàõ din+1 < dkn,

din ≥ dkn. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòðèáêè ôóíêöi¨ S̃j , ìè ìîæåìî çàïèñàòè

µj(A) =

∫

(0,1]

(2k−1∑
i=1

(
1(di−1

n+1,d
i
n+1](s) + (i− 1− 2n+1s)1(di−1

n+1,d
i
n+1](s)−

− (i− 2− 2n+1s)1(di−2
n+1,d

i−1
n+1](s)

)
1A(din+1)+

+
(
1(d2k−1

n+1 ,dk
n](s) + (k − 1− 2ns)1(dk−1

n ,dk
n](s)− (2k − 2− 2n+1s)+

+ 1(d2k−2
n+1 ,d2k−1

n+1 ](s)
)
1A(dkn)+

+

2n∑
i=k+1

(
1(di−1

n ,di
n](s) + (i− 1− 2ns)1(di−1

n ,di
n](s)−

− (i− 2− 2ns)1(di−2
n ,di−1

n ](s)
)
1A(din)

)
dµ(s).

Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ íåâiä'¹ìíà, íå ïåðåâèùó¹ 1, i ç (2) âèïëèâà¹ îáìåæåíiñòü çà
éìîâiðíiñòþ çíà÷åíü µj(A), A ∈ B((0, 1]), j ≥ 1.
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Ïðèêëàä 2. Íåõàé λ � ìiðà Ëåáåãà íà [0, T ], 0 = t
(j)
0 < t

(j)
1 < · · · < t

(j)
kj

= T �

ïîñëiäîâíiñòü ðîçáèòòiâ iç äiàìåòðàìè, ùî ïðÿìóþòü äî íóëÿ,

µj(A) =

kj∑
k=1

µ
(
(t

(j)
k−1, t

(j)
k ]
)λ(A ∩ (t

(j)
k−1, t

(j)
k ]
)

t
(j)
k − t

(j)
k−1

.

Iç íåïåðåðâíîñòi µ̃ âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ óìîâè (6). Òàêîæ µj(A) =
∫

(0,1] gj,A(t) dµ(t)

äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ |gj,A(t)| ≤ 1. Òîìó (2) äà¹ íàì, ùî çíà÷åííÿ µj(A) îáìåæåíi çà
éìîâiðíiñòþ.

Îòæå, äëÿ µj âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 1. Âiäìiòèìî, ùî â [17] äîâåäåíî, ùî ií-
òåãðàëè âiä áóäü-ÿêèõ îáìåæåíèõ âèìiðíèõ íåâèïàäêîâèõ ôóíêöié ïî µj çáiãàþòüñÿ
äî iíòåãðàëiâ ïî µ ïðè óìîâi àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi µ âiäíîñíî λ.

Â îáîõ ïðèêëàäàõ ìà¹ìî, ùî ÑÌ µj � çíàêîçìiííi äiéñíi ìiðè ïðè êîæíîìó ôiêñî-
âàíîìó ω ∈ Ω. Ðiâíÿííÿ (10) äëÿ òàêèõ ÑÌ ìîæå ðîçâ'ÿçóâàòèñü ÿê íåñòîõàñòè÷íå
ïðè êîæíîìó ω ∈ Ω, i ñïðàâäæó¹òüñÿ çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ â (11).

6. Âèñíîâêè

Äëÿ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü, êåðîâàíèõ ñòîõàñòè÷íèìè ìiðàìè, îòðèìàíî íåïåðåðâ-
íó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó âiä çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàòîðà. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ
çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ñòîõàñòè÷íi ìiðè, âè-
çíà÷åíi ÷àñòêîâèìè ñóìàìè ðÿäiâ Ôóð'¹ � Õààðà àáî ðîçáèòòÿìè âiäðiçêà [0, T ], i
ðîçâ'ÿçóâàòè íåâèïàäêîâi ðiâíÿííÿ ïðè êîæíîìó ω ∈ Ω.
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APPROXIMATION OF SOLUTIONS OF WAVE EQUATION DRIVEN BY
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Abstract. The mild solution to the wave equation driven by a general stochastic measure is considered.

The theorem on the convergence of solutions of this equation under condition of convergence of paths of

stochastic measures is proved.
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