
Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé Teoriya �Imovirnoste��
òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà ta Matematychna Statystyka
Âèï. 2(99)/2018, ñ. 51�62 No. 2(99)/2018, pp. 51�62

ÓÄÊ 519.21

ÌÎÄÈÔIÊÎÂÀÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÅÉËÅÐÀ ÄËß ÑËÀÁÊÎ�

ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖI� ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÕ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ

ÐIÂÍßÍÜ, ÊÅÐÎÂÀÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑÎÌ ÂIÍÅÐÀ

Ñ. Â. ÁÎÄÍÀÐ×ÓÊ, Î. Ì. ÊÓËÈÊ

Àíîòàöiÿ. Ó ñòàòòi ðîçãëÿíóòî ñõåìó ñëàáêî¨ àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü, êåðîâàíèõ âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ìåòîä Åéëåðà, ñëàáêà àïðîêñèìà-
öiÿ, ïîëiíîìè Åðìiòà.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. Primary 60H35; Secondary 60G51.

1. Âñòóï

Ðîçãëÿíåìî äèôóçiéíèé ïðîöåñ, ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

Xt = x +

t
∫

0

a(Xs)ds +

t
∫

0

σ(Xs)dWs, 0 ≤ t ≤ T, (1)

äå x ∈ Rd �ôiêñîâàíà òî÷êà, W ∈ Rm �ïðîöåñ Âiíåðà, a : Rd → Rd, σ : Rd →
Rd×m � âèìiðíi ôóíêöi¨, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü çàãàëüíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi
ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òî÷íèé âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó äëÿ ðiâíÿíü (1) íåâiäîìèé, òîìó
íà ïðàêòèöi çàñòîñîâóþòü ðiçíi ñõåìè ¨õ àïðîêñèìàöi¨. Äëÿ n ≥ 1 ïîçíà÷èìî h := T

n �
êðîê ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [0, T ] òà ηn(t) = kh, t ∈ (kh, (k + 1)h], k = 0, . . . , n − 1, �
íàéáëèæ÷à òî÷êà ðîçáèòòÿ çëiâà âiä t. Íàéïðîñòiøåþ ñõåìîþ àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (1) ¹ ñõåìà Åéëåðà, ÿêà áóëà âïåðøå äîñëiäæåíà â ðîáîòi [4]

X̃t = x +

t
∫

0

a
(
X̃ηn(s)

)
ds +

t
∫

0

σ
(
X̃ηn(s)

)
dWs, 0 ≤ t ≤ T. (2)

Ó ðîáîòàõ [6, 9] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ñõåìà Åéëåðà ìà¹ ñëàáêèé ïîðÿäîê 1 àïðîêñè-
ìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1), òîáòî iñíó¹ äåÿêà ñòàëà C, ÿêà íå çàëåæèòü âiä h, ùî
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ∣∣∣Exf(XT )− Exf(X̃T )

∣∣∣ ≤ Ch

äëÿ âñiõ ¾äîñòàòíüî ãëàäêèõ¿ ôóíêöié f . Òóò Ex ïîçíà÷à¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
ïðè óìîâi X0 = x.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÿê óçàãàëüíèòè ñõåìó Åéëåðà òàê, ùîá îòðèìàòè àïðîêñèìàöiþ
ñëàáêîãî ïîðÿäêó 2 àáî áiëüøå? Ñõåìè àïðîêñèìàöi¨ ñëàáêîãî ïîðÿäêó 2 äîñëiäæóâà-
ëèñü ó ðîáîòàõ [6, 7, 9]. Çàãàëüíèé ïiäõiä äî îòðèìàííÿ ñëàáêèõ àïðîêñèìàöié âèùèõ
ïîðÿäêiâ îïèñàíî â ðîáîòàõ [3, 5]. Â îñíîâi ìåòîäó ïîáóäîâè òàêèõ ñõåì àïðîêñèìàöi¨
ëåæèòü ðîçêëàä Iòî �Òåéëîðà, ÿêèé âïåðøå îïèñàíî â ðîáîòi [8]. Ó áàãàòîâèìiðíî-
ìó âèïàäêó äëÿ âèêîðèñòàííÿ ñõåì àïðîêñèìàöi¨, îòðèìàíèõ òàêèì ÷èíîì, âèíèêà¹
ïîòðåáà ãåíåðóâàòè êðàòíi iíòåãðàëè Iòî, ùî ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Äëÿ ñõåì
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ñëàáêî¨ àïðîêñèìàöi¨ öüîãî ìîæíà óíèêíóòè, çàìiíèâøè êðàòíi iíòåãðàëè Iòî âèïàä-
êîâèìè âåëè÷èíàìè, ÿêi ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ïåâíi äîñòàòíi óìîâè (äèâ. [3, íàñëi-
äîê 5.12.1]). Îñòàííié ïiäõiä òàêîæ íå äóæå çðó÷íèé, îñêiëüêè çàçâè÷àé íå âäà¹òüñÿ
çíàéòè ÷iòêèé òà çðîçóìiëèé àëãîðèòì ïîáóäîâè òàêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Ó öié ñòàòòi ìè ïðîïîíó¹ìî iíøèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè ñõåì ñëàáêèõ àïðîêñèìà-
öié ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1), ÿêèé óíèêà¹ çàçíà÷åíèõ
âèùå íåçðó÷íîñòåé. Îêðåìî âiäìiòèìî, ùî íàø ìåòîä äîçâîëÿ¹ îòðèìóâàòè ñõåìè
ñëàáêî¨ àïðîêñèìàöi¨ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó i òàêi ñõåìè ìîæíà áóäóâàòè àëãîðèòìi÷íî.
Çâè÷àéíî, îòðèìàíi ôîðìóëè áóäóòü ãðîìiçäêèìè, àëå öå ïðèòàìàííî âñiì ñõåìàì
àïðîêñèìàöié âèùèõ ïîðÿäêiâ.

Ñòàòòÿ ïîáóäîâàíà òàêèì ÷èíîì: ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿäàþòüñÿ ïîïåðåäíi âiäîìîñòi òà
ôîðìóëþ¹òüñÿ îñíîâíà òåîðåìà, ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿäà¹òüñÿ òåîðåìà ïðî îäíîêðîêîâó
îöiíêó òà ïîÿñíþ¹òüñÿ, ÿê çà äîïîìîãîþ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó îòðèìóâàòè ÿâíèé
âèãëÿä ñõåì ñëàáêî¨ àïðîêñèìàöi¨, ó ðîçäiëi 4 äîâîäèòüñÿ îñíîâíà òåîðåìà.

2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi òà îñíîâíà òåîðåìà

Ñõåìó Åéëåðà (2) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:{
X̃t = X̃ηn(t) + a

(
X̃ηn(t)

)
(t− ηn(t)) + σ

(
X̃ηn(t)

)(
Wt −Wηn(t)

)
, t ∈ [0, T ],

X̃0 = x.

Ïîçíà÷èìî ζn(t) = t−ηn(t). Çàìiñòü ñõåìè Åéëåðà áóäåìî ðîçãëÿäàòè ¨¨ ìîäèôiêàöiþ

X̂t = X̃t + ∆t, 0 ≤ t ≤ T,

äå êîðåêòîð ∆t = ∆t

(
ζn(t), X̃ηn(t)

, X̃t

)
ïîòðiáíî îáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá äëÿ äå-

ÿêîãî γ > 1 iñíóâàëà òàêà ñòàëà C, ÿêà íå çàëåæèòü âiä h, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣Exf(XT )− Exf(X̂T )
∣∣∣ ≤ Chγ

äëÿ âñiõ "äîñòàòíüî ãëàäêèõ" ôóíêöié f .
ßê ïîêàçàíî â ðîáîòi [6] äëÿ òîãî, ùîá äîñÿãòè ñëàáêîãî ïîðÿäêó àïðîêñèìàöi¨

γ íà âiäðiçêó [0, T ] äîñòàòíüî îòðèìàòè ïîðÿäîê γ + 1 íà âiäðiçêó ðîçáèòòÿ [0, h].
Òîáòî, îñíîâíîþ ìåòîþ ¹ ïîáóäîâà îöiíêè íà âåëè÷èíó∣∣∣Exf(Xh)− Exf(X̂h)

∣∣∣.
Ó ñòàòòi ìè îáìåæèìîñü âèïàäêîì γ = 2, õî÷à äàíèé ìåòîä áåç ïðîáëåì ìîæíà
óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê äîâiëüíîãî ïîðÿäêó γ > 2.

Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî êîðåêòîð ∆t íà ïðîìiæêó [0, h] (ó öüîìó âèïàäêó ζn(t) = t).
ßê ïîáóäóâàòè êîðåêòîð äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] ïîêàçàíî â çàóâàæåííi 1. Äëÿ îçíà÷åííÿ
êîðåêòîðà ∆t, t ∈ [0, h] áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîëiíîìè Åðìiòà. Íèæ÷å êîðîòêî
ïðèãàäà¹ìî ¨õ îçíà÷åííÿ òà äåÿêi âëàñòèâîñòi. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

b(x) = σ(x)σT (x), b(x) = (bij(x))di,j=1, b−1(x) = (b−1ij (x))di,j=1.

Äëÿ ôóíêöi¨ f : Rd → R ïîçíà÷èìî

∂if :=
∂f

∂xi
, ∂s

i1i2...isf :=
∂sf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xis

.

Íà âiäðiçêó [0, h] ñõåìà Åéëåðà (2) íàáóâà¹ âèãëÿäó

X̃t = x + a(x)t + σ(x)Wt, 0 ≤ t ≤ h.
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Ïåðåõiäíà ôóíêöiÿ éìîâiðíîñòåé pt(x, y) òàêîãî ïðîöåñó ìà¹ âèãëÿä

pt(x, y) =
1

(2πt)
d
2 |det b(x)| 12

exp

{
−
(
y − x− a(x)t

)T
b−1(x)

(
y − x− a(x)t

)
2t

}
.

Îçíà÷åííÿ 1. Ïîëiíîìàìè Åðìiòà áóäåìî íàçèâàòè ñiì'þ ôóíêöié{
Hi1i2...is

t (x, y) : x, y ∈ Rd, t > 0, s ∈ N ∪ {0}, ij = 1..d, j = 1..s
}
,

êîæíà ç ÿêèõ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

∂s

∂yi1∂yi2 . . . ∂yis
pt(x, y) = (−1)sHi1i2...is

t (x, y)pt(x, y).

Íåñêëàäíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ìîæíà îòðèìàòè ÿâíèé âèãëÿä äåÿêèõ ïîëiíîìiâ
Åðìiòà. Íàïðèêëàä, äëÿ k, l = 1..d ìà¹ìî

H0
t (x, y) = 1,

Hk
t (x, y) =

d∑
i=1

b−1ik (x)(yi − xi − ai(x)t)

t
,

Hkl
t (x, y) =

d∑
i=1

b−1ik (x)(yi − xi − ai(x)t)
d∑

i=1

b−1il (x)(yi − xi − ai(x)t)

t2
−

b−1kl (x)

t
i òàê äàëi. Ó ïîäàëüøîìó íàì áóäóòü ïîòðiáíi äåÿêi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïîëiíîìàìè
Åðìiòà, à ñàìå äëÿ k, l,m, n = 1..d ñïðàâåäëèâi òàêi ðiâíîñòi:

Hk
t (x, y)H l

t(x, y) = Hkl
t (x, y) +

b−1kl (x)

t
, (3)

Hk
t (x, y)H lm

t (x, y) = Hklm
t (x, y) +

b−1kl (x)

t
Hm

t (x, y) +
b−1km(x)

t
H l

t(x, y), (4)

Hkl
t (x, y)Hmn

t (x, y) = Hklmn
t (x, y)+

+
b−1km(x)

t
H ln

t (x, y) +
b−1kn (x)

t
H lm

t (x, y) +
b−1lm(x)

t
Hkn

t (x, y) +
b−1ln (x)

t
Hkm

t (x, y)+

+
b−1km(x)b−1ln (x) + b−1kn (x)b−1lm(x)

t2
. (5)

Âiäìiòèìî äåÿêi âëàñòèâiñòi ïîëiíîìiâ Åðìiòà. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨õ ó âèãëÿäi ëåìè.

Ëåìà 1. Íåõàé X̃t = x + a(x)t + σ(x)Wt, t ≥ 0. Òîäi
1) ßêùî f ∈ Cs

b (Rd,R), òî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Exf(X̃t)H
i1i2...is
t (x, X̃t) = Ex∂

s
i1i2...isf(X̃t). (6)

2) ßêùî f ∈ Cb(Rd,R), a ∈ Cb(Rd,Rd), σ ∈ Cb(Rd,Rd×m), òî iñíó¹ òàêà ñòàëà
C, ÿêà íå çàëåæèòü âiä t òà x, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣Exf(X̃t)H

i1i2...is
t (x, X̃t)

∣∣∣ ≤ Ct−
s
2 . (7)

Äîâåäåííÿ. 1) Çàïèøåìî

Exf(X̃t)H
i1i2...is
t (x, X̃t) =

∫

Rd

f(y) Hi1i2...is
t (x, y)pt(x, y)︸ ︷︷ ︸

(−1)s ∂s

∂yi1
∂yi2

...∂yis
pt(x,y)

dy =

= | iíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè s ðàçiâ | =
∫

Rd

∂s
i1i2...isf(y)pt(x, y)dy = Ex∂

s
i1i2...isf(X̃t).
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2) Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ s = 1 ìà¹ìî∣∣∣Exf(X̃t)H
i1
t (x, X̃t)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣1t
∫

Rd

f(y)

d∑
i=1

b−1ii1
(x)(yi − xi − ai(x)t)pt(x, y)dy

∣∣∣∣∣∣ =

= | çðîáèìî çàìiíó z = 1√
t
(y − x− a(x)t) | =

=

∣∣∣∣∣∣ 1
√
t(2π)

d
2 |det b(x)| 12

∫

Rd

f
(√

tz + x + a(x)t
) d∑

i=1

b−1ii1
(x)zi exp

{
−zT b−1(x)z

2

}
dz

∣∣∣∣∣∣≤ C√
t
.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ïðàâèëüíà, îñêiëüêè íîðìàëüíèé âèïàäêîâèé âåêòîð ìà¹ ìîìåí-
òè âñiõ ïîðÿäêiâ.

Iç ðiâíîñòi

∂s+1

∂yi1 . . . ∂yis+1

pt(x, y) =
∂

∂yis+1

(
∂s

∂yi1 . . . ∂yis
pt(x, y)

)
âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

H
i1...is+1

t (x, y) = Hi1...is
t (x, y) ·

d∑
i=1

b−1iis+1
(x)(yi − xi − ai(x)t)

t
− ∂

∂ys+1
Hi1...is

t (x, y).

Çâiäñè áà÷èìî, ùî ïðè ïåðåõîäi âiä s äî s + 1 ïðè çàìiíi z = 1√
t
(y − x − a(x)t) â

iíòåãðàëi ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äîäàòêîâèé ìíîæíèê 1√
t
, ùî i äîâîäèòü íåîáõiäíå òâåðäæåííÿ.

�

Çàïèøåìî âèãëÿä êîðåêòîðà ∆t, t ∈ [0, h]. Íåõàé ∆t = (∆t,1, . . . ,∆t,d)T . Äëÿ i =

= 1..d ïîêëàäåìî

∆t,i = t2
d∑

j,k=1

(
c
(0)
ijk(x) + c

(1)
ijk(x)Hj

t (x, X̃t) + c
(2)
ijk(x)Hjk

t (x, X̃t)
)
. (8)

Çàóâàæåííÿ 1. Íà âñüîìó ïðîìiæêó [0, T ] êîðåêòîð ∆t âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: äëÿ i =
= 1, . . . , d ïîêëàäåìî

∆t,i = ζn(t)2
d∑

j,k=1

(
c
(0)
ijk

(
X̃ηn(t)

)
+

+c
(1)
ijk

(
X̃ηn(t)

)
Hj

ζn(t)

(
X̃ηn(t), X̃t

)
+ c

(2)
ijk

(
X̃ηn(t)

)
Hjk

ζn(t)

(
X̃ηn(t), X̃t

))
.

Êîåôiöi¹íòè c
(0)
ijk(x), c

(1)
ijk(x) òà c

(2)
ijk(x) ïîòðiáíî ïiäiáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá îòðè-

ìàíà ñõåìà X̂ ìàëà ñëàáêèé ïîðÿäîê 2 àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1). Îäèí
çi ñïîñîáiâ, ÿê çíàõîäèòè öi êîåôiöi¹íòè, ïîêàçàíî â õîäi äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî
îäíîêðîêîâó îöiíêó. Ùîá íå øóêàòè ¨õ ñåðåä äîâîëi ãðîìiçäêèõ ôîðìóë, âèïèøåìî
ÿâíèé âèãëÿä çíàéäåíèõ êîåôiöi¹íòiâ òóò:

c
(0)
ijk(x) =

1

2d
∂jai(x)aj(x) +

1

4
∂2
jkai(x)bjk(x), (9)

c
(1)
ijk(x) =

1

2
∂kai(x)bjk(x) +

1

4
ak(x)∂kbij(x) +

1

8

d∑
l=1

∂2
klbij(x)bkl(x)−

− 1

32d

d∑
p,q,r,u,v,w=1

∂rbip(x)∂wbiu(x)bqr(x)bvw(x)
(
b−1pu (x)b−1qv (x) + b−1pv (x)b−1qu (x)

)
, (10)
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c
(2)
ijk(x) =

1

4

d∑
l=1

∂lbij(x)bkl(x). (11)

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ñòàòòi ¹ òåîðåìà 1.

Òåîðåìà 1. Íåõàé f ∈ C6
b (Rd,R), a ∈ C6

b (Rd,Rd), σ ∈ C6
b (Rd,Rd×m). Òîäi iñíó¹

äåÿêà ñòàëà C, ÿêà íå çàëåæèòü âiä h, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣Exf(XT )− Exf(X̂T )
∣∣∣ ≤ Ch2.

3. Îäíîêðîêîâà îöiíêà

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1, ÿê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, äîñòàòíüî îòðèìàòè ñëàáêèé
ïîðÿäîê 3 àïðîêñèìàöi¨ ñõåìè X̂ íà îäíîìó êðîöi ðîçáèòòÿ [0, h]. Ñïðàâåäëèâà òàêà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé f ∈ C6
b (Rd,R), a ∈ C4

b (Rd,Rd), σ ∈ C4
b (Rd,Rd×m). Òîäi iñíó¹

äåÿêà ñòàëà C, ÿêà íå çàëåæèòü âiä h, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣Exf(Xh)− Exf(X̂h)
∣∣∣ ≤ Ch3.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâ-
íîñòi

Exf(Xh) = f(x) + Af(x)h +
1

2
A(Af(x))h2 + Rh(x), |Rh(x)| ≤ Ch3, (12)

òà

Exf(X̂h) = f(x) + Af(x)h +
1

2
A(Af(x))h2 + R̂h(x), |R̂h(x)| ≤ Ch3, (13)

äå

Af(x) =

d∑
i=1

ai(x)∂if(x) +
1

2

d∑
i,j=1

bij(x)∂2
ijf(x),

A(Af(x)) =

d∑
i=1

 d∑
j=1

∂jai(x)aj(x) +
1

2

d∑
j,k=1

∂2
jkai(x)bjk(x)

∂if(x)+

+

d∑
i,j=1

(
ai(x)aj(x) +

d∑
k=1

(
∂kai(x)bjk(x) +

1

2
ak(x)∂kbij(x)

)
+

+
1

4

d∑
k,l=1

∂2
klbij(x)bkl(x)

∂2
ijf(x)+

+

d∑
i,j,k=1

(
ai(x)bjk(x) +

1

2

d∑
l=1

∂lbij(x)bkl(x)

)
∂3
ijkf(x)+

+
1

4

d∑
i,j,k,l=1

bij(x)bkl(x)∂4
ijklf(x).

Ñïiââiäíîøåííÿ (12) ¹ íàñëiäêîì âiäîìî¨ òåîðåìè ç òåîði¨ íàïiâãðóï (äèâ. [2, òåî-
ðåìà 11.6.3]).
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Äîâåäåìî ðiâíiñòü (13). Ðîçãëÿíåìî ñõåìó X̂ iç êîðåêòîðîì ∆, âèçíà÷åíèì ôîðìó-

ëîþ (8) iç ïîêè ùî äîâiëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè c
(0)
ijk(x), c

(1)
ijk(x) òà c

(2)
ijk(x). Çà ôîðìóëîþ

Òåéëîðà

Exf(X̂h) = Exf(X̃h + ∆h) = Exf(X̃h) +

d∑
i=1

Ex∂if(X̃h)∆h,i+

+
1

2

d∑
i,j=1

Ex∂
2
ijf(X̃h)∆h,i∆h,j +

1

6

d∑
i,j,k=1

Ex∂
3
ijkf(X̃h+θh∆h)∆h,i∆h,j∆h,k, θh ∈ (0, 1).

Ðîçãëÿíåìî êîæåí äîäàíîê îêðåìî.
1) Exf(X̃h). Çàðàç

X̃t = x + a(x)t + σ(x)Wt, 0 ≤ t ≤ h.

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Iòî òðè÷i

Exf(X̃h) = f(x) +

d∑
i=1

ai(x)

h
∫

0

Ex∂if(X̃s)ds +
1

2

d∑
i,j=1

bij(x)

h
∫

0

Ex∂ijf(X̃s)ds =

= f(x) +

d∑
i=1

ai(x)

h
∫

0

(
∂if(x)+

+

s
∫

0

 d∑
j=1

aj(x)Ex∂
2
ijf(X̃r) +

1

2

d∑
j,k=1

bjk(x)Ex∂
3
ijkf(X̃r)

ds+

+
1

2

d∑
i,j=1

bij(x)

h
∫

0

(
∂2
ijf(x)+

+

s
∫

0

 d∑
k=1

ak(x)Ex∂
3
ijkf(X̃r) +

1

2

d∑
k,l=1

bkl(x)Ex∂
4
ijklf(X̃r)

ds =

= f(x) + Af(x)h +
d∑

i,j=1

ai(x)aj(x)

h
∫

0

s
∫

0

Ex∂
2
ijf(X̃r)drds+

+

d∑
i,j,k=1

ai(x)bjk(x)

h
∫

0

s
∫

0

Ex∂
3
ijkf(X̃r)drds+

+
1

4

d∑
i,j,k,l=1

bij(x)bkl(x)

h
∫

0

s
∫

0

Ex∂
4
ijklf(X̃r)drds =

= f(x) + Af(x)h +

d∑
i,j=1

ai(x)aj(x)

h
∫

0

s
∫

0

(
∂2
ijf(x)+

+

r
∫

0

 d∑
k=1

ak(x)Ex∂
3
ijkf(X̃q) +

1

2

d∑
k,l=1

bkl(x)Ex∂
4
ijklf(X̃q)

dq

drds+
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+

d∑
i,j,k=1

ai(x)bjk(x)

h
∫

0

s
∫

0

∂3
ijkf(x)+

+

r
∫

0

 d∑
l=1

al(x)Ex∂
4
ijklf(X̃q) +

1

2

d∑
l,m=1

blm(x)Ex∂
5
ijklmf(X̃r)

dq

drds+

+
1

4

d∑
i,j,k,l=1

bij(x)bkl(x)

h
∫

0

s
∫

0

(
∂4
ijklf(x)+

+

r
∫

0

(
d∑

m=1

am(x)Ex∂
5
ijklmf(X̃q) +

1

2

d∑
m,n=1

bmn(x)Ex∂
6
ijklmnf(X̃r)

)
dq

drds.

Ç óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî âñi ïîòðiéíi iíòåãðàëè â îñòàííié ñóìi ìàþòü ïîðÿäîê
h3. Òîìó

Exf(X̃h) = f(x) + Af(x)h +
h2

2

 d∑
i,j=1

ai(x)aj(x)∂2
ijf(x)+

+

d∑
i,j,k=1

ai(x)bjk(x)∂3
ijkf(x) +

1

4

d∑
i,j,k,l=1

bij(x)bkl(x)∂4
ijklf(x)

+ O(h3).

2)
d∑

i=1

Ex∂if(X̃h)∆h,i. Ìà¹ìî

d∑
i=1

Ex∂if(X̃h)∆h,i =

= h2
d∑

i,j,k=1

Ex∂if(X̃h)
(
c
(0)
ijk(x) + c

(1)
ijk(x)Hj

h(x, X̃h) + c
(2)
ijk(x)Hjk

h (x, X̃h)
)
.

Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó (6), ìîæåìî çàïèñàòè

Ex∂if(X̃h)Hj
h(x, X̃h) = Ex∂

2
ijf(X̃h),

Ex∂if(X̃h)Hjk
h (x, X̃h) = Ex∂

3
ijkf(X̃h).

Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó Iòî äî âåëè÷èí ∂if(X̃h), ∂2
ijf(X̃h) òà ∂3

ijkf(X̃h) , îòðèìà¹ìî

d∑
i=1

Ex∂if(X̃h)∆h,i =

= h2
d∑

i,j,k=1

(
c
(0)
ijk(x)∂if(x) + c

(1)
ijk(x)∂2

ijf(x) + c
(2)
ijk(x)∂3

ijkf(x)
)

+ O(h3).

3)
1

2

d∑
i,j=1

Ex∂
2
ijf(X̃h)∆h,i∆h,j . Ìà¹ìî

1

2

d∑
i,j=1

Ex∂
2
ijf(X̃h)∆h,i∆h,j =
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=
h4

2

d∑
i,j=1

Ex∂
2
ijf(X̃h)

d∑
p,q=1

(
c
(0)
ipq(x) + c

(1)
ipq(x)Hp

h(x, X̃h) + c
(2)
ipq(x)Hpq

h (x, X̃h)
)
×

×
d∑

u,v=1

(
c
(0)
juv(x) + c

(1)
juv(x)Hu

h (x, X̃h) + c
(2)
juv(x)Huv

h (x, X̃h)
)
.

Ðîçêðè¹ìî äóæêè â öüîìó âèðàçi. Îòðèìà¹ìî (áåç óðàõóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ c
(0)
ijk(x),

c
(1)
ijk(x), c

(2)
ijk(x) òà ìíîæíèêà h4

2 ) ñóìó äîäàíêiâ âèäó

Ex∂
2
ijf(X̃h), Ex∂

2
ijf(X̃h)Hp

h(x, X̃h), Ex∂
2
ijf(X̃h)Hpq

h (x, X̃h),

Ex∂
2
ijf(X̃h)Hp

h(x, X̃h)Hu
h (x, X̃h), Ex∂

2
ijf(X̃h)Hp

h(x, X̃h)Huv
h (x, X̃h),

Ex∂
2
ijf(X̃h)Hpq

h (x, X̃h)Huv
h (x, X̃h).

Ðîçãëÿíåìî êîæåí iç íèõ îêðåìî.

Ex∂
2
ijf(X̃h) = O(1), (14)

Ex∂
2
ijf(X̃h)Hp

h(x, X̃h) = | çà ôîðìóëîþ (6) | = Ex∂
3
ijpf(X̃h) = O(1), (15)

Ex∂
2
ijf(X̃h)Hpq

h (x, X̃h) = | çà ôîðìóëîþ (6) | = Ex∂
4
ijpqf(X̃h) = O(1), (16)

Ex∂
2
ijf(X̃h)Hp

h(x, X̃h)Hu
h (x, X̃h) = | çà ôîðìóëîþ (3) | =

= Ex∂
2
ijf(X̃h)

(
Hpu

h (x, X̃h) +
b−1pu (x)

h

)
= | çà ôîðìóëîþ (6) | =

= Ex∂
4
ijpuf(X̃h) +

b−1pu (x)

h
Ex∂

2
ijf(X̃h) = O

(
1

h

)
, (17)

Ex∂
2fij(X̃h)Hp

h(x, X̃h)Huv
h (x, X̃h) = | çà ôîðìóëîþ (4) | =

= Ex∂
2fij(X̃h)

(
Hpuv

h (x, X̃h) +
b−1pu (x)

h
Hv

h(x, X̃h) +
b−1pv (x)

h
Hu

h (x, X̃h)

)
=

= | çà ôîðìóëîþ (6) | =

= Ex∂
5
ijpuvf(X̃h) +

b−1pu (x)

h
Ex∂

3
ijvf(X̃h) +

b−1pv (x)

h
Ex∂

3
ijuf(X̃h) = O

(
1

h

)
, (18)

Ex∂
2
ijf(X̃h)Hpq

h (x, X̃h)Huv
h (x, X̃h) = | çà ôîðìóëîþ (5) | =

= Ex∂
2
ijf(X̃h)

(
Hpquv

h (x, y)+

+
b−1pu (x)

h
Hqv

h (x, y) +
b−1pv (x)

h
Hqu

h (x, y) +
b−1qu (x)

h
Hpv

h (x, y) +
b−1qv (x)

h
Hpu

h (x, y)+

+
b−1pu (x)b−1qv (x) + b−1pv (x)b−1qu (x)

h2

)
=

= | çà ôîðìóëîþ (6) | = Ex∂
6
ijpquvf(X̃h)+

+
b−1pu (x)

h
Ex∂

4
ijqvf(X̃h) +

b−1pv (x)

h
Ex∂

4
ijquf(X̃h)+

+
b−1qu (x)

h
Ex∂

4
ijpvf(X̃h) +

b−1qv (x)

h
Ex∂

4
ijpuf(X̃h)+

+
b−1pu (x)b−1qv (x) + b−1pv (x)b−1qu (x)

h2
Ex∂

2
ijf(X̃h) =
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= O

(
1

h

)
+

b−1pu (x)b−1qv (x) + b−1pv (x)b−1qu (x)

h2
Ex∂

2
ijf(X̃h). (19)

Âðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (14)�(19) òà çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó Iòî äî âåëè÷èíè

∂2
ijf(X̃h) , îòðèìà¹ìî

1

2

d∑
i,j=1

Ex∂
2
ijf(X̃h)∆h,i∆h,j =

=
h2

2

d∑
i,j=1

∂2
ijf(x)

d∑
p,q,u,v=1

c
(2)
ipq(x)c

(2)
juv(x)

(
b−1pu (x)b−1qv (x) + b−1pv (x)b−1qu (x)

)
+ O(h3).

4)
1

6

d∑
i,j,k=1

Ex∂
3
ijkf(X̃h +θh∆h)∆h,i∆h,j∆h,k. Àíàëîãi÷íî äî ôîðìóë (3)�(5) ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî âèðàç ∆h,i∆h,j∆h,k ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ïîëi-
íîìiâ Åðìiòà äî ïîðÿäêó 6 âêëþ÷íî. Âðàõîâóþ÷è ìíîæíèê (h2)3 = h6, à òàêîæ

íåðiâíiñòü (7), ìà¹ìî âèñíîâîê, ùî òàêèé âèðàç ìà¹ ïîðÿäîê h6− 6
2 = h3.

Îñòàòî÷íî, ìîæíà çàïèñàòè

Exf(X̂h) = f(x) + Af(x)h +
h2

2

d∑
i,j,k=1

2c
(0)
ijk(x)∂if(x)+

+
h2

2

d∑
i,j=1

(
ai(x)aj(x)+

+

d∑
p,q,u,v=1

c
(2)
ipq(x)c

(2)
juv(x)

(
b−1pu (x)b−1qv (x) + b−1pv (x)b−1qu (x)

)
+

d∑
k=1

2c
(1)
ijk(x)

)
∂2
ijf(x)+

+
h2

2

d∑
i,j,k=1

(
ai(x)bjk(x) + 2c

(2)
ijk(x)

)
∂3
ijkf(x)+

+
h2

2

d∑
i,j,k,l=1

1

4
bij(x)bkl(x)∂4

ijklf(x) + O(h3).

Öå çîáðàæåííÿ ïðàâèëüíå äëÿ ñõåìè X̂ iç äîâiëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè c
(0)
ijk(x), c

(1)
ijk(x)

òà c
(2)
ijk(x). Ïiäáåðåìî ¨õ òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëîñü ñïiââiäíîøåííÿ (13). Äëÿ

öüîãî äîñòàòíüî, ùîá áóëè ðiâíèìè êîåôiöi¹íòè ïðè ∂if(x), ∂2
ijf(x) òà ∂3

ijkf(x) ó âè-

ðàçàõ äëÿ Exf(X̂h) òà Exf(Xh). Ìà¹ìî òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

d∑
i,j,k=1

2c
(0)
ijk(x)∂if(x) =

d∑
i=1

 d∑
j=1

∂jai(x)aj(x) +
1

2

d∑
j,k=1

∂2
jkai(x)bjk(x)

∂if(x), (20)

d∑
i,j=1

(
ai(x)aj(x)+

+

d∑
p,q,u,v=1

c
(2)
ipq(x)c

(2)
juv(x)

(
b−1pu (x)b−1qv (x) + b−1pv (x)b−1qu (x)

)
+

d∑
k=1

2c
(1)
ijk(x)

)
∂2
ijf(x) =

=

d∑
i,j=1

(
ai(x)aj(x) +

d∑
k=1

(
∂kai(x)bjk(x) +

1

2
ak(x)∂kbij(x)

)
+



60 Ñ. Â. ÁÎÄÍÀÐ×ÓÊ, Î. Ì. ÊÓËÈÊ

+
1

4

d∑
k,l=1

∂2
klbij(x)bkl(x)

∂2
ijf(x), (21)

d∑
i,j,k=1

(
ai(x)bjk(x) + 2c

(2)
ijk(x)

)
∂3
ijkf(x) =

=

d∑
i,j,k=1

(
ai(x)bjk(x) +

1

2

d∑
l=1

∂lbij(x)bkl(x)

)
∂3
ijkf(x). (22)

Ñïiââiäíîøåííÿ (20) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàêèì ÷èíîì:

d∑
i,j,k=1

2c
(0)
ijk(x)∂if(x) =

d∑
i,j,k=1

(
1

d
∂jai(x)aj(x) +

1

2
∂2
jkai(x)bjk(x)

)
∂if(x).

Òîìó êîåôiöi¹íòè c
(0)
ijk(x) ìîæíà îáðàòè ÿê

c
(0)
ijk(x) =

1

2d
∂jai(x)aj(x) +

1

4
∂2
jkai(x)bjk(x).

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (22), îòðèìà¹ìî, ùî

c
(2)
ijk(x) =

1

4

d∑
l=1

∂lbij(x)bkl(x).

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi êîåôiöi¹íòè c
(2)
ijk(x) ó (21) îòðèìà¹ìî, ùî

c
(1)
ijk(x) =

1

2
∂kai(x)bjk(x) +

1

4
ak(x)∂kbij(x) +

1

8

d∑
l=1

∂2
klbij(x)bkl(x)−

− 1

32d

d∑
p,q,r,u,v,w=1

∂rbip(x)∂wbiu(x)bqr(x)bvw(x)
(
b−1pu (x)b−1qv (x) + b−1pv (x)b−1qu (x)

)
.

ßê áà÷èìî, çíàéäåíi âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ c
(0)
ijk(x), c

(1)
ijk(x) òà c

(2)
ijk(x) çáiãàþòüñÿ iç

ôîðìóëàìè (9)�(11). �

Çàóâàæåííÿ 2. Ïîðiâíÿ¹ìî íàøó ñõåìó ç äåÿêèìè âæå âiäîìèìè. ßêùî d = m = 1,
òî îòðèìàíà ñõåìà àïðîêñèìàöi¨ ìà¹ âèãëÿä

X̂t = x + a(x)t + σ(x)Wt +
1

2
σ(x)σ′(x)(W 2

t − t)+

+

(
1

2
a(x)a′(x) +

1

4
a′′(x)σ2(x)

)
t2+

+

(
1

2
a(x)σ′(x) +

1

2
a′(x)σ(x) +

1

4
σ2(x)σ′′(x)

)
tWt, t ∈ [0, h] ,

i âîíà çáiãà¹òüñÿ çi ñïðîùåíîþ ñëàáêîþ ñõåìîþ Òåéëîðà ïîðÿäêó 2, ÿêà ðîçãëÿíóòà
â [3, ðîçäië 14.2].

Ó âèïàäêó d > 1,m > 1 äëÿ îòðèìàííÿ ñïðîùåíî¨ ñëàáêî¨ ñõåìè Òåéëîðà ïîðÿäêó
2 ïîòðiáíî ãåíåðóâàòè äâi ãðóïè íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí � ïðèðîñòè ïðîöåñó
Âiíåðà òà ïåâíi äîïîìiæíi äâîòî÷êîâi âèïàäêîâi âåëè÷èíè (äèâ. ôîðìóëè (2.7)�(2.10)
ó [3, ðîçäië 14.2]). Òîäi ÿê ñõåìà, îòðèìàíà íàøèì ìåòîäîì, âèìàãà¹ ãåíåðóâàííÿ
ëèøå ïðèðîñòiâ ïðîöåñó Âiíåðà.
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4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïiäõiä, çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòi [6]. Ñïåðøó ïîìiòèìî,
ùî ç ìàðêîâñüêî¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

Exf(XT ) = ExEXT−t
f(Xt) = Exf

t(XT−t),

äå
f t(x) := Exf(Xt).

Ïîçíà÷èìî
uk(x) := Exf

kh(X̂T−kh).

Òîäi
Exf(XT ) = un(x), Exf(X̂T ) = u0(x),

i ìîæíà çàïèñàòè òàêå ëàíöþãîâå ïðåäñòàâëåííÿ:

Exf(XT )− Exf(X̂T ) =

n∑
k=1

(
uk(x)− uk−1(x)

)
=

=

n∑
k=1

(
Exf

kh(X̂T−kh)− Exf
(k−1)h(X̂T−(k−1)h)

)
.

Iç ðiâíîñòåé

Exf
(k−1)h(X̂T−(k−1)h) = ExEX̂T−kh

f (k−1)h(X̂h)

òà
fkh(y) = Eyf

(k−1)h(Xh),

âèïëèâà¹, ùî

Exf
kh(X̂T−kh) = ExEX̂T−kh

f (k−1)h(Xh).

Îñòàòî÷íî ìîæåìî íàïèñàòè

Exf(XT )− Exf(X̂T ) =

n∑
k=1

Ex

(
EX̂T−kh

f (k−1)h(Xh)− EX̂T−kh
f (k−1)h(X̂h)

)
.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ f t(·) ∈ C6(Rd), ïðè
÷îìó âñi ¨¨ ïîõiäíi ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïî çìiííié t. Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ iç
òåîðåìè 1 òà íàñëiäêó 1 êíèãè [1, � 8].

5. Ïîäÿêà

Àâòîðè âäÿ÷íi Ôîíäó Àëåêñàíäåðà ôîí Ãóìáîëüòäà çà ïiäòðèìêó öüîãî äîñëi-
äæåííÿ â ðàìêàõ Research Group Linkage Programme ìiæ Iíñòèòóòîì ìàòåìàòèêè
Ïîòñäàìñüêîãî óíiâåðñèòåòó òà Iíñòèòóòîì ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

Àâòîðè âèñëîâëþþòü ãëèáîêó ïîäÿêó ðåöåíçåíòó çà öiííi çàóâàæåííÿ òà ïîðàäè,
ÿêi çìîãëè ñóòò¹âî ïîêðàùèòè òåêñò ñòàòòi.
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MODIFIED EULER SCHEME FOR WEAK APPROXIMATION OF
SOLUTIONS OF STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS DRIVEN BY

WIENER PROCESS

S. V. BODNARCHUK, A. M. KULIK

Abstract. Weak approximation scheme of solutions of stochastic differential equations driven by Wiener

processes is considered.

ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÝÉËÅÐÀ ÄËß ÑËÀÁÎÉ
ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ÂÈÍÅÐÎÂÑÊÈÌ ØÓÌÎÌ

Ñ. Â. ÁÎÄÍÀÐ×ÓÊ, À. Ì. ÊÓËÈÊ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà ñëàáîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âèíåðîâñêèì øóìîì.


