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1. Âñòóï

Íåõàé X�äîâiëüíà ìíîæèíà, B(X)� σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí ç X; L0(Ω,F ,P)�ìíî-
æèíà äiéñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, âèçíà÷åíèõ íà ïîâíîìó éìîâiðíiñíîìó
ïðîñòîði (Ω,F ,P). Çáiæíiñòü â L0(Ω,F ,P)�öå çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ. Íåõàé òà-
êîæ µ� ñòîõàñòè÷íà ìiðà íà B(X), òîáòî, σ-àäèòèâíå âiäîáðàæåííÿ

µ : B(X)→ L0(Ω,F ,P).

Äåÿêi ïðèêëàäè ñòîõàñòè÷íèõ ìið íàâåäåíî â ðîçäiëi 2.
Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

∂2u(t, x)

∂t2
=

∂2u(t, x)

∂x2
+ F (t, x), (t, x) ∈ DT ,

u(0, x) = 0,
∂u(0, x)

∂t
= 0, x ∈ [0,π],

u(t, 0) = u(t,π) = 0, t ∈ [0, T ],

(1)

ÿêå îïèñó¹ êîëèâàííÿ îäíîðiäíî¨ ñòðóíè iç çàêðiïëåíèìè êiíöÿìè ïiä âïëèâîì çîâ-
íiøíiõ âèïàäêîâèõ ñèë. Òóò Dτ = (0, τ] × [0,π] òà T > 0. Ñòîõàñòè÷íå çáóðåííÿ
çàäà¹òüñÿ äîäàíêîì, ùî ìà¹ âèãëÿä F = σµ̇, äå σ : D̄T → R�äåÿêà íåâèïàäêîâà
ôóíêöiÿ, D̄τ � çàìèêàííÿ ìíîæèíè Dτ, µ� ñòîõàñòè÷íà ìiðà, âèçíà÷åíà íà áîðåëå-
âèõ σ-àëãåáðàõ B([0, T ]), B([0,π]) àáî B(D̄T ). Öi âèïàäêè ðîçãëÿäàþòüñÿ âiäïîâiäíî
ó ðîçäiëàõ 3, 4 òà 5. Âiäìiòèìî, ùî ïîçíà÷åííÿ µ̇ ìà¹ ñèìâîëi÷íèé õàðàêòåð, à éîãî
çìiñò ðîçêðèòî, íàïðèêëàä, ó ôîðìóëi (2).

Äîñëiäæó¹ìî ì'ÿêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) (äèâ. ôîðìóëè (2), (9) òà (12)). Çà äî-
ïîìîãîþ ðÿäiâ Ôóð'¹ áóäó¹ìî ì'ÿêèé ðîçâ'ÿçîê òà ïîêàçó¹ìî, ùî âiäïîâiäíèé ðÿä
çáiãà¹òüñÿ ó ïðîñòîði L2((0,π], dx).

Â [1] âèâ÷àëàñü àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ êîëèâàííÿ ñòðóíè,
ÿêà ïåðåáóâà¹ ïiä äi¹þ âèïàäêîâèõ çîâíiøíiõ ñèë, ÿêi ìàþòü ñèìåòðè÷íèé α-ñòiéêèé
ðîçïîäië. Çîêðåìà, iç âèêîðèñòàííÿì ðÿäiâ Ôóð'¹ â çàçíà÷åíié ðîáîòi áóëî ïîáóäîâà-
íî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê òà âñòàíîâëåíî ðåãóëÿðíiñòü éîãî òðà¹êòîðié. Ðiâíÿííÿ
êîëèâàííÿ ñòðóíè iç çàêðiïëåíèìè êiíöÿìè ç áiëèì øóìîì ðîçãëÿíóòî â [2], äå ïî-
êàçàíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó òà éîãî íåïåðåðâíiñòü.

Ó ìîäåëÿõ, ðîçãëÿíóòèõ â öèõ ðîáîòàõ, iíòåãðîâíiñòü òðà¹êòîðié ðîçâ'ÿçêiâ áóëà
î÷åâèäíîþ, îñêiëüêè iíòåãðîâíèìè áóëè âiäïîâiäíi ñòîõàñòè÷íi iíòåãðàòîðè. Ó íàøié
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ìîäåëi çíà÷åííÿ µ ìîæóòü íå ìàòè ìîìåíòiâ, òîìó âiäïîâiäíà âëàñòèâiñòü òðà¹êòîðié
ïîòðåáó¹ ïåâíîãî îá ðóíòóâàííÿ. Ç iíøîãî áîêó, äîñi íå âäàëîñÿ îòðèìàòè ðåçóëüòàòè
ïðî íåïåðåðâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.

Âëàñòèâîñòi ì'ÿêèõ ðîçâ'ÿçêiâ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü iç ðiçíèìè òèïàìè âèïàäêîâèõ
çáóðåíü äîñëiäæóâàëèñü, íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [3�8]. Òàê, äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü iç
øóìîì Ëåâi â [3] çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî íóëüîâà ìíîæè-
íà ðîçâ'ÿçêó ¹ íåïîðîæíüîþ, òà ïîðàõîâàíî ðîçìiðíiñòü Õàóñäîðôà öi¹¨ ìíîæèíè.
Ó ñòàòòÿõ [4, 5] äîñëiäæåíî íåïåðåðâíiñòü çà Ãåëüäåðîì ðîçâ'ÿçêiâ õâèëüîâèõ ðiâ-
íÿíü â R3, êåðîâàíèõ α-ñòiéêèìè ðîçïîäiëàìè. Iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà ãåëüäåðîâiñòü
ì'ÿêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü iç çàãàëüíèìè ñòîõàñòè÷íèìè ìiðàìè ïîêàçàíî ó âèïàäêàõ
îäíîâèìiðíî¨ [6], äâîâèìiðíî¨ [7] òà òðèâèìiðíî¨ [8] ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ.

Òàêîæ ó ðîçäiëi 6 ðîçãëÿäà¹ìî ïðèíöèï óñåðåäíåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ âèìóøåíèõ
êîëèâàíü îäíîðiäíî¨ ñòðóíè iç çàêðiïëåíèìè êiíöÿìè, êåðîâàíîãî ñòîõàñòè÷íîþ ìi-
ðîþ dµ(x), çàäàíîþ íà áîðåëåâié σ-àëãåáði ïiäìíîæèí [0,π]. Ñõîæi çàäà÷i äîñëiäæó-
âàëèñü äëÿ ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, êåðîâàíèìè âçà¹ìíî
íåçàëåæíèìè âiíåðiâñüêèìè ïðîöåñàìè [9, ãëàâà 5], ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ Êîðòå-
âåãà � äå Ôðiçà ç âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì [10], äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi çi ñòî-
õàñòè÷íîþ ìiðîþ [11] òà äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ iç ñèìåòðè÷íèì iíòåãðàëîì âiä
âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ çà ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ [12].

2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Còîõàñòè÷íà ìiðà µ�öå âåêòîðíà ìiðà çi çíà÷åííÿìè â L0. Ó ðîáîòi [13] òàêà µ ùå
íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ, àäæå ìè íå íàêëàäà¹ìî íà íå¨ æîäíèõ
äîäàòêîâèõ óìîâ îêðiì σ-àäèòèâíîñòi.

Äëÿ íåâèïàäêîâî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ g : X→ R, ìíîæèíè A ∈ B(X) òà ñòîõàñòè÷íî¨
ìiðè µ â [13] âèçíà÷åíî òà äîñëiäæåíî iíòåãðàë

∫

A g dµ. Çîêðåìà, äîâiëüíà îáìåæåíà
âèìiðíà ôóíêöiÿ g iíòåãðîâíà çà äîâiëüíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ µ.

Ïðèêëàäîì ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè íà áîðåëåâèõ ïiäìíîæèíàõ R ¹ iíòåãðàë

µ(A) =

∫ T

0

1A(t) dXt ,

äå Xt �êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë, äðîáîâèé áðîóíiâñüêèé ðóõ iç iíäåêñîì
Õþðñòà 1/2 < H < 1 (äèâ., íàïðèêëàä, [14, íàñëiäîê 1.9.4]) àáî ñóáäðîáîâèé áðîóíiâ-
ñüêèé ðóõ ç ïàðàìåòðîì k = H − 1/2, ïðè 1/2 < H < 1 [15, ôîðìóëà (1.2), òåîðåìà
3.2 (ii) òà çàóâàæåííÿ 3.3 ñ)].

Ùå îäèí ïðèêëàä ñòîõàñòè÷íî¨ ìiðè íàñòóïíèé. Íåõàé (ξn)� òàêà ïîñëiäîâíiñòü
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî

∑
n≥1 ξn çáiãà¹òüñÿ áåçóìîâíî çà éìîâiðíiñòþ òà mn � çàðÿä

íà B(X), ïðè÷îìó ∀A ∈ B(X) : |mn(A)| ≤ 1. Òîäi

µ(A) =
∑
n≥1

ξnmn(A)

¹ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ íà B(X), àäæå ðÿä çáiãà¹òüñÿ â L0 çà [13, òåîðåìà A.1.1], i òàêà
ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi ñòîõàñòè÷íèõ ìið ¹ ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ çà [16, òåîðåìà 8.6].

Áiëüøå ïðèêëàäiâ ñòîõàñòè÷íèõ ìið ìîæíà çíàéòè ó [13, ðîçäië 7] òà [11, 12, 17].
Äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1 [17, ëåìà 3.1]. Íåõàé fl : X→ R, l ≥ 1�òàêi âèìiðíi ôóíêöi¨, ùî f̄(x) =
=
∑∞

l=1|fl(x)| iíòåãðîâíà çà µ íà X. Òîäi

∞∑
l=1

(
∫

X
fl dµ

)2

<∞ ì. í.



ÐIÂÍßÍÍß ÊÎËÈÂÀÍÜ ÑÒÐÓÍÈ, ÊÅÐÎÂÀÍÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎÞ ÌIÐÎÞ 7

Ïðèïóùåííÿ A1. Iñíó¹ äiéñíà ñêií÷åííà ìiðà m íà (X,B(X)) iç òàêîþ âëàñòè-
âiñòþ: ÿêùî äëÿ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ g : X → R âèêîíó¹òüñÿ

∫

X g
2 dm < +∞, òî g

iíòåãðîâíà çà µ íà X.

Öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ ìið, ïîðîäæåíèõ äðîáîâèì
áðîóíiâñüêèì ðóõîì BH(t) ïðè H > 1/2, α-ñòiéêèõ ìið iç íåçàëåæíèìè çíà÷åííÿìè,
çàäàíèõ íà σ-àëãåáði, ïðè α ∈ (0, 1)∪ (1, 2], ñòîõàñòè÷íèõ ìið ç îðòîãîíàëüíèìè çíà-
÷åííÿìè, ìàðòèíãàëiâ iç íåâèïàäêîâîþ êâàäðàòè÷íîþ âàðiàöi¹þ (äèâ., íàïðèêëàä,
[14, 18]).

Ëåìà 2 [19, ëåìà 3.3]. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ À1 òà âèìiðíi ôóíêöi¨
fk : X→ R, k ≥ 1, òàêi, ùî äëÿ âêàçàíî¨ m

∫

X

( ∞∑
n=1

f2
n

)
dm < +∞.

Òîäi
∞∑

n=1

(
∫

X
fn dµ

)2

< +∞ ì. í.

3. Ñòîõàñòè÷íà ìiðà çàëåæèòü âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (1), êåðîâà-
íîãî ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ µ1, ùî çàäàíà íà B([0, T ]), à ñàìå:

∂2u(t, x)

∂t2
=

∂2u(t, x)

∂x2
+ σ(t, x) µ̇1(t), (t, x) ∈ DT ,

u(0, x) = 0,
∂u(0, x)

∂t
= 0, x ∈ [0,π],

u(t, 0) = u(t,π) = 0, t ∈ [0, T ],

ó òàêîìó ì'ÿêîìó ñåíñi (äèâ., íàïðèêëàä, [20, Section 5.3]):

u(t, x) =

∫

(0,t]

dµ1(s)

∫

[0,π]

S(t− s, x, y)σ(s, y) dy , (2)

äå S � ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ äàíîãî ðiâíÿííÿ.
Ìà¹ìî (äèâ., íàïðèêëàä, [20, Section 5.3], [21, Section 2])

S(t, x, y) =
2

π

∑
n≥1

1

n
sinnt sinnx sinny .

Òîäi ðiâíÿííÿ (2) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u(t, x) =

∫

(0,t]

dµ1(s)

∫

[0,π]

( 2

π

∑
n≥1

1

n
sinn(t− s) sinnx sinny

)
σ(s, y) dy . (3)

Òàêîæ áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêå ïðèïóùåííÿ.

Ïðèïóùåííÿ A2. σ : D̄T → R âèìiðíà òà îáìåæåíà: |σ(s, y)| ≤ Cσ.

Ïîêàæåìî, ùî âèïàäêîâà ôóíêöiÿ u iç (3) çîáðàæà¹òüñÿ ÿê ñóìà ðÿäó çi ñòîõà-
ñòè÷íèìè iíòåãðàëàìè. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ k, z∣∣∣ k∑

n=1

1

n
sinnz

∣∣∣ ≤ C,

äå ñòàëà C íå çàëåæèòü âiä k, z (äèâ., íàïðèêëàä, [23, ôîðìóëà (30.8)]), òà

k∑
n=1

1

n
sinn(t− s) sinnx sinny =

1

2

k∑
n=1

1

n
sinn(t− s)(cosn(x− y)− cosn(x + y)) =
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=
1

4

k∑
n=1

1

n
(sinn(t− s + x− y) + sinn(t− s− x + y)−

− sinn(t− s + x + y)− sinn(t− s− x− y)),

òî ∣∣∣∣∣
k∑

n=1

1

n
sinn(t− s) sinnx sinny

∣∣∣∣∣ ≤ C,

äå C íå çàëåæèòü âiä x, t, y, s òà k.
Òóò i íàäàëi çà äîïîìîãîþ C ïîçíà÷à¹ìî ñòàëó, òî÷íå çíà÷åííÿ ÿêî¨ íåñóòò¹âå.

Çàóâàæåííÿ 1. Ìà¹ìî (äèâ., íàïðèêëàä, [22, ôîðìóëà (2.8), ðîçäië I])
∞∑

n=1

1

n
sinnz =

π− z

2
, 0 < z < 2π, (4)

äå äëÿ iíøèõ z ïðàâà ÷àñòèíà ïðîäîâæó¹òüñÿ çà ïåðiîäè÷íiñòþ (i áóäå íåïàðíîþ).
Ó òî÷êàõ z = 2kπ ðiâíiñòü (4) ïîðóøó¹òüñÿ, ñóìà ðÿäó ¹ íóëåì. Íàãàäà¹ìî, ùî ðÿä∑∞

n=1

1

n
sinnz ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ π−z2 íà ìíîæèíi [0, 2π]. Ðÿäè Ôóð'¹ ñòîõàñòè-

÷íî¨ ìiðè µ ðîçãëÿíóòî, íàïðèêëàä, ó [24].
Òàêèì ÷èíîì,

S(t− s, x, y) =
1

2π

∑
n≥1

1

n

(
sinn(t− s + x− y) + sinn(t− s− x + y)−

− sinn(t− s + x + y)− sinn(t− s− x− y)
)
. (5)

Äëÿ âèïàäêó, êîëè âñi àðãóìåíòè ëåæàòü ó (0, 2π), ìà¹ìî

S(t− s, x, y) =
1

4π

(
π− (t− s + x− y) + π− (t− s− x + y)−

− π+ (t− s + x + y)− π+ (t− s− x− y)
)

= 0 .

Çîêðåìà, S(t− s, x, y) ¹ ðîçðèâíîþ â òî÷êàõ t− s± x± y = 2kπ.

Ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè òåîðåìó Ëåáåãà äëÿ iíòåãðàëà çà dy òà ¨¨ àíàëîã äëÿ ñòî-
õàñòè÷íîãî iíòåãðàëà [13, òâåðäæåííÿ 7.1.1] é îòðèìà¹ìî ç óðàõóâàííÿì ïðèïóùåííÿ
À2 òàêå:

u(t, x) =

∫

(0,t]

dµ1(s)

∫

[0,π]

( 2

π

∑
n≥1

1

n
sinn(t− s) sinnx sinny

)
σ(s, y) dy =

=
2

π

∑
n≥1

1

n
sinnx

∫

(0,t]

sinn(t− s)dµ1(s)

∫

[0,π]

σ(s, y) sinny dy. (6)

Òóò äëÿ êîæíèõ t, x ìà¹ìî çáiæíiñòü ðÿäó çà éìîâiðíiñòþ.
Íèæ÷å îòðèìà¹ìî ùå îäèí òèï çáiæíîñòi öüîãî ðÿäó.

Òåîðåìà 1. 1) Íåõàé âèêîíóþòüñÿ À1 òà À2. Òîäi äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî t
ðÿä (6) çáiãà¹òüñÿ â L2((0,π], dx) ç iìîâiðíiñòþ 1, à u ìà¹ ìîäèôiêàöiþ òàêó, ùî
u(t, ·) ∈ L2((0,π], dx) ì. í.

2) Íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ À2, òà ∀s ∈ [0, T ], y′, y′′ ∈ [0,π] âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

|σ(s, y′)− σ(s, y′′)| ≤ L|y′ − y′′|β, β > 0 (7)

(äå L íå çàëåæèòü âiä s). Òîäi äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî t ðÿä (6) çáiãà¹òüñÿ â
L2((0,π], dx) ç iìîâiðíiñòþ 1, à u ìà¹ ìîäèôiêàöiþ òàêó, ùî u(t, ·) ∈ L2((0,π], dx)
ì. í.
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3) Íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ À2, çà çìiííîþ y σ(s, y) íåïåðåðâíà òà ìà¹ ðiâíîìiðíî
îáìåæåíó âàðiàöiþ: V(σ(s, ·), [0,π]) ≤ C, äå C íå çàëåæèòü âiä s. Òîäi äëÿ êîæíîãî
ôiêñîâàíîãî t ðÿä (6) çáiãà¹òüñÿ â L2((0,π], dx) ç iìîâiðíiñòþ 1, à u ìà¹ ìîäèôiêàöiþ
òàêó, ùî u(t, ·) ∈ L2((0,π], dx) ì. í.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ ôiêñîâàíèõ t ∈ [0, T ], ω ∈ Ω ñóìà (6) ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ ðîç-

êëàäó ôóíêöi¨ çà îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ
{√

2
π

sinnx
}
â L2([0,π], dx), äîñèòü ïå-

ðåâiðèòè, ùî∑
n≥1

( 1

n

∫

(0,t]

sinn(t− s)dµ1(s)

∫

[0,π]

σ(s, y) sinny dy
)2

<∞ ì. í., (8)

i ÿê ìîäèôiêàöiþ u âçÿòè ñóìó âiäïîâiäíîãî ðÿäó Ôóð'¹. Òóò ìè ìà¹ìî ñóìó âèãëÿäó∑
n≥1

(
∫

(0,t] fn(s)dµ1(s)
)2
, äå

fn(s) =
1

n
sinn(t− s)

∫

[0,π]

σ(s, y) sinny dy.

1) Äëÿ îáìåæåíî¨ σ ìà¹ìî∑
n≥1

f2
n(s) ≤ C

∑
n≥1

1

n2
<∞.

Òîìó, ïðè âèêîíàííi óìîâè À1, iç ëåìè 2 îòðèìó¹ìî (8).
2) Íåõàé cn �êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ðîçêëàäó ôóíêöi¨ σ çà îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ

{sinnx} íà [0,π], òîáòî,

cn =
2

π

∫

[0,π]

σ(s, y) sinny dy .

Òàêîæ äëÿ ôóíêöi¨ g : [a, b]→ R ïîêëàäåìî

ω(δ, g) = sup
y1,y2:|y1−y2|≤δ

|g(y1)− g(y2)|

� ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ g. Òîäi çà íåðiâíiñòþ (II.4.1) iç [22] ìà¹ìî, ùî

|cn| ≤
1

2
ω(π/n,σ) ,

i, âðàõîâóþ÷è óìîâó (7), îòðèìà¹ìî∣∣∣∫
[0,π]

σ(s, y) sinny dy
∣∣∣ ≤ π

4
sup

y1,y2:|y1−y2|≤π/n
|σ(s, y1)− σ(s, y2)| ≤ π

4
L
(π
n

)β
=

C

nβ
.

Òîäi

|fn(s)| ≤ C

n1+β

òà ∑
n≥1

|fn(s)| ≤ C .

Îòæå, ôóíêöiÿ
∑

n≥1 |fn(s)| iíòåãðîâíà çà µ1 íà [0, t], i ç ëåìè 1 ñëiäó¹ âèêîíàííÿ (8).

3) Ìà¹ìî

fn(s) = − 1

n2
sinn(t− s)

∫

[0,π]

σ(s, y) d cosny =

= − 1

n2
sinn(t− s)

(
σ(s, y) cosny

∣∣∣π
0
−
∫

[0,π]

cosny dσ(s, y)

)
,

òîìó

|fn(s)| ≤ 1

n2

(
2Cσ + V(σ(s, ·), [0,π])

)
≤ C

n2
.
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Òàêèì ÷èíîì,
∑

n≥1 |fn(s)| ≤ C, i ç ëåìè 1 îòðèìó¹ìî (8). �

4. Ñòîõàñòè÷íà ìiðà çàëåæèòü âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (1), êåðîâà-
íîãî ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ µ2, ùî çàäàíà íà B([0,π]), à ñàìå:

∂2u(t, x)

∂t2
=

∂2u(t, x)

∂x2
+ σ(t, x) µ̇2(x), (t, x) ∈ DT ,

u(0, x) = 0,
∂u(0, x)

∂t
= 0, x ∈ [0,π],

u(t, 0) = u(t,π) = 0, t ∈ [0, T ],

ó ì'ÿêîìó ñåíñi:

u(t, x) =

∫

(0,π]

dµ2(y)

∫

[0,t]

S(t− s, x, y)σ(s, y) ds =

=

∫

(0,π]

dµ2(y)

∫

[0,t]

(
2

π

∑
n≥1

1

n
sinn(t− s) sinnx sinny

)
σ(s, y) ds . (9)

Òàê ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, âèêîðèñòîâó¹ìî òåîðåìó Ëåáåãà äëÿ iíòå-
ãðàëà çà ds òà ¨¨ àíàëîã äëÿ dµ2(y) é îòðèìó¹ìî

u(t, x) =
2

π

∑
n≥1

1

n
sinnx

∫

(0,π]

sinny dµ2(y)

∫

[0,t]

σ(s, y) sinn(t− s) ds. (10)

Òóò äëÿ êîæíèõ t, x ìà¹ìî çáiæíiñòü ðÿäó çà éìîâiðíiñòþ. Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâà
òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. 1) Íåõàé âèêîíóþòüñÿ À1 òà À2. Òîäi äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî t
ðÿä (10) çáiãà¹òüñÿ â L2((0,π], dx) ç iìîâiðíiñòþ 1, à u ìà¹ ìîäèôiêàöiþ òàêó, ùî
u(t, ·) ∈ L2((0,π], dx) ì. í.

2) Íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ À2, çà çìiííîþ s ôóíêöiÿ σ(s, y) íåïåðåðâíà òà ìà¹
ðiâíîìiðíî îáìåæåíó âàðiàöiþ: V(σ(·, y), [0, T ]) ≤ C, äå C íå çàëåæèòü âiä y. Òîäi
äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî t ðÿä (10) çáiãà¹òüñÿ â L2((0,π], dx) ç iìîâiðíiñòþ 1, à u
ìà¹ ìîäèôiêàöiþ òàêó, ùî u(t, ·) ∈ L2((0,π], dx) ì. í.

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1, îñêiëüêè äëÿ ôiêñîâàíèõ t ∈ [0, T ],
ω ∈ Ω ñóìà (10) ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ â L2((0,π], dx), äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî∑

n≥1

( 1

n

∫

(0,π]

sinny dµ2(y)

∫

[0,t]

σ(s, y) sinn(t− s) ds
)2

<∞ ì. í., (11)

i ÿê ìîäèôiêàöiþ u âçÿòè ñóìó âiäïîâiäíîãî ðÿäó Ôóð'¹.

Òóò ìè ìà¹ìî ñóìó âèãëÿäó
∑

n≥1

(
∫

(0,π] fn(y)dµ2(y)
)2
, äå

fn(y) =
1

n
sinny

∫

[0,t]

σ(s, y) sinn(t− s) ds.

1) Çà ïðèïóùåííÿì À2 ôóíêöiÿ σ îáìåæåíà, òîìó∑
n≥1

f2
n(y) ≤ C

∑
n≥1

1

n2
<∞ .

Òîäi ç À1 òà ëåìè 2 îòðèìó¹ìî (11).
2) Ìà¹ìî

fn(y) =
1

n2
sinny

∫

[0,t]

σ(s, y) d cosn(t− s) =
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=
1

n2
sinny

(
σ(s, y) cosn(t− s)

∣∣∣t
0
−
∫

[0,t]

cosn(t− s) dσ(s, y)
)

òà

|fn(y)| ≤ 1

n2
(2Cσ + V(σ(·, y), [0, T ])) ≤ C

n2
.

Îòæå,
∑

n≥1 |fn(s)| ≤ C, i ç ëåìè 1 îòðèìó¹ìî (11). �

5. Ñòîõàñòè÷íà ìiðà çàëåæèòü âiä ÷àñîâî¨ òà ïðîñòîðîâî¨ çìiííèõ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (1), êåðîâà-
íîãî ñòîõàñòè÷íîþ ìiðîþ µ3, ùî çàäàíà íà B(D̄T ), à ñàìå:

∂2u(t, x)

∂t2
=

∂2u(t, x)

∂x2
+ σ(t, x) µ̇3(t, x), (t, x) ∈ DT ,

u(0, x) = 0,
∂u(0, x)

∂t
= 0, x ∈ [0,π],

u(t, 0) = u(t,π) = 0, t ∈ [0, T ],

ó ì'ÿêîìó ñåíñi:

u(t, x) =

∫

Dt

S(t− s, x, y)σ(s, y)dµ3(s, y) =

=

∫

Dt

(
2

π

∑
n≥1

1

n
sinn(t− s) sinnx sinny

)
σ(s, y)dµ3(s, y) . (12)

Çà àíàëîãîì òåîðåìè Ëåáåãà äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà îòðèìó¹ìî

u(t, x) =
2

π

∑
n≥1

1

n
sinnx

∫

Dt

σ(s, y) sinn(t− s) sinny dµ3(s, y). (13)

Òóò äëÿ êîæíèõ t, x ìà¹ìî çáiæíiñòü ðÿäó çà éìîâiðíiñòþ, à òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ
òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ À1 òà À2. Òîäi äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî t ∈ [0, T ]
ðÿä (13) çáiãà¹òüñÿ â L2((0,π], dx) ç iìîâiðíiñòþ 1, à u ìà¹ ìîäèôiêàöiþ òàêó, ùî
u(t, ·) ∈ L2((0,π], dx) ì. í.

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåì 1 òà 2, äîñèòü ïîêàçàòè, ùî äëÿ ôiêñî-
âàíèõ t ∈ [0, T ],ω ∈ Ω ìà¹ìî∑

n≥1

( 1

n

∫

Dt

σ(s, y) sinn(t− s) sinny dµ3(s, y)
)2

<∞ ì. í., (14)

i ÿê ìîäèôiêàöiþ u âçÿòè ñóìó âiäïîâiäíîãî ðÿäó Ôóð'¹.

Òóò ìè ìà¹ìî ñóìó âèãëÿäó
∑

n≥1

(
∫

Dt
fn(s, y) dµ3(s, y)

)2
, äå

fn(s, y) =
1

n
σ(s, y) sinn(t− s) sinny .

Îñêiëüêè çà À2 ôóíêöiÿ σ îáìåæåíà, òî∑
n≥1

f2
n(s, y) ≤ C

∑
n≥1

1

n2
<∞ ,

òà iç ïðèïóùåííÿ À1 i ëåìè 2 îòðèìó¹ìî (14). �
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6. Ïðèíöèï óñåðåäíåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü ñòðóíè

Ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè ñòîõàñòè÷íà ìiðà µ çàäàíà íà B([0,π]), à ñàìå, çàäà÷ó
Êîøi 

∂2uε(t, x)

∂t2
=

∂2uε(t, x)

∂x2
+ σ(t/ε, x) µ̇(x), (t, x) ∈ DT ,

uε(0, x) = 0,
∂uε(0, x)

∂t
= 0, x ∈ [0,π],

uε(t, 0) = uε(t,π) = 0, t ∈ [0, T ],

ó ì'ÿêîìó ñåíñi:

uε(t, x) =

∫

(0,π]

dµ(y)

∫ t

0

S(t− s, x, y)σ(s/ε, y) ds. (15)

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ôóíêöiþ σ, âèçíà÷åíó íà ìíîæèíi
R+ × [0,π]. Íà öþ ôóíêöiþ áóäåìî íàêëàäàòè òàêó óìîâó.

Ïðèïóùåííÿ A2*. σ : R+ × [0,π]→ R âèìiðíà òà îáìåæåíà: |σ(s, y)| ≤ Cσ.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêà ãðàíèöÿ:

σ̄(y) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

σ(s, y) ds.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî, ÿêùî ïðèïóùåííÿ A2* âèêîíó¹òüñÿ äëÿ σ, òî ôóíêöiÿ σ̄ òåæ
çàäîâîëüíÿ¹ A2*. Êðiì òîãî, ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ Hσ(r, y) = σ(r, y) − σ̄(y),
r ∈ R+, y ∈ [0,π] òàêîæ îáìåæåíà.

Ïîêàæåìî, ùî ïðè ε→ 0+ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (15) ïðÿìó¹ äî ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíå-
íîãî ðiâíÿííÿ

ū(t, x) =

∫

(0,π]

dµ(y)

∫ t

0

S(t− s, x, y)σ̄(y) ds. (16)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàñòóïíå ïðèïóùåííÿ.

Ïðèïóùåííÿ A3. Ôóíêöiÿ Gσ(r, y) =
∫ r
0 (σ(s, y) − σ̄(y)) ds, r ∈ R+, y ∈ [0,π],

îáìåæåíà.

Öå âèêîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ÿêùî σ(s, y) ïåðiîäè÷íà çà s äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî
y, òà ìíîæèíà çíà÷åíü ìiíiìàëüíîãî ïåðiîäó îáìåæåíà.

Ëåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ A2* i A3. Òîäi ∀t ∈ [0, T ], x, y ∈ [0,π], ε > 0 âèêîíó¹-
òüñÿ ∣∣∣∣∫ t

0

S(t− s, x, y)(σ(s/ε, y)− σ̄(y)) ds

∣∣∣∣ ≤ Cε, (17)

äå êîíñòàíòà C íå çàëåæèòü âiä t, x, y.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ 1, ìîæíà âèáðàòè òàêó ôóíêöiþ S1(t− s, x, y),
ùî ¹ íåïåðåðâíîþ ñïðàâà çà s, òà S1(t−s, x, y) = S(t−s, x, y) äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ [0, T ]

çà ìiðîþ Ëåáåãà (òî÷íiøå, îêðiì íå áiëüøå, íiæ
[

T
2π

]
+ 2 òî÷îê). Òàêèì ÷èíîì,

∫ t

0

S(t− s, x, y)(σ(s/ε, y)− σ̄(y)) ds =

∫ t

0

S1(t− s, x, y)(σ(s/ε, y)− σ̄(y)) ds =

=

∫ t

0

S1(t− s, x, y)ε dGσ(s/ε, y) =

= ε
(
S1(t− s, x, y)Gσ(s/ε, y)

∣∣∣t
0
−
∫ t

0

Gσ(s/ε, y) dS1(t− s, x, y)
)

=
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Gσ(0,y)=S1(0,x,y)=0
= −ε

∫ t

0

Gσ(s/ε, y) dS1(t− s, x, y).

Òîìó ∣∣∣∣∫ t
0

S(t− s, x, y)(σ(s/ε, y)− σ̄(y)) ds

∣∣∣∣ ≤ ε sup |Gσ|V(S1, [0, t])
A3
≤ Cε,

äå V(S1, [0, t]) ïîçíà÷à¹ âàðiàöiþ âêàçàíî¨ ôóíêöi¨ çà àðãóìåíòîì r íà [0, t].
Ïîÿñíèìî ñêií÷åííiñòü óêàçàíî¨ âàðiàöi¨. Iç çîáðàæåííÿ (5) òà çàóâàæåííÿ 1 âè-

ïëèâà¹, ùî ñóìà êîæíîãî ðÿäó âèãëÿäó
∑

n≥1
1

n
sinn(t − s ± x ± y) ìà¹ íà âiäðiçêó

s ∈ [0, t] íå áiëüøå íiæ
[

t
2π

]
+ 1 iíòåðâàëiâ ëiíiéíîñòi, i òîìó S1 ìà¹ âàðiàöiþ íà [0, t]

íå áiëüøó çà 4π
([

t
2π

]
+ 1
)
≤ 2T + 4π.

Òàê ìè îòðèìà¹ìî (17). �

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξα} íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çà
éìîâiðíiñòþ, ÿêùî supα P{|ξα| ≥ c} → 0, c→∞.

Ìà¹ìî òàêi ðåçóëüòàòè ïðî ïðÿìóâàííÿ uε äî ū ïðè ε→ 0+.

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A2* òà A3. Òîäi äëÿ uε ç (15) òà ū ç (16)
íàáið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí{1

ε
|uε(t, x)− ū(t, x)|, ε > 0, (t, x) ∈ [0, T ]× [0,π]

}
îáìåæåíèé çà éìîâiðíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî, ùî

1

ε
(uε(t, x)− ū(t, x)) =

∫

(0,π]

dµ(y)
1

ε

∫ t

0

S(t− s, x, y)(σ(s/ε, y)− σ̄(t, x)) ds.

Iç (17) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨

gt,x(y) =
1

ε

∫ t

0

S(t− s, x, y)(σ(s/ε, y)− σ̄(t, x)) ds

ðiâíîìiðíî îáìåæåíi. Òîäi âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ iíòåãðàëiâ çà dµ îáìåæåíi çà éìîâið-
íiñòþ (öå âèïëèâà¹, íàïðèêëàä, iç [13, òâåðäæåííÿ 7.1.1 (iv)]). �

Iç öi¹¨ òåîðåìè ëåãêî îòðèìó¹ìî íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè A2* òà A3. Òîäi äëÿ uε ç (15) òà ū ç (16),
(t, x) ∈ [0, T ]× [0,π] i äëÿ êîæíîãî α < 1 âèêîíó¹òüñÿ

1

εα
|uε(t, x)− ū(t, x)| P→ 0, ε→ 0 + .

7. Ïîäÿêà

Àâòîðè ùèðî âäÿ÷íi ðåöåíçåíòàì çà ñëóøíi çàóâàæåííÿ òà ïîðàäè, ÿêi äîïîìîãëè
ïîêðàùèòè òåêñò ñòàòòi.
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EQUATION FOR VIBRATIONS OF A FIXED STRING DRIVEN BY
A GENERAL STOCHASTIC MEASURE

I. M. BODNARCHUK, V. M. RADCHENKO

Abstract. Equation for vibrations of a string with fixed ends driven by a general stochastic measure is

investigated in three cases: the stochastic measure depends on time variable, on space variable and on

the set of both variables. Averaging principle is considered and the rate of convergence to the solution
of the averaged equation is evaluated.


