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Решена динамическая нестационарная задача виброударно4
го уплотнения вязкоупругих материалов (тела Максвелла)

при помощи обобщенного метода Бубнова4Гальоркина.

The dynamic unstationary task of vibroimpact compression 
of viscoelastic materials (bodies of Maxwell) through the gene4

ralized method Bubnova4Gal’orkina is decided.

Постановка проблеми
Ударні та імпульсні різновиди

навантажень у основному виз�
начають розрахункові схеми не�
стаціонарних динамічних задач.
Найбільш цікавими як для прак�
тики, так і для теорії слід назвати
задачі удару, пов’язані з появою
та зникненням зв’язків. Для за�
дач віброударного ущільнення
в’язкопружних матеріалів таким
ударним навантаженням є удар
жорсткого тіла з наступним від�
скоком його від оброблюваного
середовища.

Для розв’язку нестаціонар�
них динамічних в’язкопружних
задач часто використовують ме�
тоди перетворень Лапласа і
Фур’є, але при загальних моде�
лях лінійної в’язкопружної по�
ведінки матеріалів (зокрема,
тіла Максвелла) процес оберне�
ного перетворення зображень
пов’язаний зі значними матема�
тичними труднощами. Набли�
жені методи перетворень зоб�

ражень, які використовуються у
статиці, у динамічному випадку
не можуть бути застосовані,
оскільки полюси у площині пе�
ретворень необов’язково будуть
лежати на від’ємній дійсній вісі.
Застосування перетворення Лап�
ласа з наступним чисельним пе�
ретворенням зображень для ок�
ремої постановки розглядуваної
нижче задачі може надати мож�
ливість отримати залежності пе�
реміщень від часу.

Тому перевагу слід віддати
варіаційним методам, заснова�
ним на застосуванні принципу
віртуальної роботи Лагранжа,
методу Бубнова�Гальоркіна або
функціоналу, який можна запро�
понувати для незв’язаних ди�
намічних в’язкопружних задач.

При такому підході у якості
координатних функцій викорис�
товують власні функції відповід�
них пружних задач. Так, викори�
стання власних функцій у проце�
дурі Рітца дозволяє будувати
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розв’язок, який задовольняє то�
тожньо координатній частині
рівняння руху та однорідним
граничним умовам задачі, а та�
кож шукати розв’язок у виді роз�
кладу за власними формами у
випадку вимушеного наванта�
ження.

Аналіз попередніх 
досліджень
Застосування перетворення

Лапласа для ударно�імпульсно�
го навантаження в’язко�пруж�
них тіл реалізоване у роботі [1].
Цей підхід дозволив отримати
лише залежності переміщень
від часу. У [2] запропонований
функціонал для незв’язаних ди�
намічних в’язкопружних задач,
котрий дозволяє застосувати
варіаційні методи для розв’язку
останніх. Автори [3] розгляда�
ють деякі особливості розрахун�
ку в’язкопружних матеріалів
(зокрема, амортизаторів, які
моделюються тілами Максвел�
ла) при їх ударно�імпульсному
навантаженні.

Результати вказаних робіт
використані для встановлення
розрахункових особливостей
ударно�імпульсного наванта�
ження в’язкопружних тіл (зокре�
ма, тіл Максвелла) при моделю�
ванні віброударного ущільнення
матеріалів. 

Мета роботи
Виявлення основних особли�

востей розрахунку при ударно�
імпульсних видах навантажень
в’язкопружних тіл (зокрема, тіл
Максвелла) при розв’язуванні
динамічних нестаціонарних за�
дач віброударного ущільнення
матеріалів. 

Результати проведених 
досліджень
Для виявлення розрахунко�

вих особливостей, вказаних у
меті даної роботи, розглянемо
аналітичний розв’язок задачі
удару жорсткого тіла по в’язкоп�
ружному стрижню скінченої дов�
жини при врахуванні гравітацій�
них ефектів (ударної маси жор�
сткого тіла). 

Удар жорстким тілом Mт по
вертикально розміщеному стриж�
ню довжиною h з поперечним
перерізом F (рис.) зводиться до
розв’язку інтегродиференціаль�
ного рівняння: 

(1)

При граничних та початкових
умовах:

U = 0    при x = h; 

при x = 0;

при t = 0,  (2)
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де

Е — модуль пружності (Юнга)
матеріалу стрижня, p — його
щільність, g — прискорення
вільного падіння (g = 9,81 м/с2),
функція впливу [4].

Поставлена задача не є ста�
ціонарною, тому її розв’язок шу�
каємо у вигляді:

(3)

де — власні
функції пружної задачі про коли�
вання горизонтально розміще�
ного стрижня з вантажем на од�
ному з його кінців; pn — власні
частоти цієї задачі, які визнача�
ються як корені трансцендент�
ного рівняння:

m = ρ · F · h.                
(4)

Використовуючи узагальне�
ний метод Бубнова�Гальоркіна
(або принцип віртуальної робо�
ти Лагранжа) до рівняння (1),
отримаємо неоднорідні інтегро�
диференціальні рівняння для
визначення функції ƒn(t):

(5)

де

γn = pn · cСТ,

(6)

З початкових умов задачі
знаходимо:

ƒn(0) = 0,

(7)

Можна показати, що точний
розв’язок (5) має вигляд [3]:

(8)

де а для моделі 

тіла Максвелла:

Λ(t) = β · e–βt.

Слід зазначити, що при :

(9)

Тоді з (9) для Ωn маємо:

(10)

З (10) для лінійної частоти

маємо:

(11)
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Нижче, у таблиці надані чи�
сельні результати розрахунку vn
для різних h та CCT при n = 2.

Висновки
1. Знайдений аналітичний

розв’язок динамічної нестаціо�
нарної задачі віброударного ущіль�
нення в’язкопружних матеріалів
за допомогою узагальненого ме�
тоду Бубнова�Гальоркіна. 

2. Визначені лінійні частоти
(геометричних) резонансів ма�
теріалу (у межах моделі Макс�
велла), який розглядається як
стрижень скінченних розмірів
(система з розподіленими па�
раметрами), що зазнає удару
жорсткого тіла маси MT. Чи�
сельні значення вказаних частот
наведені для різних CCT, h при
n = 2і MT → ∞.

Встановлені у роботі особли�
вості розрахунку в’язкопружних
тіл, що знаходяться під впливом
ударно�імпульсних видів наван�
тажень, стануть у нагоді при
уточненні та вдосконаленні існу�
ючих інженерних методів розра�
хунку подібних систем.
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Значення vn, Γy при n = 2 та
різних значеннях CCT, м/с і h, м

h, м CCT, м/с

0,5 30 60 100

1,0 15 30 50

1,5 10 20 33,3

2,0 7,5 15 25

3,0 5 10 16,7

4,0 3,75 7,5 12,5

5,0 3 6 10

6,0 2,5 5 8,35

7,0 2,1 4,2 7,1

8,0 1,87 3,75 6,25

9,0 1,70 3,40 5,60

10,0 1,5 3 5
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