
Постановка проблеми

Розробка та дослідження

технологічних машин для полі�

графічного та пакувального ви�

робництва, побудованих на ос�

нові механізмів із паралельними

кінематичними зв’язками, являє

собою актуальну наукову проб�

лему. Її практичне значення по�

лягає в можливості створення

машин для поліграфічного та па�

кувального виробництва низької

матеріалоємності із широкими

функціональними можливос�

тями.

Обладнання для полігра�

фічного та пакувального вироб�

ництва відзначаються високою

продуктивністю, низькою ма�

теріалоємністю та енерго�

ємністю. Перспективним типом

обладнання є механізм�гекса�

под, що має шість штанг змінної

довжини.

Аналіз попередніх 

досліджень

В літературних джерелах на�

ведена значна кількість розро�

бок по конструктивному вдоско�

наленню обладнання для полі�

графічного та пакувального ви�

робництва, дослідженню показ�

ників їх статичної та динамічної

точності [1, 2]. Останні дослі�

дження, результати яких наве�

дено в публікаціях, включають

визначення кінематичних і ди�

намічних параметрів, знахо�

дження жорсткосних характери�

стик, загальних показників точ�

ності механізмів [3, 4]. В окремих

публікаціях вказано на наявність

випадкових складових похибок

обробки [3]. Дослідження при�

чин і закономірностей виникнен�

ня випадкових похибок в наяв�

них літературних джерелах та в

мережі Internet не виявлено.
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Разработана методика определения случайных ошибок по3

зиционирования платформы механизма3гексапода. Ошибки

возникают вследствие случайных изменений длины штанг

механизма. На основе решения обратной задачи кинематики

находится взаимосвязь малых (случайных) изменений длины

штанг и соответствующих им перемещений платформы ме3

ханизма3гексапода.

The methods of determination are worked out casual errors

of system platform of mechanism3hexapod. Errors arise up

because of casual changes of length of barbells of mechanism.

On the basis of decision of reverse task of kinematics there is

intercommunication of stochastic changes of length of barbells

and moving of platform of mechanism3hexapod.



Мета роботи

Метою досліджень є вста�

новлення параметрів точності

механізма гексапода для полі�

графічного та пакувального ви�

робництва. Задачами дослі�

джень поставлено розробку ме�

тодів визначення випадкових

похибок обладнання для полі�

графічного та пакувального ви�

робництва, які виникають вна�

слідок неточності приводів

зміни довжини штанг.

Результати проведених 

досліджень

Основною причиною похибок

обладнання для поліграфічного

та пакувального виробництва є

випадкові зміни довжин штанг

механізма�гексапода (рис. 1).

Випадкове положення плат�

форми визначено у вигляді век�

тора, що має шість компонент.

Три із них являють собою коор�

динати центра платформи, а

три — кутові величини (набір

кутів Ейлера). Відповідно поло�

ження деякої точки u характери�

зується вектором визначеним в

просторі 6�ти вимірів.

Застосування вектора має

певну незручність, викликану

різнорідністю його компонент.

Тому доцільно використати мо�

дифікований вектор, який

відрізняється від наведеного

переводом кутових величин

в лінійні. Тоді вектор пара�

метрів, що визначає положення

платформи запишеться у виг�

ляді:
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Рис. 1. Зміни положення платформи внаслідок випадкових змін

довжини штанг



.

де mψ, mθ, mϕ — відповідно виб�

рані масштабні множники, що

мають розмірність координат.

В загальному випадку век�

тор, що визначає положення

платформи, запишеться у виг�

ляді 

X1 = [xi], i = 1, 2, …, 6,

де xi — відповідна компонента

вектора.

Згідно розв’язаної раніше

зворотної задачі кінематики [5]

компоненти даного вектора є

вхідними параметрами систе�

ми. Вони визначені у вигляді не�

залежних функцій часу t  

Xi = xi(t).

У результаті розв’язку зво�

ротної задачі кінематики знай�

дено в числовому вигляді набір

�координат, що відповідають

вектору вхідних параметрів.

Вектор вхідних параметрів

визначений своїми компонента�

ми, які є деякими функціями ча�

су. Прийнято, що координати

платформи x = p1, y= p2, z = p3

змінюються по закону, визначе�

ному залежностями:

Закони зміни кутів Ейлера

прийнято гармонічними.

Зміна компонент вектора в
часі наведена на рис. 2.

Одержаний в результаті
розв’язку оберненої задачі кіне�
матики вектор �координат по�
дано у вигляді

Компоненти вектора обчис�
лені як функція часу (див. рис. 3).

Вектор �координат є функціо�
нально залежним від вектора
вхідних параметрів. Дана залеж�
ність є нелінійною і в загальному
випадку записується у вигляді

L = F(X),
де F(X) — вектор, компоненти
якого в загальному вигляді опи�
сують залежності �координат
від компонент вектора вхідних
параметрів та часу

Визначимо взаємозв’язок

між нескінченно малими зміна�

ми х�координат і �координат.

Кожна із компонент вектора 

�координат являє собою функ�

цію шести змінних, що являють

собою х�координати. По правилу

диференціювання функції кіль�

кох змінних знайдемо

де d j — диференціал j�ї �коор�

динати.

Всі величини, які входять в

дану залежність допускають

безпосереднє обчислення.

Запишемо дану рівність в ма�

трично�векторному вигляді

dL = MdX,

де матриця М своїми компонен�

тами має частинні похідні

відповідних �координат по х�

координатам
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Компоненти матриці є

функціями часу і визначаються в

результаті розв’язку оберненої

задачі кінематики.

Якщо при розв’язку задачі всі

вхідні параметри задані функ�

ціями часу t то компоненти мат�

риці знаходяться як

У процесі обчислень можливі

випадки сингулярності, обумов�

лені появою компонент матриці

mji = 0 або mji = ∞. Однією із при�

чин цього явища може бути умо�

ва

або 

Ці окремі випадки повинні

бути проаналізовані в процесі

розв’язку прямої задачі кінема�

тики. Для прийнятого закону

зміни в часі компонент вектора

вхідних параметрів знайдені час�

тинні похідні �координат в часі.
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Рис. 3. Компоненти вектора �координат обчислені згідно розробленої

методики і подані у вигляді функції часу

Рис. 2. Значення вектора вхідних параметрів у функції часу,

що відповідають прийнятому закону зміни положення платформи
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Результати розрахунку похідних

наведені на рис. 4.

Із аналізу наведених графіків

випливає, що похідні �коорди�

нат для даного випадку є глад�

кими неперервними обмеже�

ними  функціями. Тому  випадки

сингулярності, в яких 

виключаються.

Аналогічно обчислені похідні

компонент вектора вхідних па�

раметрів (див. рис. 5).

Компоненти вектора вхідних

параметрів            можуть набува�

ти нульових значень Відповідно

обернена величина              в цих

точках прямує до нескінченності

(рис. 6).
На першому етапі аналізу об�

межимося розглядом випадків
відсутності нескінченних зна�
чень компонент матриці М. Це
має місце для деяких інтервалів
часу зокрема в околиці точки 
t = 2,8 с. 

Для даного значення часу об�
числено компоненти матриці М.

Одержана матриця є сингу�
лярною. Її визначник дорівнює
нулю, а ранг одиниці.
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Рис. 5. Результати обчислення швидкості зміни компонент вектора

вхідних параметрів

Рис. 4. Розрахункові значення похідних компонент вектора �координат
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Розв’яжемо рівняння, що

зв’язує диференціали х�коорди�

нат і �координат.

Для цього визначимо дифе�

ренціал кожної х�координати як

функцію 6�ти змінних �коорди�

нат

Зазначимо, що

Тобто коефіцієнти залежності

визначаються через компонен�

ти матриці М, а саме є оберне�

ним їм. При цьому dX = NdL, де

N — матриця, компоненти якої є

оберненими компонентам мат�

риці М та над якою додатково

здійснена операція транспону�

вання. Таким чином дифе�

ренціал х�координати dxi вира�

жається через диференціали 

�координат згідно формул

де

Переходячи від диференціа�

лів dxi та d j до кінцевих при�

ростів відповідних величин

отримаємо

Матриця N = (nji) може мати

різні значення своїх компонент.

Вони залежать від моменту ча�

су, в яких обчислюються час�

тинні похідні.

Компоненти матриць вста�

новлюють зв’язок змін двох груп
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Рис. 6. Результати розрахунку обернених значень швидкостей зміни

компонент вектора вхідних параметрів
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фізичних координат. Вони до�

зволяють встановити взаємо�

зв’язок змін координат. По суті

компоненти матриці N є ко�

ефіцієнтами чутливості змін 

х�координат по причині змін 

�координат. Для аналізу всієї

сукупності компонент матриць

(36 параметрів) використана

візуалізація матриць. Компо�

ненти матриць зображено у виг�

ляді стовпчастої діаграми

(рис. 7).

Рис. 7. Візуалізовані значення

функцій чутливості для визначення

зміни положення шпинделя

верстата внаслідок незалежних

змін �координат

Візуалізація матриці дозво�

ляє виконати аналіз наявності

сингулярних точок механізма.

Якщо компоненти матриці N,

зокрема nji = 0 це значить, що

будь�які зміни j�ї �координати

не приведуть до зміни і�ої х�ко�

ординати, тобто при кінцевому

δ j буде δxi = 0.

Якщо компонента матриці

nji →∞, то будь�які зміни j�ї �ко�

ординати призведуть до

нескінченно великих змін х�ко�

ординати. Фізично це відпо�

відає сингулярній точці ме�

ханізму паралельної структури.

Ця сингулярна точка визна�

чається лише геометричними

параметрами, тобто визначає

геометричну сингулярну точку.

Враховуючи зв’язок компо�

нент матриць M i N, можна зро�

бити висновок, що сингулярна

точка має місце у випадку, коли

якась із компонент матриці М 

mji = 0.

Встановлена взаємозалеж�

ність між малими змінами та 

х�координат дозволяє провести

аналіз випадкових змін поло�

ження робочого органа ме�

ханізму в залежності від випад�

кових змін довжини штанги.

Зміна довжини штанги (по�

хибка) може бути визвана різни�

ми причинами. Однією із най�

більш ймовірних причин похиб�

ки є поперечні коливання штан�

ги як системи з розподіленими

по довжині штанги параметра�

ми. Іншими причинами похибок

є похибки та деформації в

шарнірах, люфти і деформації в

приводах штанг. У результаті дії

всієї сукупності факторів довжи�

на штанги ( �координата) змі�

нюється випадковим чином на

величину похибки. Випадкові

зміни довжини штанг (похибки)

описані своїми канонічними

розкладами по системі тригоно�

метричних функцій.

Кожна із �координат подана

у вигляді відрізка гармонічного

ряду

Випадкові величини, які є ко�

ефіцієнтами канонічних роз�

кладів випадкових процесів за�

дані генераторами випадкових

чисел з нормальним законом

розподілу.
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Задані своїм канонічним роз�

кладом випадкові зміни �коор�

динат являють собою широко�

полосні випадкові процеси

(рис. 8).

Визначені своїми канонічни�

ми розкладами випадкові по�

хибки всіх шести �координат

сформовані у вигляді векторної

функції часу 

Відповідні реалізації випад�

кових похибок положення шпин�

деля одержані розрахунком теж

являють собою випадкові про�

цеси (рис. 9).

У даному випадку випадкові

похибки �координат приводять

до похибок переміщень плат�

форми в напрямку осі у в діапа�

зоні –4, ..., +4 мкм. Випадкові

похибки переміщення ме�

ханізму в напрямку осі х суттєво

менші і знаходяться в межах 

–2, ..., +2 мкм. Похибки пе�

реміщення в напрямку осі z є на�

багато меншими і не перевищу�

ють 1 мкм.

Аналогічним чином визначені

випадкові зміни кутів Ейлера ψ,

θ, ϕ. Реалізація випадкових про�

цесів зміни кутів в цілому подібні

процесам поступального пе�

реміщення робочого органа ме�

ханізму (рис. 10).

Похибки механізму визнача�

ють параметри його точності.

Розглянута методика і результа�

ти дають можливість оцінити по�

хибки положення платформи

внаслідок дії всього комплексу

причин зміни �координати. Зо�

крема це коливання штанги та

параметри точності сферичних

опор. 
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Рис. 9. Реалізація випадкових значень похибок зміщення платформи

в напрямку осі x

Рис. 8. Типовий випадковий процес зміни �координати

верстата�гексапода



Висновки

1. Розроблена методика

оцінки випадкових складових

кінематичної точності механізма

гексапода для поліграфічного і

пакувального виробництва, яка

базується на розв’язку оберне�

ної задачі кінематики і дозволяє

виконати кількісний аналіз ви�

падкових похибок для заданих

формоутворюючих рухів ме�

ханізма.

2. Застосування методики

потребує аналізу особливих

(сингулярних) положень кінема�

тичних ланцюгів, які визнача�

ються в результаті аналізу фор�

моутворюючих рухів механізма

гексапода для поліграфічного і

пакувального виробництва. В

області сингулярних положень

виникають значні кінематичні

похибки випадкового характеру.

3. Для опису випадкових

кінематичних похибок ме�

ханізма гексапода для полі�

графічного і пакувального ви�

робництва доцільно застосува�

ти розклад похибок по системі

гармонічних функцій із випадко�

вими коефіцієнтами. Незалежні

похибки, що відповідають ви�

падковим змінам довжини

штанг мають вигляд широкопо�

лосних випадкових процесів

полігармонічного типу. Похибки

платформи шпинделя верстата

мають резонансні області, які

визначаються особливостями

кінематики верстата та спе�

цифікою формоутворюючих

рухів механізма гексапода для

поліграфічного і пакувального

виробництва.

4. Випадкові похибки поло�

ження платформи знаходяться в

межах ±4 мкм в площині пе�

реміщення платформи. В пер�

пендикулярному напрямку по�

хибки кутового положення плат�

форми складають ±6'' і є не�

суттєвими.

5. Як напрямок подальших

досліджень рекомендується

врахування впливу динамічних

процесів на виникнення випад�

кових похибок положення плат�

форми.
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Рис. 10. Реалізація випадкових процесів кутового повороту шпинделя

навколо осі x
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