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Рассматриваются квазиблочные 

задачи со связывающими перемен-

ными, в которых каждый блок 

(подзадача) в свою очередь явля-

ется квазиблочной задачей. Для 

решения предлагается схема де-

композиции, основанная на по-

строении линейных аппроксима-

ций и поиске ε -оптимальных 

решений подзадач. Особенностью 

алгоритма является возмож-

ность согласования точности ап-

проксимаций для различных под-

задач. 
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В работе рассматриваются задачи линейного 

программирования большой размерности, 

являющиеся естественным обобщением ква-
зиблочных задач со связывающими перемен-

ными [1]. Такие задачи имеют место, если 

каждый блок квазиблочной задачи в свою 

очередь является квазиблочной задачей. 

Прикладными областями, в которых 

возникают такие задачи, являются модели-

рование в экономике [2], многоэтапное сто-

хастическое программирование [3–5] и др. 

Рассматриваемые задачи достигают размер-

ностей десятков миллионов переменных и 

ограничений. Для их решения разрабатыва-
ются специализированные алгоритмы, ис-
пользуются суперкомпьютеры с большим 

числом процессоров. Предлагаемые алго-

ритмы являются, как правило, обобщениями 

схемы декомпозиции Бендерса [6]. 

Вложенная структура рассматриваемых 

задач описывается совокупностью связанных 

выпуклых подзадач – деревом подзадач. Во-

просы применения схем декомпозиции к не-
линейным выпуклым квазиблочным задачам 

со связывающими переменными рассматри-

вались в [7–9]. В этих работах был предло-

жен подход, позволяющий перейти к вычис-
лению ε -субградиентов координирующей 

задачи на основе приближенных решений 

подзадач. Для решения координирующей 

задачи должны использоваться, соответст-
венно, ε -субградиентные методы. В настоя-
щей работе для задач с вложенной структу-

рой предлагается схема декомпозиции, также 
основанная на поиске ε -оптимальных 
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решений подзадач. Для каждой подзадачи строится линейная аппроксимация, 
точность которой увеличивается в процессе вычислений. Особенностью предла-
гаемого алгоритма является возможность согласования точности аппроксима-
ций для различных подзадач. 

1. Будем считать заданным некоторое дерево ( , )V E . Каждой вершине q V∈  

поставим в соответствие оптимизационную задачу, зависящую от параметров. 

Вектор параметров обозначим q
x , вектор переменных, по которым осуществля-

ется оптимизация, – q
y . Задачи, соответствующие разным вершинам дерева 

( , )V E , являются связанными. Связь заключается в том, что если вершина q  – 

непосредственный потомок вершины p , то  

( , )q p p
x x y= .      (1) 

Для корневой вершины r  будем предполагать, что 0r
x = . 

Пусть ( )q q
f x  - некоторая функция параметров q

x  вершины q . В дальней-

шем будем считать эквивалентными записи ( )q q
f x  и ( , )q p p

f x y , где q  есть 

непосредственный потомок вершины p . 

Обозначим ( )S q  множество непосредственных потомков вершины q . 

Оптимизационная задача для вершины q V∈  имеет вид: найти 

( )

( ) min ( , )
q

q q q q s q q

y s S q

x c y x y

∈

  
ϕ = + ϕ 

  
∑    (2) 

при ограничениях 
q q q q q

A y d B x≤ − .    (3) 

Матрицы ,q q
A B , вектор-строка q

c  и вектор q
d  считаются заданными для 

каждой вершины q V∈ . 

Для висячих вершин дерева ( , )V E  задачи (2)–(3) являются задачами линей-

ного программирования, для остальных вершин задачи (2)–(3) определяются 

рекуррентно. Известно (см., например, [1]), что функции ( ),q q
x q Vϕ ∈ , являют-

ся выпуклыми. 

Для корневой вершины оптимизационная задача от параметров не зависит 
(или, что эквивалентно, значения параметров зафиксированы). 

Совокупность задач (2)–(3) для всех вершин дерева ( , )V E  может быть 

представлена одной задачей линейного программирования большой размерно-

сти, обладающей вложенной структурой. В случае, когда дерево состоит из кор-

ня и набора висячих вершин, эта задача является квазиблочной задачей со свя-
зывающими переменными [1] и с дополнительными ограничениями (3). Задача 
(2)–(3) для корневой вершины является координирующей задачей в схеме де-
композиции по переменным. 
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2. Рассмотрим выпуклую параметрическую задачу следующего вида: найти  

{ }( ) min ( , ) ( , )
y

x c y F x yΦ = +     (4) 

при ограничениях 

Ay d Bx≤ − .    (5) 

Пусть задана некоторая кусочно-линейная нижняя аппроксимация ( , )H x y  

для функции ( , )F x y :  ( , ) ( , )H x y F x y≤ , 

{ }( , ) max ( , ) ( , ) , 1,...,
i i
x y i

i
H x y h x h y i I= + + η = .   (6) 

Положим { }* ( ) min ( , ) ( , ) :
y

x c y H x y Ay d Bxξ = + ≤ − . Очевидно, * ( ) ( )x xξ ≤ Φ . 

Пусть значение x  зафиксировано. Нетрудно видеть, что 
*

,
( ) min

y
x

ξ
ξ = ξ     (7) 

при ограничениях 

( , ) ( , ) , 1,...,i i
x y ih x c h y i Iξ ≥ + + + η = ,  (8) 

Ay d Bx≤ − .    (9) 

Обозначим  

, 1,...,iw i I= - двойственные переменные, соответствующие ограничениям 

(8), 1( ,..., )Iw w w= ; 

u  - вектор двойственных переменных, соответствующих ограничениям (9); 

 G - матрица, строками которой являются векторы , 1,...,i
yc h i I+ = ; 

xH - матрица, строками которой являются векторы , 1,...,i
xh i I= ; 

1( ,..., )Iη = η η . 

Задача, двойственная к (7)–(9), имеет вид: найти  

{ }
,

max ( , ) ( , )x
u w

H x u Bx d w+ η + −    (10) 

при ограничениях 

1

1
I

i

i

u

=

=∑ ,     (11) 

0T T
G u A w+ = ,    (12) 

0, 0u w≥ ≥ .    (13) 

Нетрудно видеть, что имеет место следующее утверждение. 

Утверждение. Пусть ,u w  – допустимая точка задачи (10)–(13). Тогда  
*( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )xL x H x u Bx d w x x≡ − η + − ≤ ξ ≤ Φ .   (14) 
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Если  ( ), ( )u u x w w x= =  – решение задачи (10–(13) для x x= , то линейная 

функция ( )L x  является опорной для * ( )xξ  и 
*( ) ( )L x x= ξ . 

Таким образом, если задана некоторая нижняя аппроксимация ( , )H x y  для 

функции ( , )F x y , то соотношение (14) определяет правило построения аппрок-

симаций для функции ( )xΦ . 

3. Пусть задана некоторая линейная (нижняя) аппроксимация ( , )q q q
H x y  

для функции 

( )

( , )
s q q

s S q

x y

∈

ϕ∑  в выражении (2) для каждого q V∈ . Для висячих 

вершин ( , ) 0q q q
H x y ≡ . 

Будем называть l -аппроксимацией задачи (2)–(3) следующую задачу: найти  

{ }( ) min ( , )
q

q q q q q q q

y

x c y H x yψ = + ,   (15) 

при ограничениях 
q q q q q

A y d B x≤ − .    (16) 

Легко видеть, что для висячих вершин задачи (2)–(3) и (15)–(16) совпадают. 

Для корневой вершины r  дерева ( , )V E  величина rψ  есть оценка снизу опти-

мального значения совокупности задач. 

ld -аппроксимацией задачи (2)–(3) будем называть задачу: найти  

( )

( ) min ( , )
q

q q q q s q q

y s S q

x c y x y

∈

  
ξ = + ψ 

  
∑    (17) 

при ограничениях 
q q q q q

A y d B x≤ − .    (18) 

Заметим, что ld -аппроксимация для каждой висячей вершины  есть квазиб-

лочная задача линейного программирования со связывающими переменными с 
дополнительными ограничениями (18). Для висячих вершин задачи (17)–( 18) и 

(15)–(16) совпадают. 

Аппроксимации ( , ),q q q
H x y q V∈  назовем согласованными, если 

( ) ( ),q q q q
x x q Vψ ≤ ξ ∈ . 

Обозначим q
I  множество индексов параметров вершины q V∈ , т.е. 

( , )q q
ix x i I= ∈ . Положим  

( , )q
i

q V

x x i I

∈

= ∈U .      (19) 
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Пусть некоторым образом определены значения компонент вектора x . Тем 

самым определены значения переменных 
q

y  для каждой вершины q V∈ , не 

являющейся висячей. 

Вектор x  будем называть допустимым, если для каждой невисячей верши-

ны выполняются ограничения (3), а для висячих вершин ограничения (3) опре-
деляют непустые множества.  

Обозначим *
V  множество висячих вершин дерева ( , )V E . Пусть задан набор 

неотрицательных чисел *( , \ )q
q V Vε = ε ∈ .  

Согласованные   аппроксимации   *( , ), \q q q
H x y q V V∈   будем  называть  

ε -сбалансированными в допустимой точке x , если  

*

( )

0 ( , ) ( ) , \
q q q qq s q q

s S q

c y x y x q V V

∈

≤ + ψ − ψ ≤ ε ∈∑ .  (20) 

Заметим,  что  соотношение  (20)   для  фиксированного q   есть  условие 

qε -оптимальности решения 
q

y  квазиблочной задачи (17)–( 18) при 
qq

x x= . 

Лемма. Пусть аппроксимации *( , ), \q q q
H x y q V V∈  являются ε - сбаланси-

рованными в точке x . Тогда x  – σ -оптимальное решение совокупности задач 

(2)–(3), поставленных в соответствие вершинам дерева ( , )V E , где 

*\

q

q V V∈

σ = ε∑ . 

Доказательство. Для висячих вершин q  обозначим ( )
qq

xϑ  оптимальное 

значение задачи линейного программирования (2)–(3). Для остальных вершин 

величины ( )
qq

xϑ  определим рекуррентно: 

( )

( ) ( , ) ( , )
q q q qq q s

s S q

x c y x y

∈

ϑ = + ϑ∑ .   (21) 

Нетрудно видеть, что rϑ  – значение целевой функции на приближенном 

решении x , где r  – корень дерева ( , )V E . Обозначим q
V  множество всех по-

томков вершины q , q
q V∈ , 

*\q

q s

s V V∈

σ = ε∑ . Покажем, что  

( ) ( )
q qq q q

x xϑ − ψ ≤ σ .    (22) 
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Пусть все потомки вершины q  – висячие вершины. Тогда с учетом (21)  ус-

ловия (20) и (22) эквивалентны, т.е. 
q

y есть qε -оптимальное решение задачи 

(17)–(18) при 
qq

x x= . Пусть неравенство (22) выполняется для всех потомков 

вершины q . Покажем, что тогда это неравенство справедливо и для верши-

ны q . Учитывая (21), (20), получаем 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( , )
q q q q q qq q q s s q s q

s S q s S q s S q

x x x y x y

∈ ∈ ∈

ϑ − ψ ≤ ε + ϑ − ψ ≤ ε + σ = σ∑ ∑ ∑ . 

Откуда при q r=  ( r  - корень дерева ( , )V E ) получаем утверждение леммы. 

Лемма доказана. 

4. При использовании схем декомпозиции для решения квазиблочных задач 

со связывающими переменными возникают определенные трудности при опре-
делении значений связывающих переменных, для которых все подзадачи имеют 
решения. Для преодоления этих трудностей в [1] предложена специальная регу-

ляризация исходной задачи, заключающаяся во введении вспомогательных пе-
ременных для каждого ограничения подзадач. Вспомогательные переменные 
вводятся в целевую функцию с большими штрафными коэффициентами, что 

обеспечивает эквивалентность исходной и регуляризованной задач. 

В дальнейшем предполагается, что аналогичная регуляризация проведена 
для совокупности задач (2)–(3). 

Обозначим ( , )q q q
x yξ  значение целевой функции задачи (17)–(18) в допус-

тимой точке q
y : 

( )

( , ) ( , )
q q q q q s q q

s S q

x y c y x y

∈

ξ = + ψ∑ .   (23) 

( )q
P ε -процедурой решения ld -аппроксимации (квазиблочной задачи (17)–(18)) 

для   заданного   q V∈    и  фиксированного  
q

x   назовем  процедуру  поиска  
qε -оптимального решения q

y  этой задачи и построения (уточнения) аппрокси-

мации ( , )q q q
H x y , для которых выполняется   

0 ( , ) ( ) ,q q q q q q
x y x q V≤ ξ − ψ ≤ ε ∈ .   (24) 

Для реализации ( )q
P ε -процедуры могут использоваться методы негладкой 

оптимизации [1], методы секущих плоскостей [3–5] и др. Алгоритмы негладкой 

оптимизации, например r-алгоритмы, используются в схеме декомпозиции по 

переменным для решения негладкой координирующей задачи. При этом для вы-

числения субградиентов необходимо найти оптимальные значения двойствен-
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ных переменных для подзадач квазиблочной задачи. Для решения квазиблочной 

задачи по схеме декомпозиции Бендерса [6] строятся опорные и отсекающие 
гиперплоскости, которые добавляются в координирующую линейную задачу. 

Для этого также необходимо найти оптимальные значения двойственных пере-
менных для подзадач квазиблочной задачи. Решение подзадач линейного про-

граммирования по обеим схемам декомпозиции и координирующей задачи для 
схемы Бендерса может проводиться специализированными программами сим-

плекс-алгоритма.  
Сравнительный анализ различных подходов к решению квазиблочных задач 

со связывающими переменными описан в [10]. Вычислительные эксперименты 

показывают, что для задач с большим числом ограничений в подзадачах и ма-
лым числом переменных более предпочтительными оказываются схемы деком-

позиции, основанные на методах негладкой оптимизации. Для программной 

реализации более простыми являются схемы, основанные на методах секущих 

плоскостей и программных средствах линейного программирования. 
В дальнейшем будем предполагать, что в нашем распоряжении имеется не-

которая реализация ( )q
P ε -процедуры. 

Пусть задан вектор ( , )q
q Vε = ε ∈ . Рассмотрим ( )A ε -алгоритм поиска до-

пустимой точки x  и построения ε -сбалансированных  аппроксимаций 

( , ),q q q
H x y q V∈  в этой точке. Будем предполагать заданными некоторые на-

чальные  аппроксимации 0 ( , ),
q q q

H x y q V∈ . 

Пусть для каждой вершины q V∈  заданы некоторая текущая аппроксима-

ция ( , )q q q
H x y  и допустимая точка  ( , )q q

x y . Векторы ( , )q q
x y  согласованы 

согласно (1), вектор x  определен в соответствии с (19). 

Рассмотрим связное поддерево ( , )b bB V E=  дерева ( , )V E , содержащее 

корневую вершину r . Поддерево B  будем называть ε -сбалансированным для   

аппроксимаций ( , ),q q q
bH x y q V∈  в точке x , если условие (24) выполняется 

для всех bq V∈ . 

На каждой итерации рассматриваемого ( )A ε -алгоритма анализируется и 

модифицируется некоторое текущее ε -сбалансированное поддерево B  (если 

bV = ∅ , то поддерево B  будем называть пустым), текущие вектор (точка) x , 

аппроксимация ( , )q q q
H x y  для всех q V∈ , 

qε -оптимальное решение q
y  для 

всех висячих вершин  поддерева B . Считается заданным параметр алгоритма 
, 0 1γ γ< < . 

Приведем описание ( )A ε -алгоритма. 

Шаг 0. Положить bV = ∅  ( B - пустое поддерево). 
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Шаг 1. Выбрать вершину \ bq V V∈ , для непосредственного предка p  ко-

торой выполняется bp V∈ . Если bV = ∅ , выбрать корневую вершину дерева. 

Шаг 2. Если для текущей точки ( , )q q
x y  выполняется условие (24), доба-

вить вершину q  в поддерево B  и перейти на шаг 5. 

Шаг 3. Применить ( )q
P γε -процедуру к вершине q , пусть q

y - полученное 
qε -оптимальное решение.  
Шаг 4. Исключить непосредственного предка p  и всех его потомков из 

поддерева B . 

Шаг 5. Если поддерево B  совпадает с исходным деревом ( , )V E , Закончить 

процесс вычислений (искомая точка x  и ε -сбалансированные  аппроксимации 

построены), иначе перейти на шаг 1. 

Приведем некоторые пояснения шагов 3 и 4. Применение ( )q
P γε - процеду-

ры к вершине q  приводит к уточнению аппроксимации ( , )q q q
H x y , что в свою 

очередь приводит к увеличению разности ( , ) ( )p p p p p
x y xξ − ψ  для непосредст-

венного предка p  вершины q . При нарушении условия (24) для вершины p  

необходимо повторно уточнять аппроксимацию для этой вершины и искать 

уточненное решение p
y , т.е. применять ( )p

P γε - процедуру. В случае 0 1< γ <  

при малом увеличении разности ( , ) ( )p p p p p
x y xξ − ψ  не приходится повторно 

применять ( )p
P γε - процедуру. 

5. Для построения начальных  аппроксимаций 0 ( , ),
q q q

H x y q V∈  зададимся 

некоторым числом 0δ >  и начальной точкой ( , )q q
x y  для каждой вершины 

q V∈ . 

Для висячих вершин q  дерева ( , )V E , очевидно, имеем ( , ) 0q q q
H x y ≡ . 

Пусть для вершин ( )s S q∈  аппроксимации ( , )s s s
H x y  уже построены,  

( )S q  – множество   непосредственных   потомков   вершины q .  Применяя  

( )P δ -процедуру к вершине q , получаем какое-то решение q
y  и некоторую ап-

проксимацию ( , )q q q
H x y  для вершины q . Продолжая этот процесс рекуррент-

но получаем начальные  аппроксимации ( , )q q q
H x y  для всех вершин q  исход-

ного дерева ( , )V E . 

6. Алгоритм решения ( SA -алгоритм) совокупности задач (2)–(3) для всех 

вершин дерева ( , )V E  состоит в итеративном применении ( )A ε -алгоритма. 
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На первой итерации определяется начальное значение вектора 

( , )q
q Vε = ε ∈ . 

На каждой итерации уточняются (уменьшаются) значения компонент векто-

ра ε  и применяется ( )A ε -алгоритм. 

Процесс прекращается при достижении требуемой точности. 

Характер поведения ( )A ε -алгоритма зависит от выбора вектора ε  и правил 

его уточнения на каждой итерации. Нетрудно видеть, что при относительно ма-

лых qε  для вершин дерева, близких к корню (по сравнению с удаленными от 
корня вершинами), соответствующие ld -аппроксимационные задачи решаются 
часто и с большой точностью, при этом используются грубые аппроксимации 

( , )s s s
H x y  для их потомков.  

В случае, когда выбираются относительно малые qε  для вершин дерева 
близких к висячим, чаще решаются ld -аппроксимационные задачи для этих 

вершин и используются более точные аппроксимации ( , )s s s
H x y  для их потом-

ков. В последнем случае точки, относительно которых строятся точные аппрок-

симации, могут быть достаточно далеки от оптимальных. 

Ю.П. Лаптін, О.П. Лиховид  

ОДИН ПІДХІД ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ОПТИМІЗАЦІЙНИХ ЗАДАЧ ІЗ ВКЛАДЕНОЮ 

СТРУКТУРОЮ 

Розглядаються квазіблочні задачі із зв’язуючими змінними, в яких кожен блок (підзадача) у 

свою чергу є квазіблочною задачею. Для розв’язування запропонована схема декомпозиції, 
заснована на побудові лінійних апроксимацій та пошуці ε -оптимальних рішень підзадач. 

Особливістю алгоритма є можливість узгодження точності апроксимацій для різних підзадач. 

Yu.P. Laptin, O.P. Lykhovyd 

ONE APPROACH TO SOLUTION OF OPTIMIZATION PROBLEMS WITH THE NESTED 

STRUCTURE 

Quasiblock problems with connecting variables, in which every block (subproblem) in turn is a qua-

siblock problem, are considered. For solving these problems the decomposition scheme based on 

construction of linear approximations and searching  ε -optimal solutions of subproblems was pro-

posed. A particular feature of the algorithm is a possibility of coordination of approximations for 

different subproblems. 
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