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Исследуются стохастические 
модели экономического роста в 
условиях повторяющихся ката-

строфических рисков. Основная 

задача – количественная оценка 

риска катастрофического эко-

номического спада в таких мо-

делях. В качестве меры риска 

выступает вероятность паде-

ния производства в процентах к 

начальному уровню. Для данной 

вероятности как функции сте-

пени падения производства вы-

водятся интегральные уравне-

ния, которые подобны инте-

гральным уравнениям страховой 

математики и которые иссле-

дуются аналогично. 

 В.И. Норкин, 2007  
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Введение. Возрастающая уязвимость со-

временного общества – тревожная тен-

денция происходящих глобальных изме-

нений.  Потери от природных и антропо-

генных катастроф быстро возрастают, 

например, за последние два десятилетия 

прямые потери от природных катастроф 

увеличились в девять раз [1]. Катастрофы 

разрушают системы коммуникаций, 

электроснабжения, ирригации, инфра-

структуру. Они влияют на потребление, 

сбережения и инвестиции.  Основная 

причина роста убытков – отсутствие аде-

кватной оценки рисков, ведущее к кон-

центрации населения и производства в 

опасных зонах и образование новых 

опасных производств. Стандартная  тео-

рия экономического развития, по суще-

ству, детерминированная и не учитывает 

рисков.  Она считает, что экономические 

агенты всегда могут аккумулировать ре-

сурсы для ликвидации последствий ката-

строф, т.е. предполагается, что катастро-

фы малы в сравнении с ресурсами всего 

государства или всего мира [2]. В реаль-

ности такая аккумуляция ресурсов может 

быть неосуществима и требуются более 

реалистические модели экономического 

                                                           
1 Работа выполнена при поддержке Украинского 

научно-технологического центра (УНТЦ), проект 

G3127. 
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развития, учитывающие неопределенности и риски. Особенно важны мо-

дели, которые объясняют взаимосвязи между уровнем жизни, застоем и 

экономическими потрясениями. Одна из причин медленного экономиче-

ского роста – низкая норма сбережений (инвестиций), типичная для сла-

боразвитых стран [3, 4]. Маловероятно, что страны, в которых большин-

ство жителей имеют доходы, близкие к уровню выживания, смогут обес-

печить высокий уровень сбережений и, следовательно, инвестиций. Оче-

видно, что потрясения влияют на сбережения, но одна только низкая 

норма сбережений не может объяснить в рамках детерминированных мо-

делей, почему не запускается устойчивый рост экономики. 

В работе анализируются две модели экономического роста: известная 

классическая детерминированная модель роста Харода–Домара [4, 5] в 

стохастической модификации [6] с шоками, происходящими в случайные 

моменты времени, а также простая стохастическая модель мультиплика-

тивного роста, в которой ежегодный рост или спад производства проис-

ходит на случайное, возможно, отрицательное число процентов. Для пер-

вой модели анализируется влияние внешних шоков на экономический 

рост. Шок (кризис) понимается как случайное событие, разрушающее 

часть капитала страны, в частности, шоком может быть отток капитала из 

страны. Мы рассматриваем внешние потрясения, кореллированные с 

уровнем экономического развития, которые соответствуют возрастаю-

щим катастрофическим потерям во взаимосвязанных социоэкономиче-

ских и природных системах. Для рассматриваемых моделей количествен-

но оценивается риск (вероятность) спада производства в процентах к на-

чальному уровню. Показано, что вероятность спада производства как 

функция уровня спада удовлетворяет интегральным уравнениям, которые 

встречаются в актуарной математике. Это дает возможность применять 

для оценки риска спада актуарную теорию и разработанные там количе-

ственные методы. 

 

1. Модель экспоненциального экономического роста и ее стохас-

тическая модификация. Возможность роста в простой концептуальной 

модели характеризуется производственной функцией, зависящей от двух 

факторов: капитал и труд, ( , ) ( ,1)Y F K L LF K L= = , где Y – уровень про-

изводства в единицу времени. Поэтому можем характеризовать экономи-

ку в терминах отношения капитала к трудовым ресурсам k K L= , и в 

терминах производительности труда y Y L= ,  ( ) : ( ,1)y f k F k= = . Пред-

положим, что выпуск Y разделяется на потребление и сбережение, сбере-
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жения равны инвестициям I . Экономический рост определяется накоп-

лением капитала за счет инвестиций: 

 0δ , (0) , 0,
dK

I K K K t
dt

= − = >           (1) 

где δ , 0 δ 1< <  – норма амортизации капитала. Предположим, что инве-

стиции ( )I t  составляют определенную долю s , 0 1s< <  выпуска, т.е. 

( ) ( )I t sY t=  и  γ  – параметр экспоненциального роста населения 

(ln ) γd dt L = . Перепишем соотношение (1) в терминах переменной k : 

 0( ) (γ δ) , (0) , 0
dk

s f k k k k t
dt

= − + = >      (2) 

или 

 
( )

ln (γ δ)
d f k

k s
dt k

= − + .       (3) 

Если коэффициент отдачи на единицу капитала постоянен и равен θ , 

т.е. ( ) θy k f k k= = , то приходим к известной экспоненциальной модели 

экономического роста Харода–Домара [4, 5]: 

  ln θ γ δ
d

k s
dt

= − − .        (4) 

Согласно (4), темп роста определяется уровнем сбережений s  и продук-

тивностью капитала θ . Так как θy k const= = , рост выпуска ln ( )d dt y t  

такой же как рост капитала ln ( )d dt k t . Поэтому экспоненциальный рост 

производства описывается функцией 

 ( θ γ δ)

0( ) , 0.s t
y t y e t

− −= >        (5) 

Экономика – сложная система с постоянным изменением и  потрясе-

нием или шоком. Катастрофы являются одними из таких потрясений. Бу-

дем моделировать шоки путем умножения капитала ( )k t  или выпуска 

( )y t  на случайную переменную ν ν( , ,ω)t y= , 0 ν( , ,ω) 1t y≤ ≤ , модели-

рующую влияние шока на текущий выпуск ( )y t . Например, ущерб от на-

воднений принято моделировать в терминах процента стоимости затап-

ливаемых объектов [7]. Пусть шоки случаются в случайные моменты 

времени 0 1 20, , ,...,t t t= ν(0, ,ω) 1y = . Случайная величина шока ν  в нашей 

модели зависит от агрегированного уровня выпуска ( )y t . В более реалис-

тических версиях модели ν( , ,ω)t y  зависит также от географического ра-

спределения капитала и пространственной структуры шоков и других 

факторов, влияющих на уязвимость страны. Концентрация инвестиций в 
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зонах или секторах экономики, подверженных повышенному риску тех 

или иных катастроф, может существенно повлиять на распределение слу-

чайной величины ν . Неустойчивость экономики страны по отношению к 

различным потрясениям, например, к природным катастрофам, может 

спровоцировать уход капитала из страны в более безопасное место, что в 

свою очередь может усилить нестабильность. Шоки, в общем случае, 

трансформируют функцию (5) в чрезвычайно нелинейную (разрывную) 

случайную функцию: 

 

( )
( θ γ δ)

0

1

( ) ν , 0,
N t

s t

i

i

y t y e t
− −

=

= >∏       (6) 

где ( )N t  – число шоков на интервале времени (0, ]t , а ν
i
 – размер таких 

шоков 0 ν 1
i

≤ ≤ . 

Предположим, что случайные переменные 1 2ν , ν ,...  независимы,  

одинаково распределены со средним значением µ , и, что они независимы 

от между шоковых интервалов времени 1τ
i i i

t t −= − . Если данные интерва-

лы времени имеют стационарное распределение с математическим ожи-

данием λ , то  
( θ γ δ) λ ( θ γ δ λ lnµ)

0 0( ) µ ,s t t s t
Ey t y e y e

− − − − += =  

т.е. ожидаемый экспоненциальный рост все еще характеризуется линей-

ной по t  функцией ( θ γ δ λµ)s t− − −  и рост имеет место, когда уровень 

инвестиций превышает средний уровень потерь, ( θ γ δ λµ) 0s − − − > . При 

этом реальная траектория роста ( ,ω)y t  может сильно флуктуировать. Та-

ким образом, для данного t  с положительной вероятностью может слу-

читься, что случайные потери превышают совокупный рост 
( ) ( θ γ δ)

1
ν

N t s t

ii
e

− −

=
>∏ . Данная вероятность отображает уязвимость роста, а 

вероятность противоположного события выражает устойчивость эконо-

мического роста. 

 

2. Оценка риска стагнации и экономического спада в модели с 

непрерывным временем. Под стагнацией будем понимать события 

0{ω : 0 : ( ,ω) }t y t y∃ > < , под экономическим спадом – события 

0{ω : 0 : ( ,ω) }t y t y n∃ > < , где 1n ≥ , т.е когда происходит спад производ-

ства в n  раз по сравнению с начальным уровнем производства 0y . В ка-

честве меры риска стагнации и экономического спада рассмотрим веро-

ятности, соответственно,  0 0{inf ( ,ω) }
t

P y t y≥ <  и 0 0{inf ( ,ω) }
t

P y t y n≥ < =  
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=ψ( )n . Очевидно, 0 0{inf ( ,ω) } ψ(1)
t

P y t y≥ < = . Задача состоит в оценке или 

вычислении данных вероятностей.   

Рассмотрим противоположное событие 0 0{ω : inf ( ,ω) }
t

y t y n≥ ≥ , что 

когда-либо случается спад не больше, чем в n  раз. Для вероятности тако-

го события справедливы оценки 

0 0 0 0

( )

0 0 01

( )

0 1

{inf ( ,ω) } {inf ln ( ,ω) ln( )}

{inf (ln ( θ γ δ) ln ν ) ln( )}

{inf (ln ( θ γ δ) ln ν ) 0}.

t t

N t

t ii

N t

t ii

P y t y n P y t y n

P y s t y n

P n s t

≥ ≥

≥ =

≥ =

≥ = ≥ =

= + − − + ≥ =

= + − − − ≥

∑

∑

 

Обозначим, lnu n= , θ γ δc s= − − , ln ν
i i

z = − ,  
( )

1
ξ( )

N t

ii
t u ct z

=
= + −∑ ,   (7) 

0φ( ) {inf ξ( ) 0}
t

u P t≥= ≥ . Пусть ( )F ⋅  – функция распределения независи-

мых случайных величин ln ν
i i

z = − , ln ν
i

m E= −  – их среднее значение. 

Будем также предполагать, что поток шоковых событий – пуассоновский 

с интенсивностью λ . При сделанных предположениях ξ( )t  является 

классическим процессом риска с начальным значением u , поэтому для 

его анализа применима теория Крамера–Лундберга [8–11]. Поэтому при 

условии  

( )λ ln 1 νλ
1

θ γ δ

i
Em

c s
= <

− −
 

функция φ( )u  удовлетворяет интегральному  уравнению  

 
0

λ λ
φ( ) 1 φ( )(1 ( ))

u
m m

u u z F z dz
c c

= − + − −∫ . 

Это  интегральное  уравнение восстановления (типа Вольтерра), которое 

полностью исследовано, и для его решения существует большое число 

разнообразных подходов [8–11], в частности, итерационный метод [12]. 

По определению, вероятность спада более чем в n  раз выражается  функ-

цией φ( )⋅  как φ(ln )n . В частности, вероятность стагнации  задается вы-

ражением  

0 0

λ ln(1 ν )λ
{inf ( ,ω) } 1 φ(0)

θ γ δ

i
t

Em
P y t y

c s
≥ < = − = =

− −
. 

Пусть  L  – положительный корень (константа Лундберга) уравнения  
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0

λ
(1 ( )) 1Lz

e F z dz
c

+∞

− =∫ , 

тогда справедлива оценка  
ln

0 0{inf ( ,ω) } ψ( ) 1 φ(ln ) L n

tP y t y n n n e
−

≥ < = = − ≤ ,   1n ≥ . 

Существуют обобщения модели Крамера–Лундберга на случай про-

цессов восстановления  с непуассоновскими потоками событий [10, 11]. 

Они применимы также для анализа процессов роста (10) с непуассонов-

скими  моментами шоков  0 1 20, , ,...t t t= . Пусть ( )K t  обозначает распреде-

ление случайного момента времени 1t  до первого шока, а 0 ( )K t  – распре-

деление независимых случайных интервалов времени между последова-

тельными шоками 1i
t −  и 

i
t , 1i > . Как и прежде, будем считать, что коэф-

фициенты поражения производственных фондов ν
i
 при i -ом шоке неза-

висимы, одинаково распределены и не зависят от моментов наступления 

шоков, ( )F ⋅  – функция распределения случайных величин ln(1 ν )
i

. Тогда 

функция  0φ( ) {inf ξ( ) 0}
t

u P t≥= ≥  может быть найдена с помощью инте-

гральной формулы [10, (3.72)]:  

 0
0 0

φ( ) φ ( ) ( ) ( )
u ct

u u ct z dF z dK t
+∞ +

= + −∫ ∫ , 

где 0φ ( )⋅  является решением интегрального уравнения [10, (3.74)]: 

0 0 0
0 0

φ ( ) φ ( ) ( ) ( )
u ct

u u ct z dF z dK t
+∞ +

= + −∫ ∫       (8) 

с граничным условием 0φ ( ) 1+∞ = . Достаточные условия существования 

решения уравнения (8)  и метод последовательных приближений для его 

нахождения исследованы в [13]. 
 

3. Оценка риска в модели роста с дискретным временем. Пусть 

время t  – дискретно, 0,1,2,...t = , например, обозначает номер года на 

временной шкале. Предположим, что валовый объем производства ( )y t  

изменяется таким образом: 

0 0
( 1) ( )ν ν

t

t
y t y t y ττ =

+ = = ∏ ,    0(0)y y= ,      (9) 

где 0 1 2ν , ν , ν , ...  – последовательность независимых одинаково распреде-

ленных неотрицательных  случайных величин с общей функцией распре-

деления ( )Φ ⋅  и математическим ожиданием ν 1> . Траектории последова-

тельности (9) случайны, нас интересуют последовательности { ( )}y t , ве-
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дущие к спаду производства в n  раз, 1n ≥ , т.е. такие, что 

0 0inf ( )
t

y t y n≥ < . Представим  

1

0 0 0 0

1

0 0

{inf ( ) } {inf ν 1 }

{inf (ln ln ν ) 0}.

t

t t

t

t

P y t y n P n

P n

ττ

ττ

−

≥ ≥ =

−

≥ =

< = < =

= + <

∏

∑
 

Рассмотрим случайный процесс  

0
ξ( )

t
t u zττ =

= +∑ , 

где ln νzτ τ=  – независимые одинаково распределенные случайные вели-

чины с общей функцией распределения ( )F ⋅ . Обозначим  

0φ( ) {inf ξ( ) 0}
t

u P t≥= ≥ . 

Очевидно, искомая вероятность спада выражается функцией φ( )⋅  таким 

образом:  

0 0φ(1 ) {inf ( ) }
t

n P y t y n≥= < . 

В свою очередь функция φ( )u  удовлетворяет следующему интегральному 

уравнению: 

φ( ) φ( ) ( )
u

u u z dF z
+∞

−
= +∫ ,     φ( ) 1+∞ = ,     (10) 

где интеграл понимается в смысле Лебега–Стильтеса. Пусть A  –  опера-

тор, задаваемый правой частью уравнения (10), φ( ) φ( ) ( )
u

A u u z dF z
+∞

−
= +∫ . 

Оператор A  определен на неубывающих ограниченных на неотрицатель-

ной полуоси функциях φ .  

Лемма 1. Очевидно, оператор A  – линейный, сохраняющий моно-

тонность функций, изотонный (т.е. переводит большую функцию в боль-

шую) и нерастягивающий. 

Лемма 2. ( ) 1 ( ) 1
u

A dF z F u
+∞

−
= = − − ≤∫1 . 

Лемма 3. Пусть существует положительное число L , такое, что  

( ) 1Lze F z dz
+∞

−

−∞
≤∫ ,     lim ( ) 0Lu

u
e F u

−

→−∞ = .      (11) 

Тогда  для  функции *φ ( ) 1 Lu
u e

−= −  выполнено * *φ ( ) φ ( )A u u≥  для любого 

0u ≥ .  

Доказательство. Действительно, в предположениях (11) справедливы 

оценки 



В.И. НОРКИН 

48  Теорія оптимальних рішень. 2007, № 6 

 

( )

* *

( ) ( )

φ ( ) φ ( ) ( ) (1 ) ( )

(1 ) ( ) ( )

L u z

u u

L u z L u z

u u

A u u z dF z e dF z

e F z L e F z dz

+∞ +∞
− +

− −

+∞+∞
− + − +

− −

= + = − =

= − − =

∫ ∫

∫
 

*

1 ( ) 1 ( )

1 ( ( ) ( )) 1 ( ) 1 φ ( ).

Lu Lz Lu Lz

u

Lu Lz Lz Lu Lz Lu

Le e F z dz Le e F z dz

e e F z e dF z e e dF z e u

+∞ +∞
− − − −

− −∞

+∞ +∞+∞
− − − − − −

−∞ −∞ −∞

= − ≥ − =

≥ + − ≥ − ≥ − =

∫ ∫

∫ ∫
 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (11) и существует ε 0> , такое, 

что (ε) 1F < . Тогда уравнение (10)  с граничным условием на бесконечно-

сти имеет единственное монотонное решение φ( )u , такое, что 

*φ ( ) φ( ) 1u u≤ ≤ . 

Доказательство. Определим функцию νψ ( )⋅  с параметром ν , 

ν

0, 0 ν,
ψ ( )

1, ν.

u
u

u

≤ <
= 

≥
 

Рассмотрим действие оператора A  на ступенчатую функцию νψ ( )u : 

ν ν
ν

ψ ( ) ψ ( ) ( ) ( ) 1 ( ν)
u u

A u u z dF z dF z F u
+∞ +∞

− − +
= + = = − − +∫ ∫ . 

Очевидно, νψ (ν ε) 1 (ε) 0A F+ = − < . Таким образом, для любого ν 0≥  су-

ществует не зависящее от ν  число ε 0> , такое, что выполнено соотно-

шение νψ (ν ε) 1A + < , которое означает вместе с леммами 1–3, что выпол-

нены достаточные условия существования и единственности решения 

уравнения (10) из [14, лемма 3 и теорема 2]. Теорема доказана. 

Теорема 2. В условиях теоремы 1 метод последовательных прибли-

жений 1φ ( ) φ ( ), 0,1,2,...k ku A u k+ = = , стартующий с произвольной началь-

ной функции 0φ ( )u , такой, что 0

*φ ( ) φ ( ) 1u u≤ ≤ , поточечно сходится к 

решению задачи (10). 

Утверждение   теоремы  2  следует  из  результатов  [ 14,  следствие  

к теореме 2].  

 

Заключение. Любая рациональная стратегия управления взаимосвя-

занными социально-экономическими и природными системами требует 

понимания и учета рисков. Существующие модели природных катастроф, 

например, катастрофических наводнений, дают оценки прямых потерь в 

виде доли потерянного капитала. В рассмотренных моделях влияние ка-

тастроф моделируется с помощью случайных множителей, уменьшающих 
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текущий капитал. Непрямые потери могут быть еще больше. Они вклю-

чают спад деловой активности, скачки цен, отток капитала и другое. По-

теря производственных фондов и капитала приводит к потерям в выпус-

ке, и, следовательно, влияет на зарплаты, доходы, сбережения и инвести-

ции, что в свою очередь влияет на экономический рост. Потрясения могут 

давать и более глубокие последствия – они неявно модифицируют эконо-

мику и могут вызвать стагнацию и спад даже в случае устойчивого в 

среднем роста. Актуальной является оценка риска спада в долговремен-

ных моделях экономического роста. В работе в качестве меры риска ис-

пользуется вероятность спада в процентах к начальному состоянию эко-

номики. Для вероятности спада как функции степени спада выведены ин-

тегральные уравнения, аналогичные интегральным уравнениям страховой 

математики. Для анализа и решения уравнений применяется развитая в 

актуарной математике теория, в частности, получены условия существо-

вания и единственности решения уравнений и условия сходимости мето-

да последовательных приближений к решению. 

 

В.І. Норкін  

ПРО ОЦІНКУ РИЗИКУ КАТАСТРОФІЧНОГО СПАДУ В СТОХАСТИЧНИХ МОДЕЛЯХ 

ЕКОНОМІЧНОГО ЗРОСТАННЯ 

Досліджуються стохастичні моделі економічного зростання за умов катастрофічних ризиків, 

які повторюються. Основне завдання роботи – кількісна оцінка ризику катастрофічного 

економічного спаду в таких моделях. Як міра ризику виступає вірогідність падіння 

виробництва у відсотках до початкового рівня. Для цієї вірогідності як функції ступеня 

падіння виробництва доводяться інтегральні рівняння, які подібні до інтегральних рівнянь 

страхової математики і які досліджуються аналогічно. 

V.I. Norkin  

ON  THE ASSESSMENT OF DOWNTURN RISK IN STOCHASTIC MODELS OF ECONOMIC 

GROWTH 

In the article stochastic models of economic growth under repetitive catastrophic risks are ex-

plored . The basic task of the article is a quantitative estimation of risk of catastrophic down-

turn in such models. As a measure of risk probability of production falling in percents to the 

initial level is taken. For this probability as a function of the degree of falling integral equaliza-

tions are derived, which are similar to integral equalizations of insurance mathematics and 

which are explored similarly. 
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