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Рассматриваются задачи опти-

мизации с блочной системой не-

линейных ограничений-равенств. 

Вводится понятие псевдорешения 

системы уравнений блока, что 

позволяет свести исходную оп-

тимизационную задачу к редуци-

рованной оптимизационной зада-

че меньшей размерности. Для ее 

решения предлагается использо-

вать методы негладких штрафных 

функций и методы негладкой оп-

тимизации. Исследуются свойст-

ва функций редуцированной зада-

чи, определены правила вычисле-

ния градиентов в точках, в кото-

рых функции дифференцируемы. 
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ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ-ÐÀÂÅÍÑÒÂ  

Оптимизационные задачи, возникающие в 

ходе моделирования сложных технических 

объектов, обычно имеют специальную стру-

ктуру, которую необходимо учитывать при 

разработке программных средств их реше-

ния. Одной из особенностей таких задач яв-

ляется наличие структурированных нелиней-

ных ограничений-равенств. Такие ограниче-

ния часто распадаются на небольшие, слабо 

связанные, зависящие от параметров подсис-

темы нелинейных уравнений, которые в от-

дельных случаях удается эффективно решать 

на каждой итерации оптимизационных алго-

ритмов [1, 2]. В результате значительно по-

нижается размерность оптимизационной за-

дачи. В общем случае возникают проблемы, 

обусловленные тем, что нелинейные функ-

ции обычно определены на ограниченных 

областях. Подсистемы нелинейных уравне-

ний при фиксированных значениях парамет-

ров могут иметь множество решений, из ко-

торых необходимо найти одно, принадлежа-

щее достаточно узкой области. В этой облас-

ти должны выполняться условия сходимости 

используемых методов.  

Вводится понятие псевдорешения систе-

мы уравнений блока, что позволяет свести 

исходную оптимизационную задачу к реду-

цированной оптимизационной задаче мень-

шей размерности. Для ее решения предлага-

ется использовать методы негладких штраф-

ных функций и методы негладкой оптимиза-

ции [3, 4]. 

Исследуются свойства функций редуци-
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рованной задачи. Эти функции оказываются дифференцируемыми по направле-

нию, негладкими и невыпуклыми. Получены условия регулярности, при выпол-

нении которых функции дифференцируемы в точке, определены правила вы-

числения градиентов в точках, в которых функции дифференцируемы. 

1. Рассматривается задача математического программирования следующего 

вида: найти 
1

0min ( , ,..., )Qf x y y                                                              (1) 

при ограничениях  
1( , ,..., ) 0, 1,...,Q

kf x y y k K≤ = .                                                     (2) 

( , ) 0, 1,...,q q
g x y q Q= = ,                                                    (3) 

, 1, ...,q q q q
x yA x A y b q Q+ ≤ = ,     (4) 

где L
x E∈ ,

Nq qy E∈ , функции ( , ): q qN Nq q L
g x y E E E× → , 1 2( , , , ..., ):Q

kf x y y y  

1 1... QNNL
E E E E× × × → , предполагаются непрерывными и непрерывно 

дифференцируемыми; qmq
b E∈ , матрицы ,q q

x yA A  имеют соответствующие 

размерности.  

Предполагается, что функции kf  определены при любых значениях аргу-

ментов, допустимые точки системы неравенств (4) при фиксированном q  при-

надлежат области определения функции 
q

g , которая может не совпадать с про-

странством qNL
E E× . 

Более того, предположим, что для любого фиксированного q , если при не-

котором x  подсистема (3) имеет решение, удовлетворяющее ограничениям (4), 

то такое решение единственное. 

Систему уравнений (3) и ограничений (4) для каждого q  будем называть 

блоком 
q

B .  Обозначим 
q

S  множество точек x , для которых система (3), (4) 

имеет решение, ( )q
y x  – решение системы (3) в точке 

q
x S∈ . 

Очевидно, что следующая задача эквивалентна исходной (1)–(4): найти  
1

0 0min ( , ( ),..., ( ))Q
f f x y x y x

∗ =                                       (5) 

при ограничениях  
1( , ( ),..., ( )) 0, 1,...,Q

kf x y x y x k K≤ = ,                                 (6) 

, 1,...,q
x S q Q∈ = .                                                           (7) 

Для решения задачи (5) – (7) будем использовать метод негладких 

штрафных функций. Обозначим ( )qS
p x  – проекция точки 

L
x E∈  на 
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множество , 1,...,q
S q Q= , ( ) ( )q qS S

d x x p x= −  – расстояние от точки x  

до множества q
S . 

Псевдорешением системы (3), (4) в произвольной точке x  назовем отобра-

жение  ( ) ( ( ))q
q q

S
y x y p x=% .  Пусть  заданы   неотрицательные   векторы 

1( ,α = α  ..., )Kα , 1( ,..., )Qβ = β β . Обозначим 
1( ) ( , ( ),..., ( ))Q

k kx f x y x y xϕ = % % , 

0,k =  ..., K  и рассмотрим задачу: найти 

[ ]0 0
1 1

( , ) min ( ) ( ) ( )q

QK

k k q Sx k q

x x d x
+∗

= =

  
ϕ α β = ϕ + α ϕ + β 

  
∑ ∑ .              (8) 

Здесь [ ]
( ), если ( ) 0,

( )
0, если ( ) 0.

k k
k

k

x x
x

x

+ ϕ ϕ ≥
ϕ = 

ϕ <
 

Метод негладких штрафных функций основан на том, что при доста-

точно больших, но конечных, значениях коэффициентов ,α β  решения 

задач (5)–(7) и (8) совпадают. Условия, при которых  решения этих задач 

совпадают, следует рассматривать отдельно. 

Пусть зафиксировано некоторое { }1,...,q Q∈ . Для блока qB  введем вспомо-

гательные переменные 
q L

z E∈   и рассмотрим задачу: найти 

,
( ) minq q

z y
d x x z= − ,                                                     (9) 

( , ) 0q q q
g z y = ,                                                         (10) 

q q q q q
x yA z A y b+ ≤ .                                                       (11) 

Очевидно, что если при некотором x , решение системы (3), (4) существует, 

то задача (9)–(11) имеет решения при любых x , функция ( )q
d x  определена для 

всех x . Если при заданном x  система (3), (4) разрешима, то ( ) 0qd x = , иначе –

( ) 0q
d x > . 

Пусть 
* *( , )q q

z y  – решение задачи (9)–(11) при заданном x . Легко видеть, 

что ( ) ( )q
q

S
d x d x= , { }: ( ) 0q qS x d x= = , 

*( )q
q

S
p x z= .  

Очевидно, что множество q
S  в общем случае не выпукло, задача (9)–(11) – 

многоэкстремальна.  
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Невыпуклость множеств q
S  порождает существенные проблемы как при 

решении задач (9)–(11), так и при решении задачи (5)–(7). 

Подход, позволяющий несколько облегчить возникающие проблемы, осно-

ван на том, что при решении многих практических задач приемлемым является 

некоторое сужение областей локализации, путем введения дополнительных ли-

нейных ограничений в (11) , не зависящие от переменных q
y  и обеспечиваю-

щие выпуклость множеств q
S .  

Задача построения вспомогательных ограничений требует отдельного рас-

смотрения. Такие ограничения должны вводиться при участии специалистов в 

конкретных прикладных областях. Для выполнения этих построений следует 

разрабатывать специальное программное обеспечение.  При малых размерно-

стях блоков q (систем ограничений (10), (11)) задача построения вспомогатель-

ных ограничений может иметь приемлемую трудоемкость. 

Для разработки алгоритмов решения задачи (8) необходимо изучить 

свойства функций ( ), 0,...,k x k Kϕ = , ( )q
S

d x  и получить соотношения, 

позволяющие вычислять градиенты этих функций. 

2. Рассмотрим задачу: найти 

( ) minS
z S

d x x z
∈

= − ,                                                    (12) 

где , L
x z E∈ , 

L
S E⊂  – замкнутое множество (не обязательно выпуклое).  

Функция ( )Sd x  – непрерывна. Если intx S∈ , то ( ) 0Sd x∇ = . В граничных 

точках множества S  функция ( )Sd x  недифференцируема.  

Имеет место следующая лемма (см., например, [6]) 

Лемма 1. Пусть x S∉ , минимум в задаче (12) достигается в единственной 

точке x . Тогда функция ( )Sd x  дифференцируема в точке x  и  

( ) ( ) ( )S Sd x x x d x∇ = − .                                                          (13) 

Если S   – выпуклое множество, то ( )Sd x  – выпуклая функция. 

Пусть множество S  описывается следующим образом: 

{ }: ( ) 0, 1,...,
L

iS z E h z i m= ∈ ≤ = ,                                             (14) 

где ( )ih z  – непрерывно дифференцируемые функции.  

Для z S∈  обозначим:  

( )I z  – множество индексов ограничений, активных в точке z , т.е. 

{ }( ) {1,..., }: ( ) 0iI z i m h z= ∈ = ,  
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( ),z z SΓ ∈  – конус возможных в широком смысле [6] направлений множе-

ства S  в точке z . 

Известно [5], что если градиенты ( ), ( )ih z i I z∇ ∈  – линейно независимы, то  

{ }( ) : ( ( ), ) 0, ( )L
iz v E h z v i I zΓ = ∈ ∇ ≤ ∈ . 

Пусть ( )I z ≠ ∅ . Обозначим H  матрицу, строками которой являются гради-

енты ( ), ( )ih z i I z∇ ∈ .  

Будем говорить, что  

точка x S∉  регулярна относительно множества S , если минимум в задаче 

(12) достигается в единственной точке ( )
S

x p x= ; 

точка x S∉  – регулярно разложима относительно множества S , если она 

регулярна, градиенты ( ), ( )ih x i I x∇ ∈  – линейно независимы, в разложении 

( )

( )i i

i I x

x x h x

∈

− = γ ∇∑   все коэффициенты не равны нулю: 0, ( )i i I xγ > ∈ .  

Внутренние точки множества S  будем считать регулярными и регулярно 

разложимыми относительно множества S . 

Рассмотрим отображение ( ) arg min
S

z S

p x x z
∈

= − . Обозначим ( )
S

x p x= , 

' ( , )
S

p x d  –  производная отображения ( )
S

p x  по направлению d  в точке x  

(если такая производная существует). 

Теорема 1.  Пусть  точка  x S∉   регулярна  относительно  множе-

ства S . Тогда  

( )
S

p x  непрерывно и дифференцируемо по направлениям в точке x ; 

если x S∈ , то 
( )

' ( , ) ( )
S x

p x d p d
Γ

= ; 

если x S∉ , то ( )' ( , ) ( )
S T xp x d p d= , где { }( ) : ( , ) 0, ( )T x v x x v v x= − = ∈Γ . 

Обозначим H  матрицу, строками которой являются градиенты 

( ), ( )ih x i I x∇ ∈ . 

Лемма 2. Пусть точка x S∉  – регулярно разложима относительно множест-

ва S . Тогда отображение ( )
S

p x  дифференцируемо в точке x , 

( )1
' ( , ) ( )
S

T T
p x d I H HH H d

−= − .                            (15) 

3. Рассмотрим задачу (9)–(11) для отдельного блока. Индекс q  (номер бло-

ка) в пределах данного пункта будем опускать.  
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Пусть система уравнений  

( , ) 0g x y =                                                         (16) 

при x x=  имеет решение ( )y y x= . Обозначим 
i

x
k

g
G

x

∂
=

∂
, 

i
y

j

g
G

y

∂
=

∂
, 

, 1,..., , 1,...,i j N k L= =  – матрицы частных производных вектор-функции g  в 

точке ( , )x y . Пусть 0yG ≠ , тогда в окрестности точки x  существует решение 

( )y x , непрерывное и дифференцируемое в точке x . При этом производная 

'( , )y x d  по направлению d  отображения ( )y x  имеет вид 

1'( , ) y xy x d G G d−= − .                                                  (17) 

Рассмотрим множество S . Учитывая, что ( )y z  –решение системы (10) для 

z S∈ , можно записать 

{ }: ( )x yS z A z A y z b= + ≤ .                                             (18) 

Обозначим  ( ) ( )x yh z A z A y z b= + − ,   1( ) ( ( ), ..., ( ))mh z h z h z= .  

Учитывая (17), можно показать, что  
1( ) ( )i i T

i x y y xh z a a G G−∇ = − ,                                                 (19) 

где ,i i
x ya a  – i -е строки матриц ,x yA A ; ,x yG G  сформированы для точки z . 

Положим 

( )1 1

1

( ) ( ) , если ( ) ,
( )

( ) , если ( ) ,

T T T
y x

T
y x

I H HH H G G I z
W z

G G I z

− −

−

 − ≠ ∅
= 
 = ∅

             (20) 

где матрицы , ,x yG G H  сформированы для точки z . 

Пусть ( , )f x y  – непрерывно дифференцируемая функция, Lx E∈ , Ny E∈ . 

Положим ( ) ( , ( ( )))Sx f x y p xϕ = , ( )
S

x p x= , ( )y y x= .  

Теорема 2. Пусть точка 
L

x E∈  регулярна относительно множества S , то-

гда функция ( )xϕ  в этой точке непрерывна и дифференцируема  по направле-

ниям. Если точка x  регулярно разложима относительно множества S , то ( )xϕ  

в этой точке дифференцируема: 

( ) ( , ) ( ) ( , )x yx f x y W x f x y∇ϕ = ∇ − ∇ ,                                   (21) 

4. Рассмотрим исходную совокупность блоков.  
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Пусть задана непрерывно дифференцируемая функция ( )1, , ..., Qf x y y , 

L
x E∈ , qNq

y E∈ . Для каждого блока q  положим ( )q

q

S
x p x= , ( )

q qq
y y x=  

и вычислим матрицу вида (20) – ( )
qq

W x . 

Положим 1

1( ) ( , ( ( )),..., ( ( )))Q

Q

S S
x f x y p x y p xϕ = . Функции такого вида 

входят в задачу (8). Можно показать, что имеет место следующая теорема. 

Теорема 3. Пусть точка 
L

x E∈ – регулярна относительно каждого множест-

ва , 1,...,qS q Q= . Тогда функция ( )xϕ  в этой точке непрерывна и дифферен-

цируема  по направлениям. 

Если точка x  – регулярно разложима относительно каждого множества 

, 1,...,qS q Q= ,, то ( )xϕ  в этой точке дифференцируема:  

( ) ( ) ( )1 1

1

( ) , ,..., , ,...,q

Q
Q q Qq

x y
q

x f x y y W x f x y y

=

∇ϕ = ∇ − ∇∑ .          (22) 

В случае, если точка 
L

x E∈   нерегулярна относительно какого-либо множе-

ства 
q

S , то функция ( )xϕ  в этой точке может быть разрывна, однако в любой 

окрестности данной точки найдется регулярная и регулярно разложимая точка. 

Следуя [7], определяем почти-градиент в точке x  как предел некоторой по-

следовательности градиентов { }
1

( )k

k
x

∞

=
∇ϕ , где { }

1

k

k
x

∞

=
– последовательность 

точек, сходящаяся к x , и такая, что во всех точках этой последовательности 

функция ( )xϕ  дифференцируема. В качестве приближения к почти-градиенту в 

точке x  можно взять градиент ( )k
x∇ϕ  в точке 

k
x , достаточно близкой к x . 

5. Для решения задачи (8) будем использовать метод с растяжением про-

странства, предложенный в [7] для минимизации почти-дифференцируемых 

функций.  

На каждой итерации для вычисления значений функций ( )k xϕ  должны ре-

шаться задачи (9)–(11) для каждого блока q . Градиенты функций ( )k xϕ  вычис-

ляются в соответствии с теоремой 3. 

Для решения задач (9)–(11) может использоваться модификация метода ли-

неаризации Б.Н. Пшеничного [8], обеспечивающая на каждой итерации выпол-

нение линейных ограничений (11). 
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ОПТИМІЗАЦІЙНІ ЗАДАЧІ З БЛОКОВОЮ СИСТЕМОЮ НЕЛІНІЙНИХ  

ОБМЕЖЕНЬ–РІВНЯНЬ  

Розглядаються оптимізаційні задачі з блоковою системою нелінійних обмежень-рівнянь. Ви-

значається поняття псевдорішення системи рівнянь блока, що дозволяє звести вихідну опти-

мізаційну задачу до редукційованої оптимізаційної задачі меншої розмірності. Для її 
розв’язання пропонується використовувати  методи негладких штрафних функцій і методи 

негладкої оптимізації. Досліджуються властивості функцій редукційованої задачі. 

Yu.P. Laptin 

OPTIMIZATION PROBLEMS WITH NONLINEAR BLOCK EQUATIONS SYSTEM 

Optimization problems with nonlinear block equations system are considered. A pseudo-solution is 

defined for the equations system of block. Original optimization problem is reduced to the problem 

of smaller dimension. Nonsmooth penalty method and nonsmooth optimization method are pro-

posed for solving the reduced problem. Properties of the reduced problem are analysed. 
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