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На основании взвешенного сингу-

лярного разложения предлагается 

алгоритм вычисления взвешенного 

нормального псевдорешения или 

его проекции с оценкой погрешно-

сти решения. 
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Введение. Исследованию задач взвешенных 

наименьших квадратов (WLS) и разработке 
методов их решения посвящено значитель-
ное количество работ [1 – 5], меньше – мето-

дам решения в условиях приближенно за-
данных исходных данных. В настоящей ра-
боте предлагается алгоритм нахождения 
взвешенного нормального псевдорешения в 
условиях приближенно заданных исходных 

данных, когда ранг матрицы может изме-
ниться. На основании взвешенного сингу-

лярного разложения предлагается алгоритм 

вычисления взвешенного нормального псев-
дорешения или его проекции с оценкой по-

грешности решения. 
1. Предварительные сведения. Пусть 

nmR ×  – множество матриц размерностью 

nm × . Для матрицы nmRA ×∈  обозначим TA  

матрицу, транспонированную к А, )(Arank  – 

ранг  матрицы А; )(Aℜ  –  множество образов 

матрицы А; ( )AN  – нулевое подпространство 

А;  – евклидова векторная и согласованная 

с ней спектральная матричная нормы; I – 

единичная матрица. 

Для произвольной матрицы nmRA ×∈  и 

симметричных положительно-определенных 

матриц M и N порядка m и n соответственно, 

единственная матрица nmRX ×∈ , удовлетво-

ряющая следующим условиям: 
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AAXA = , XXAX = , MAXMAX T =)( , NXANXA T =)(          (1) 

называется взвешенной псевдообратной матрицей Мура – Пенроуза для матри-

цы А и обозначается += MNAX . В частности, когда mmRIM ×∈=  и nn
RIN

×∈= , 

матрица X, удовлетворяющая (1), называется псевдообратной матрицей  

Мура – Пенроуза и обозначается += AX . Обозначим #A  взвешенную транспо-

нированную матрицу к А: 

 MANA
T1# −= . (2) 

Пусть m
Rx∈ , nRy ∈ . Взвешенные векторные и матричные нормы оп-

ределим следующим образом: 
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Представим матрицу в виде взвешенного сингулярного разложения [6]. 

Пусть nmRA ×∈  и kArank =)( , M и N – положительно определенные матри-

цы порядка m и n соответственно. Тогда существуют матрицы 
mm

RU
×∈  и 

nn
RV

×∈ , удовлетворяющие условиям IMUU
T =  и IVNV

T =−1 , такие, что  
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где ( )kdiagD µµµ= ...,,, 21 , 0...21 >µ≥≥µ≥µ k  и 2
iµ  – ненулевые собствен-

ные значения матрицы AA# . Неотрицательные значения iµ  называются взве-
шенными сингулярными значениями матрицы А, причем 

1µ=
MN

A , 
k

NM
MNA

µ
=+ 1

. 

Лемма [7]. Пусть nm
RAA

×∈∆, , )(Aiµ  и )(Aiµ   – взвешенные сингулярные 

значения матриц А и A  соответственно. 

Тогда 
 

MNiiMNi AAAAA ∆+µ≤µ≤∆−µ )()()( . (7) 

2. Постановка задачи. Рассмотрим задачу взвешенных наименьших квад-

ратов с положительно определенными весами M и N: 

 
NCx

x
∈

min , min}|{ =−=
M

bAxxC , (8) 

где nmRA ×∈  – матрица неполного ранга, m
Rb ∈ . 
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Наряду с задачей (8) рассмотрим задачу с приближенно заданными исход-
ными данными 

NCx
x

∈
min , ( ) ( ) min}|{ =∆+−∆+=

M
bbxAAxC ,  (9) 

где 
 ,AAА ∆+=  bbb ∆+= , xxx ∆+= . (10) 

Будем предполагать, что для погрешности элементов матрицы и правой час-
ти выполняются следующие соотношения: 

.,
MbMMNAMN

bbAA ε≤∆ε≤∆    (11)  

3. Исследование свойств СЛАУ с приближенно заданными исходными 

данными. При исследовании математических свойств систем линейных алгеб-

раических уравнений с приближенно заданными исходными данными, связан-

ных с компьютерной реализацией, в качестве приближенной модели в (9), (10) 

будем понимать именно машинную модель задачи. Предположим, что погреш-

ность исходных данных A∆ , b∆  в этом случае содержит, кроме всего, и по-

грешность, возникающую при записи коэффициентов матрицы в память компь-
ютера или их вычислении. 

Определение 1. Матрицей полного ранга в пределах погрешности задания 
исходных данных будем считать матрицу, которая не может изменить ранг в об-

ласти ∆А изменения ее элементов. 
Определение 2. Матрицу полного ранга в пределах машинной точности бу-

дем считать матрицу, которая не может изменить ранг при изменении ее элемен-

тов в пределах машинной точности. 

Компьютерный алгоритм исследования полноты ранга сводится к проверке 
двух соотношений  

   0.10.1 ≠γ+ , )(
1

Ah
−=γ ,   (12) 

  1)( <ε Ah
A

.    (13) 

Первое условие, выполняющееся в арифметике с плавающей запятой, озна-
чает, что матрица имеет полный ранг в пределах машинной точности, а второе 
то, что она полного ранга и в пределах точности задания исходных данных. 

При этих условиях решение машинной задачи существует, единственное и 

устойчивое. Такую машинную задачу следует рассматривать как корректно по-

следовательную в пределах точности задания исходных данных. В противном 

случае матрица системы может оказаться матрицей не полного ранга и, следова-
тельно, машинную модель задачи (9), (10) необходимо рассматривать как не 
корректно поставленную. Ключевым фактором при исследовании свойств ма-
шинной модели является критерий корректности задачи. В связи с этим полез-
ным является то, что в условие для исследования машинной модели задачи (12) 

входит величина, обратная к )(Ah . Поэтому для больших чисел обусловленно-

сти не наступает переполнение по порядку. Исчезновение порядка для )(/0.1 Ah  

при больших числах обусловленности не фатально: машинный результат пола-
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гается равным нулю, что позволяет сделать правильный вывод о потере ранга 
матрицы машинной задачи.  

Для анализа свойств машинной модели задач с матрицами не полного ранга 
в условиях приближенно заданных исходных данных фундаментальную роль 
играет определение ранга матрицы. 

Определение 3. Рангом матрицы в условиях приближенно заданных исход-

ных данных (эффективным рангом или δ -рангом) будем называть величину 

)(min),( BrankArank
MN

BA δ≤−
=δ . 

Это означает, что δ -ранг матрицы равен минимальному рангу среди всех 

матриц в окрестности δ≤−
MN

BA . 

Из работы [2] следует, что если )(δr  – δ -ранг матрицы, то 

prr µ≥≥µ≥δ>µ≥≥µ +δδ ...... 1)()(1 , ),min( nmp = . 

Практический алгоритм для нахождения δ -ранга может быть определен 

следующим образом: найти величину r, равную наибольшему значению i, для 
которого выполняется неравенство 

1<
µ

δ

i

, ...2,1,0 =≠µ ii . 

Для анализа значений ранга матрицы в рамках машинной точности величи-

ну δ  можно связать машинной точностью, например, положив ее равной 

Bmacheps . 

3. Алгоритм нахождения взвешенного нормального псевдорешения 

СЛАУ с приближенно заданными исходными данными. Алгоритм основан 

на взвешенном сингулярном разложении матриц (6). 

Пусть nm
RA

×∈  и kArank =)( , M и N – положительно определенные матри-

цы порядка m и n соответственно. 

Для решения некорректно поставленных задач в постановке (9), (10) алго-

ритм получения приближенного нормального псевдорешения системы (8) в за-
висимости от соотношения рангов матриц А и A  сводится к следующим трем 

случаям. 

1. В случае, если ранг матрицы не изменился kArankArank == )()( , при-

ближенное взвешенное нормальное псевдорешение строится по формуле 

bAx MN
+= ,     (14) 

где +
MNA  представляется в виде взвешенного сингулярного разложения (6). 

В этом случае взвешенное нормальное псевдорешение системы (8) прибли-

жается взвешенным нормальным псевдорешением системы (9) и, если 

1<∆ +

NM
MNMN

AA ,  то погрешность решения  оценивается формулой [8] 
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1
,   (15) 

где NMMNMN AAAhh ||||||||)( +==  – взвешенное число обусловленности матрицы 

А, символы 
MN

 и 
NM

  – взвешенные матричные нормы в соответствии с (3) 

– (5), +
MNA  – взвешенная псевдообратная матрица Мура – Пенроуза.  

В случае полноты ранга матрицы и выполнения условий (12), (13) ранг мат-
рицы не изменяется и для оценки погрешности можно воспользоваться форму-

лами (14), (15). 

Здесь и далее использованы в оценках следующие обозначения: 

  

NMN

M

xA

b∆
=α , 

MNN

M

Ax

r
=β , 

NlMN

M
l

xA

b∆
=α , 

MNNl

M
l

Ax

r
=β .  (16) 

2. Ранг матрицы увеличился: kArankArank => )()( . Приближенное взве-
шенное нормальное псевдорешение строится по формуле 

bAx
MNkk
+

= .     (17) 

Взвешенная псевдообратная матрица +
MNkA  определяется следующим образом: 

MUDVNA
T

kMNk
+−+

= 1
, 

где kD   – прямоугольная матрица, первые к диагональных элементов которой 

отличны от нуля и совпадают с соответствующими элементами матрицы D  из 
(6), а все остальные элементы равны нулю. 

В этом случае взвешенное нормальное псевдорешение системы (8) прибли-

жается проекцией взвешенного нормального псевдорешения системы (9) на пра-
вое главное взвешенное сингулярное подпространство размерностью к матрицы 

A  и, если 
2

1
<∆ +

NM
MNMN

AA , то погрешность решения оценивается форму-

лой [9] 

( )βε+α+ε
ε−

≤
−

АА
АN

Nk
h

h

h

x

xx
2

21
.  (18) 

3. В случае, если ранг матрицы уменьшился lArankArank => )()( , прибли-

жение к проекции взвешенного нормального псевдорешения задачи (8) строится 
по формуле (14). В этом случае проекция взвешенного нормального псевдоре-
шения системы (8) на главное правое взвешенное сингулярное подпространство 

размерностью l матрицы А приближается взвешенным нормальным псевдоре-

шением системы (9) и, если 
2

1
<

µ

∆

l

MN
A

, погрешность проекции  оценивается 

формулой [9] 
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где iµ  – взвешенные сингулярные числа матрицы А. 

Замечание 1. В качестве ранга исходной матрицы в условиях приближенно 

заданных исходных данных следует брать эффективный ранг. 
Замечание 2. Связь между числом обусловленности задачи с точными ис-

ходными данными h(A) и числом обусловленности матрицы системы с прибли-

женно заданными исходными данными )(Ah устанавливают оценки 

hАh

Аh

h A

A

A

A

ε−

ε+
≤≤

ε+

ε−

1

1

)(

)(

1

1
, 

которые легко получить для взвешенной матричной нормы на основании ре-
зультатов леммы 3. 

Замечание 3. Из-за нулевых столбцов в матрице +D  лишь самое большое 
первые n столбцов матрицы U могут действительно вносить вклад в произведе-
ние (16). Более того, если некоторые из взвешенных сингулярных чисел равны 

нулю, то нужны менее чем n столбцов U. Если кp - количество ненулевых взве-

шенных сингулярных чисел, то можно U сократить до размеров m × kp, 
+D  – до 

размеров кp × kp, V
Т
 – до размеров кp × n. Формально такие матрицы U и V не яв-

ляются M - и 1−
N  – ортогональными соответственно, поскольку они не квад-

ратные. Однако их столбцы составляют взвешенные ортонормированные систе-
мы векторов. 

Заключение. Предложены алгоритмы компьютерного исследования и на-
хождения нормального взвешенного псевдорешения или его проекции с оценкой 

погрешности решений. 

О.М. Хіміч, О.А. Ніколаєвська 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧІ ЗВАЖЕНИХ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ З НАБЛИЖЕНО 

ЗАДАНИМИ ВИХІДНИМИ ДАНИМИ 

На базі зваженого сингулярного розкладання пропонується алгоритм обчислення зваженого 

нормального псевдорозв’язку або його проекцій з оцінкою похибки розв’язку. 

A.N. Khimich, Е.А. Nikolaevskaya 

THE DECISION OF A PROBLEM OF THE WEIGHED LEAST SQUARES WITH 

APPROXIMATELY SET INITIAL DATA  

On the basis of weighted singular value decomposition the algorithm of calculation of the weighted 

normal pseudosolution or its projection with an astimation of an arror of the solution is offered. 
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