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��������. ����������� ��������� �	��	��
��� 	����
���� �	����  panel-������. !	�
�	�������� �	�������� �	
�	������ ��-
�������� ��� 	�����	
��� ��	����
���
cross-section-������. "����� 
��������� ��-
��
����� #������� 
��	��� n  #������	
 ��
��	����
� N  	�$���	
, �	��	���� �	�	���
�������������� �	�������������.
%��	����	� panel-������ �	��� ���&,

��������, �������� �������� �	�	�� ����-
�����. '�� #�	(	 � �	��	���	  ����	����	-
��&� �	�������� ��)	������ � n  �	�� ��

	� ���������� �� #�	�	��������, �	����&-
���, ���	(��)������� � ��	��� ���������-
����. '��(	  ��� ��	����
� panel-������
�	��	 �	���
��& �� �	
�	������ �������-
��  ��� 	������������ �	���������� ���	-
(	 ��(�	�� ��� �������� �� 
����	
������.
*+� ��	  ��� panel-������ ���	�&����
����
������&��� (������	
�� cross-section-
������ 
 	��	�����&�	 	��	�	���� (�����,
��������, �	 
	������, �	��, 	����	
����.
*��� ���	  ��	���� �	
�	������ ��� ���(��

�������� ����	�	
, �	 ����� (����� �	��	
�����	
��& ��� (����� �	��	���	(	 �� ��-

��, �	�� � �������
���	 �	�������.
���	
������� ������. �
���� �������

	�	��������:
Ttniyit ,,1,,,1, �� �� – �������� ��
���-

�	  ��������	  ��� cross-section-������� i

 �	���� t ;

TtniX j
it ,,1,,,1, �� �� – �������� j -  	�$-

�����+�  ��������	  ��� ������� i  
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�	���� t ; Kj ,,1�� .
�(��������� 	����
����� ���
�	
�4����� �����	
 ������ (balanced

panels). "	 ���& ����� ����	 	�����	
	� ����	 ���������  ��� ���	  �����-
�� , ��� ��	 	�+�� ����	 ���������  ����� nT . *��� 1�n , � T – �	�&4	�, �	-
������ 
������	  ���. "����, �	(�� 1�T , n – �	�&4	�, �	������ cross-section-
������. 0��	�� 	����
���� panel-������ 	��	����� � �������, �	(��

1,1 �� Tn . '���� �����	��(���, ��	 n  ��������&�	 �	�&4� T , �. �. 
	��	��	
����, ��	 ∞→n , � T  	������� )�����	
�����.

����	��� 	�+�  ��	�	� �������
����� ������ 	��+���
������ � �	�	+&�
������, 	����
��+�� �	���&
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�            (1)

(�� itε – 
	���+���� i -  ������� 
 �	���� t . 5���	 ������ ������
��� 
 
���,
�	�	��  ��
����� ��� pool-������
                    ( ) ( ) ( )nnn XXXyyy ε′ε′=ε′′′=′′′=′ ,,,,,,,, 111 ��� ,      (2)
(�� 1�� nTy -
���	�, KnTX �� -�������, 1�� nTε -
���	�. -���������� ��-
�� ��� �	���& ����4�� 
 
���
                                                         εβ �� Xy ,      (3)
(�� ( )Kββ=β′ ,,1 � , �. �. �	#))������� �� ���������� �� �	 
������, �� �	
����
����. 1�(� ��� ��
����	  ��������	  	������
���.

'�� ����������	  ���� �	  �	���� (3) �����	��(�����, ��	 itε – ����
���-
��� � 	�����	
	 ��������������, �. �. ��� ����	(	 ����
��� ���������� ��-
�� �	 ���	����������� � (	�	������������ �	 
��� ����
���� � �	������

������. "���� �����	�	����� ��+���
���	 �(�	������ ��������� panel-
������, �	#�	�� 	����
���� (3) ���	�	� 	����	
����� ������&4�� �
�����	

(	�6) �� ���� �����&���	
, 	�������� ������	
������.

��� 
������ ���	
������� ������. -������, ��	 ����	 ����
��	

�	�&4	�, � 
������� 
������	(	 ����	�� ���� � ����4�� �	���& 
 
���

           ititit Xy εβ �� ,                  (4)
� 
	���+���� 	��������, ���

itiit ηαε �� ,      (5)
� itη  �� �	��������� � itX . "��	� �������
����� �
������&��
��� 	 �	�, ��	
��4� ��
������ ����� �
� �	���
���+��. !��
�� ����&, iα , ���������� 
 ��
�-
���	��� 	� ����
���, �	 �	��	���� 
	 
������. *� ����
��� ����
�����&���

	��� ��
���. ��	��� ����&, itη , ���������� ����������������, �. �. ����
����	
�� 	� 
������, �� 	� ����
��	
. !������
����� (5) – �����	��� 4�  ��	�	�
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�)	������	
��& �	, ��	 �
� ���������� ��� 	���� � ��� �� ����
��	� �����
�	��� «�	�	���» ���( ���(�, ��� ���������� ��� �
��� ������� ����
�����.

!�� ����������	� ���������� �	���� (4)–(5) ����� ����	 	��	 �� �
��
�����	�	����  	� ����
�����&�	� 
	��� ��
��, ��	 
����� �� ���
���� :

– �	���& ����� ��� 
	��� ��
�  (-�-�	���&) (random effects model): iα  ��
�	��������� � itX ;

– �	���& )�����	
����� 
	��� ��
�  (9�-�	���&) (fixed effects model): iα
�	��������� � itX .
'����� ������	�	(�� �� ����		������ 
 ��������� ���	������, �	 	�� ����	-
��� ���	�
4���� ����� ������	
�����  [1, 2].

������ ��������� ����������. ��� ����� 
�� (4)–(5) � ����&
     0,,,0,0,,0 222 �������� itiijiinT EEjiEEEE ηασααααΙσηηη αη ,       (6)

(�� E  ������� ���	
�	 	��	�����&�	 X . "	(�� iiE Tii ���� 22
αη σΙσεε , (��

1��Ti -
���	� �� ������. '�� ������, �������
������ 
 
��� (2) �	�������-
	���� �������, εε �E , ����� ����& ��	��	-���(	���&��  
�� � TT � -���������

iiE εε �  �� ���(	����.
!����	�	����� 	 ���	���������	��� iα  � itX  
����� � �����	�	�������

	 itη  �
������ �	����	����� ��� ������	������	  �����+���	��� 	�6-
	����
����� β  [3]. �� ����� �	��	����&���, �	 � ����������� ������������
	4������. 6�	�� �	(	, 	� ����� ��#))����
��� �	 ���
����� � 	����
������
	�	�+���	(	 �6 -���	�� (��6). :�	 �
������ ������
��� �	(	, ��	 ��� 	����-

���� �� ���	�&������ ��)	������ 	 (����	����������	��� ��-�� �	
�	���+��-
�� ���������  	���� � ��� �� cross-section-������. "���� 	����	�, ��	�����
	�6-	����
����� �� pool-������ 
 �	�, ��	 	� 
�
�4�
��� 
�� ���������� 	��-
���	
	, �� �����
�� �	, ��	 ���	
��	���	, ��	�� �	
�	��	� ���������� ���
����
��	� �	��
��	 �� ��	�&�	 �� ��)	������, ��	�&�	 �	�	������&�	� ��-
�������� ��� �	
�� ����
��	�. � ��+�	���, -�-�	���& ������������ �	, ��	
T  ���������  ��� n  ����
����� �� �
������ ��� �� �����, ��	 ����������
��� nT  ���������� ����
����� �	����.

'�� ���	������ ��6-	����
����� ������� ���	 �� �� 	����
����& �	���-
����	��	  ������� 
	���+���� ε ,  ����� ���	�&�	
��& �(	 ��� �	������� 	��-
��
����� β . '�� #�	(	 �	��������� 	����� ��� 2

ησ  � 2
ασ . ���4�� ��	�	� ��


�
������ � �	�	+&� �������&�	 �	���	����� 	�6-	����
�����  β .
��������� ���������� � �	��������� ����������. 7����	���� �
�

	����
�����, �
���+���� �	��	����&����, �	 �	 ���
����� � ��6-	����
���-
��� ��#))����
����. ��	��� �����		�����	 
����	 ����
�����&��� �������-
��  �����	����& �� ������� �	 
������, �	(�� (4) ������ 
��
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              � �==+β= ⋅⋅⋅⋅
T T

itTiitTiii XXyyXy
1 1

11 .,,
	���+����      (7)

"��	� ���	����	
���� ���	���� ������ (1)– (2) �	��	 �	�����&, ���� 

�-
��� nnT � -������� D . 6����  ��	���� #�	  ������� �	��	�� �� T  ������ �

TnT �  ���� , �. �.  �
������ dummy-��������	 , �		�
����
��+�  ����	  ��
cross-section-������� iy . �
������ ����������	  � �����	�����	  �������

DDDDPD ��� �1)(  � ����
������&�	� ���	����� �� ��� �����)	������� ���	�-
��� ������ 
 ������ ���
����� (7).

	�6-	����
����& #�	(	 ���
�����,
                                        yPXXPX DD" ��� �1)(β̂ ,                  (8)

����
��� �����-	����
������ (between estimator). �� ����� �	��	����&���,
���� 	�6-	����
����& �� pool-������ ����� �����, 	����	 ��#))����
���. �
���	�	��� ���	��� �(	 ����
��� 	����
������ ���&��, ��� ��� ��� �	����	��	
�	�&4	� T  #�	� 	����
����& ���	 ��
 � ������������ 	4����� ��������� X
(��� ���	
��,  ��	 ���	���������	��& �	��������� ��� ���
��&�	 ����������
������) [4]. -��	  ��	��	  ��� �	������� �������������  (8) �
������ �	, ��	
#�	� 	����
����& �		�
����
��� �
��4�(	
	�� ���	�� �6, �	�	��  ���	�&���-
�� dummy-���������� 
 ������
� ��������������� ����������.

'�� ���	�&�	
���� ��)	������, ���+���	  ��� �	������� "β̂ , 	��������

������� DDDDM nTD ���� �1)(Ι , �	�	��� ����� ������������ � �����	����-
���. *��� ����
������&�	 ���	���& 
�� ������ �� DM  � ��������& 	�6-���	�
� �	������	�� ���	����	
���	�� ���
�����
                                    ( ) 
	���+����+β−=− ⋅⋅ iitiit XXyy ,                   (9)
�	��	 
�
���� 
�����-	����
����& (within-estimator):
                                        yMXXMX DD# ��� �1)(β̂ .                 (10)
!�� ��� �� ���	
��� #�	� 	����
����& �	�� �	��	����&�� , �	 ��#))����
�� 
(��-�� 
�������� 
 (9) n  ��	�������&��� ����������). ���
���� 
�����-
	����
����& – ������
�� �	(	, ��	 ��� 	����
���� (9) ���	�&������ �	�&�	 
�-
������ 
����� ����	  cross-section-�������.

�������, ��	 	�6-	����
����& pool-���������� #�	 
�
�4����� �����
	����
�����  (8) � (10), � �����	:

          
( ) ( ) ( ) ( )
( ) .ˆ

ˆˆ

1

111

"D

#DDD

XPXXX

XMXXXyPXMXXXyXXX

β′′+

+β′′=′+′′=′′=β
−

−−−

       (11)

- �	�	+&� (8), (10) �	��	 �� �� ������+�� 	����
�����:

              22222 ˆ1ˆˆ,ˆˆ1ˆ,ˆˆ1ˆ ηαη σσσσσ
T

uu
kn

uu
nnknT """"## ���

�
��

��
� ,            (12)

(�� #û – 	������ 	� 
��������� ��(������ (9), "û – 	������ ��(������ (7), �
2ˆ "σ – 	����� ��������� 
	���+���� ��(������ (7). !	�������� 	����
�����
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����� ������	������� �����+������ [3]. �������, ��	 ��� 
�
������ ησ̂
�����
����� �	, ��	 ���	����	
���� DM  �
������ ���	����	
����� 	���	�����
	� ������(	, �	�	�	� 
 
	���+���� 	���
���� �	�&�	 η . - �	�	+&� (12) �	��	
�	�����& 	����
����& �	�������	��	  ������� ε  � 
��	����& ��6-
	����
����.

�������	� ���	����	
���� �
������ �������
�	 ���
�������&���.  
 ���-
��� 	������
�� ���	���������	  �	��	����� ����
�����&�	  �����)������
( 02 �ασ ) 	����
����& -�-�	���� (-�-	����
����&) �
	����� � 	�6-	����
�-
���� pool-������.

������ �����
������� ������� � ����	�
������ ������. !	�� ��	
�	��� �	�����&��, ��	 panel-������ �	(��  �	�
���&�� �	(��, �	(�� ��� ����(	
�������
��+�(	 	�	�	(	 
������� �	 ���
����� � ��	����� cross-section-
�������, ��	 �	��	 ���	 �� �����	���& ��� 	����
����. '� ��
����&�	, �	
#�	(	 �����  panel-������ �������
���� ��� �	��� ��	���� 
����� cross-section-
������ 
 ������, ���� ��� �	����	��	  ��)	������ 	� n  ����
��	
, �����-
������ T  ��� �	 ���
����� � nT ������������ ��� ����
�����.

����������� ����, ��	 ���	�	��� ������	
����� ���
����	 	�������, ��	
������+���
	 panel-������ 
 �	�, ��	 «	�� �	��
��� ���	�� #�	�	���������».
�����	 �	������	��& ���	�	
, ���	�&������ ��� 	����
���� panel-������,
������. % 
��
��	 #�	 ���, ��	 �	�
������ ������� � �� �	�	+&� �����4��&
���&����� ��	�����, ��	�+�� ����� ������	
�������: 	������
�� �	��	�� ���
�	������� �	����	��	(	 ������� ����
������ ���������� ��� 	�$������� ��-

����	  ��������	 . 5�	�� ��	���������	
��& #�	, ������ � 	����
����� 9�-
�	���� (9�-	����
�����) 	��	(	 )�����	
���	(	 
	��� ��
��.

7����	���� ��	���� �
������	���� �	���& ( 2,1�t ) 
���
                                            itiitit ZXy εδβ ��� ,                (13)
(�� X – ������� 	�$�����+�� ����������, �����+���� �	 ����
���� � 
��-
����; Z – ������� ����������� ����������, �����+���� �	 ����
����, �	
�	��	����� 
	 
������. �
���� ��	
� (5), (6), (�� 
���  ������� ���	
�	 	��	-
�����&�	 X  � Z ,  	�	������ [ ]iitit ZXW =  � �����	�	���, ��	
                                                     0≠ε′Ε ititW ,   (14)
�. �. ����
������ ���������� �	��������� � α . %� ���	�� [3] ��
����	, ��	 #�	

����� ���+���	��& 	�6-	����
�����, �	�	��� ��
���� 	� �	��	  ����	�� �
�-
�� ����� ����
�����&��� 
	��� ��
��� � ���(��� 	�$�����+��� �������-
����.

���	
��� ���
�������&�	��& panel-������ �	��	�� 
 �	�, ��	 ���� (13)
����
����
	 ��� ����	(	 2,1�t , �	 ����� ���� ��� �	�������� �� ����� �		�-
�	4���  ��	����
� ������ ����� ����� ����
����
�. � �����	���, �	��	 ��-
�����&, ��	 ����� ����	
 ( ) ( ) ( )121212 iiiiiiii ZZXXyy ε−ε+δ−+β−=−  ��� ε∆δ∆β∆∆ ��� ZXy ,    (15)
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(�� ∆ – 	�����	� ����	���. 8��
����� (15) #�
�
������	 ������+���:
                                                      η∆β∆∆ �� Xy                                         (16)

� (��
�	�, ��	
                                                         [ ] 0=η∆∆Ε X .                                                (17)

!	#�	�� 	�6-	����
����& β  ����� ��� �����+����� �� ���	����	
����� ���-
���. :�	 �
������ ��+�	��&� 9�-�	����. %� ����	(	 ��	��	(	 ������� �����-
�� �+� ��� 
�
	��, �	�	��� ��(������ 
 �	��� 	�+�� ������ 9�-�	����.

1. - �	�	+&� 9�-	����
����� 
		�+�-�	 ���&�� 
	�����	
��& 	����� ��-
���-���	 �	��	����� 
	 
������ 	�$�����+�� ����������. (*��� ���& �	�	�-
�����&��� ����	���� ��)	������ 	� #�������� ��(����	�	
, �����+���� 
	

������, �	 ��	(�� 
	��	��	 
	�����	
��& �	#))������� ��� ��(����	���, �	-
��	����� 
	 
������ [5, 6]). ��� 
	��� ��
��, �	��	����� 
	 
������, 	�����-
���� ��� ����	���	� ���	����	
���� ������.

2. ������	  ��	�	�	  
�
	�� 1 �
������ �	, ��	 9�-	����
����& ���	 ��
 �
�	��, ��	 	��������� �������� ��(����	��, �	��	����� 
	 
������. :�	 �	��	
������& ���������
�	  	�	����	��&� 9�-	����
����. !�� ���	� 	����
����
��������&�	 �������������� ��)	�����	��	� ����	
����, ��	��	���	� ���
���	
�� ���	���������	���. �� ���
�����	� ������� #�	 ���	 
���	.

3. *��� -�-�	���& �
������ �� ��
����&�	 , �	 9�-	����
����& ����� �+�
�	��	����&�	 	����
��& ������)��������� ���������. "	 ���& ���	
�� ���	�-
��������	��� (17) 	��
���	 �+� ����� ����	, ���� ��	����
	 ������ 	����
�-
���� -�-�	���&� (�	�� 9�-	����
����& �	 ���
����� � -�-	����
������ ��
�
������ #))����
���).

������ �����
������� ���������� � ��� �	�
������ ������. ���	�-
���, ��	 	��	
��� �����	�	������ ��� 9�-�	���� �
������ ���	
��
� 	 0cov �iitX α , �	#�	�� 	����
��& �	���& ���	 ���	
�	 	��	�����&�	 ������-

��
��+�� )�����	
����� 
	��� ��
� , �. �. ���� �	���& ���������& 
 
���
                                          itiitit Xy ηαβ ��� ,                                         (18)

�	 iα  ���������� ��� ����
������ ���������, �	�����+�� 	����
����. ����-
�	 
 ������ �������� panel-������ #�� �	�	������&��� ��������� ���&�� 	��-
���& �	��	����&�	. -������ #�	 �� �	(	, ��	 ��� ������	(	 ������ T  �
������
�����, � n – �	�&4	�, � ��� ������	���� n  �	���	 ����	
��&�� 
�� �	�&4� �
�	�&4�. � ���������
��	  �	����	
�� �	������
	 ��������	
 
	�������� � �	 
�� ��	�	��&�, ��� � 	�$�� 
��	���. 5�	 �������� 	����&��� ��������	
 (18), �	
�� �	��	 	�����& �	��	����&�	.

'� ��
����&�	, ������4�� (18) 
 �������	� 
���
                                                    ηαβ ��� DXy ,                                              (19)

(�� D  ����� 

������� ������� dummy-����������. %� ��	���� Frisch-Waugh-
Lovell [7] ��
����	, ��	 	����
���� (19) �	��	 ���	� ��, ��� 	����
���� ��(���-
��� y  �� 	������ 
 X  ��� 	����
���� 	�����	
 
 y  �� 	������ 
 X , �	(�� ��-
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�� �	� 
	��� ��
�� 
��� dummy-���������� ������	. !	�����& ����� 	������
�	��	 � �	�	+&� ��� ����	�	  ������� DDDDM D ���� �1)(� , � 	����
����
��(������ yM D  �� XM D  ���
	��� � ����� 
�
�����	�� 
�����-	����
�����,
(10):

              ( ) yMXMXMXMyMXXMX DDDDDD# )()()()(ˆ 11 ′′=′′=β
−− ,             (20)

(�� �	������� ��
����
	 ������� �� �����	�����	��� ������� DM . :�	� 	��-
��
����& �	��	 �������& � 
 
���

                                       ( ) yXMXMXM DDD# )()()(ˆ 1
′′=β

−
.                            (21)

:�� �
� ������ #β̂  ������������ ��
�������� ��	���� Frisch-Waugh-
Lovell, ��� ��� 	����
����& (20) �
������ ������
��� 
��	������ ��(������

yM D  �� XM D , � (21) – ��(������ y  �� XM D .
������-	����
����& #�	 �	�&�	 	��� 
	��	���  	����
����& 9�-�	����.

1��	� ���	����	
����, ������+�� #������ )�����	
���	(	 
	��� ��
�� ��
���
�����, ����� ���
	���& � 	����
���� 9�-�	����. ��������, )1( �� TT –
������� � �	������+�� ���	����� �� ���
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F                                         (22)

�����)	������� T�1 -
���	� �� �	
�	������ ���������  ��� 	���� � ��� ��
����
��	� 
 )1(1 �� T -
���	� �� ���
�� ����	��� . ��	 �	��	 ���	� ��, ���
���
�����	� 
 �������+�� �������, �	#�	�� ������� #������ )�����	
���	(	

	��� ��
�� �� ���
�����.

0	��	 ���	�&�	
��& �	��	� 	���	����� 	� ������(	. � �������� �������
���
����� (18) ������ 
��:
                                                     ��� ��� iiii Xy ηαβ .                                             (23)
"�� ��� ������� iα  ��� ����
��� i  ���& ��	��	 iα , �	 
�������� (23) �� (18)
���
���� �

                                           ( ) ( )⋅⋅⋅ η−η+β−=− iitiitiit XXyy ,                         (24)

� ���	����	
���� (24) ������� #������ )�����	
���	(	 
	��� ��
�� �� ���
��-
��� (18). 	�6-	����
�����, �	�������� �� ����������, ���	����	
����� � �	-
�	+&� (22) ��� (24), �� ����� �������	 �����������. �	 ��� #�	� 	���& ���-
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��+���� 	�
��� ����� �
������&��
	
��& 	 �	�, ��	 �����	�	����� 	 )�����	-

����� 
	��� ��
��� �� ����� �����.

�	 ��	(�� ����������� ����� ��(��� ����� 	����
���� 9�-�	���� ���-
������ ���	�&�	
���� dummy-����������, ��� 
 (19). :�	� ���	� ����	 ����
�-
�� ���	�	� ������&4�� �
�����	
 dummy-���������� (least squares dummy
variables). *��� n  	���& �	�&4	� � 
���������&�	 �����	 �	�������& �	#))�-
����� ��� ����	  cross-section-�������, �	(�� �����(��� � ���	�� 	���	�����
	� ������(	:

– ��� �� �	������� ���	�&������ ������� DM ;
– ����������� 	�6-���	� �� ���	����	
����� ����������.
:�	� 	����
����& ����	 ����
��� 	����
������ 
����� (����� (within

group estimator), �. �. �����, �	�	��  ���	�&���� �	�&�	 
������� ��������� 

����� ��	����
� ����
��	
.
!���"�����. !��
������� �����&���� ���� �������
����� 	 ��	��� 4� 

�	���� panel-������, 	 ��	�	��� ������� 
	���+���� �	���� � 	�	����	����
	����
���� 
 ��
����	��� 	� �(	 ���������.

!����	��(����� 

������ � 	������� ����	
 ��� ��	
���� ������
� 	���	�.

$.#. %���	����, &.'. ( !�����

!7� �-�,1%��-"; 0�'*1*2 PANEL-'�%/

��
����	 	������� < �
� �<��	
��� �� ��	��<4	= �	���< panel-�����. '�� �	��	(	 � 
��<

������&�� ��	�	�� 	�<��
���� < ���������&�� 
�����
	��< 	�<��
��<
.

Z.V. Nekrylova, G.A. Shulinok

ABOUT FEATURES OF THE PANEL DATE MODELS

The simplest panel date model and two its extensions are described. The astimate methods and the
astimator properties are considered for them.
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