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К.Г. ДЗЮБЕНКО 

СУЩЕСТВОВАНИЕ СОПРЯЖЁННОГО 

ОПЕРАТОРА И РАЗРЕШИМОСТЬ 

ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ  

Понятие сопряжённого оператора является 

ключевым инструментом для решения функ-

циональных уравнений и нахождения экс-

тремумов целевых функционалов. В работе  

для линейного оператора общего вида дока-

заны критерии существования сопряжённого 

оператора и его основные свойства. Далее 

выведены необходимые условия разрешимо-

сти общего операторного уравнения. Это 

позволяет находить решение операторного 

уравнения как функцию управления – и при-

менять его в задачах оптимизации.       

N , R  и С  обозначают множества всех 

натуральных, действительных и комплекс-

ных чисел соответственно, }0{0 NN  . 

Всюду далее рассматриваются комплексно-

значные функции и функционалы. Пусть L , 

1L  – линейные пространства, 10


 –  нулевой 

элемент пространства 1L . Ядро функционала  

СL  :  }0)(:{  xLxKer . Для опе-

ратора 1: LLA   }0:{ 1


 AxLxAKer  – 

ядро A , }:{ LxAxAIm   – образ A . LL 0  

– линеал в L , если 02211 Lxx  , 

C 21, , 021, Lxx  . Для линеала 0L  раз-

мерность 0dimL  (конечная или бесконеч-

ная) – количество элементов максимального 

линейно независимого множества в 0L . Для 

множества LS   линейная оболочка )(SL  – 

минимальный линеал, содержащий S . Инди-

каторная функция множества H  )(xIH  

равна 1 для Hx , 0 для Hx . 
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       Пусть L  – линейное нормированное пространство. Замыкание множества 

S  в L  обозначаем LS)( . Множество LS   плотно в L , если  LS L )( . За-

мкнутый линеал в E  называется подпространством. Базис в L  – линейно не-

зависимое множество ES   с LS L ))((L .  Сопряжённое к L  линейное про-

странство L  состоит из всех линейных непрерывных функционалов из E  в 

C . Линейное пространство E  будем называть каноническим, если задано ска-

лярное произведение СEE  :),( , для которого: 1) 0),( xx , и 

00),(


 xxx ; 2) ),(),( xyyx  , Eyx , ; 3)  ),( 2211 yxx  

),(),( 2211 yxyx  , C 21, , Eyxx ,, 21 . Здесь и далее   0


 – нулевой эле-

мент в пространстве E ; верхняя черта над числом – комплексное сопряжение. 

Норма вектора в E  ),( xxx  , Ex . Последовательность LNnxn  },{  

сходится к Lx   при n   (обозначается  xxn , n ), если 

0 nxx , n . Верно неравенство yxyx ),( , Eyx , . Оно вле-

чёт непрерывность ),( yx  по паре переменных.  21 SS  

},:{ 221121 SxSxxx   – линейная сумма множеств ESS 21, . 21 SS   – 

прямая сумма 1S  и 2S  (обозначается  21 SS  ), если единственно каждое раз-

ложение 
21 xxx  , 11 Sx  , 22 Sx  . 1S  и 2S  ортогональны (обозначается  

21 SS  ), если 0),( 21 xx , 11 Sx  , 22 Sx  . 2121 SSSS   для ортогональных 

21,SS . Для ES   ортогональное дополнение }:{)( SxExS E   ( Sx  озна-

чает Sx }{ ). Другие определения см. в [1 – 5].   

       Работа продолжает исследования, опубликованные в [1, 2]. В работе [1] 

(теорема 2)  я доказал, что линейный функционал СL :  непрерывен по 

норме пространства тогда и только тогда, когда его ядро Ker  замкнуто. До-

кажем ещё один критерий непрерывности линейного функционала.   

       Теорема 1. Пусть L  – линейное нормированное пространство, CL :  – 

линейный функционал, не равный тождественно нулю. Тогда непрерывность 

  равносильна LKer L )( .     

       Доказательство. Для краткости LKerKer )(  . Необходимость. Если   

непрерывен, то  KerKer . LKer   означало бы 0 . Достаточность. 

Пусть LKer  . Выберем  KerLx \1 . Тогда 0)( 1  x . От обратного, нару-

шение непрерывности   влечёт существование Lnxn  }2,{  и 00   таких, 

что 0


nx  (сходимость к нулевому элементу L  по норме   в L ), но 

0)(  nx , Nn . Обозначим 0
1))((  

nn x , Nn . Для всех Nn  

)1,0(n  и 0)(  nnx . Пусть nnn xxy  11 , Nn . Тогда  
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0)( 00  ny , Nn . Из nnnnn xxx   следует 

1111 xxxy nnn  , n .  Keryn }{  влечёт  Kerx11 . Тогда и 

Kerx1 , что противоречит выбору 1x . 

Лемма 1. Пусть E  – каноническое пространство. Тогда существует его 

пополнение Ê , удовлетворяющее требованиям: 1) E  – линеал в полном про-

странстве Ê ;  2) 
E

E ˆ)( Ê ; 3) Ê – каноническое пространство.  

Доказательство. Рассмотрим метрику yxyx  ),( , Eyx , . Суще-

ствование линейного нормированного пространства Ê , удовлетворяющего 

требованиям 1 и 2, следует из теоремы о пополнении метрического простран-

ства ([3], с. 71). В пополненном пространстве Ê  корректно задана единствен-

ная метрика ),(1 yx , продолжающая ),( yx  на EE ˆˆ  . Рассмотрим функцию 

),0(11
xx


 , Ex ˆ . Ввиду непрерывности метрики, 

1
x  может быть пред-

ставлена как n
n

n
n

xxx


 lim),0(lim
1


 независимо от выбора Exn }{  с 

xxn   при n  (сходимость по 1 ). are , aim обозначают действитель-

ную и мнимую часть числа Ca ; i – мнимая единица. Для скалярного произ-

ведения ),(   и порождённой им нормы   при всех Eyx ,  верны равенства:  

       22

4

1
),( yxyxyxre  ,  22

4

1
),( iyxiyxyxim  .        (1)  

Зададим функцию CEE  ˆˆ:),( 1  соотношениями для Eyx ˆ,  : 

    2

1

2

11
4

1
),( yxyxyxre  ,  2

1

2

11
4

1
),( iyxiyxyxim  .     (2) 

Рассмотрим любые C 21, , Ezyx ˆ,,   и Ezyx nnn }{},{},{  такие, что 

xxn  , yyn   и zzn   при n  (сходимость по 1 ). Запишем (1) для nx ,  

ny  и перейдем к пределу при n . Получим 1),(),( yxreyxre nn  , 

1),(),( yximyxim nn  . Согласно (2), 


)],(),([lim),( 1 nnnn
n

yximiyxreyx  

),(lim nn
n

yx


 . Проверка аксиом скалярного произведения для 1),(  : 

1) 0),(lim),( 1 


nn
n

xxxx , и 2
1

2
1 )),0(()),0((lim),(0 xxxx n

n





  равносиль-

но 0


x ; 2) 11 ),(),(lim),(lim),( xyxyyxyx nn
n

nn
n




; 3)  121 ),( yzx  

12112121 ),(),(),(lim),(lim),(lim yzyxyzyxyzx nn
n

nn
n

nnn
n




.  

Далее будем использовать обозначение ),(   и для продолжения скалярно-

го произведения ),(   на EE ˆˆ  .  
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Теорема 2. Пусть E  – сепарабельное каноническое пространство. Линей-

ный функционал CE  :  непрерывен тогда и только тогда, когда существует 

элемент Ea ˆ  такой, что ),()( axx  , Ex , и такой a  единственен. 

Доказательство. Достаточность. ),()( axx  , Ex , непрерывен в силу 

непрерывности скалярного произведения. Необходимость. Продолжим 

CE  :  до линейного функционала CE  ˆ:ˆ . Рассмотрим произвольное 

EEx \ˆ . Ввиду EE
E

ˆ)( ˆ   найдётся Exn }{  такая, что xxn  , n . Тогда 

}{ nx  фундаментальна в E , а )}({ nx  фундаментальна в C  ввиду 

mnmn xxxx  )()( , Nmn , . Поэтому задан конечный 

)(lim)(ˆ n
n

xx 


, доопределяющий функционал   на Ê . Он линеен и ограни-

чен (взятием предела в неравенствах nn xx  )( , Nn ). Ê  сепарабель-

но, так как базис E  – это и его базис. По теореме о представлении линейного 

непрерывного функционала в полном сепарабельном каноническом простран-

стве ([3], c. 187 – 188) существует единственный Ea ˆ  такой, что ),()(ˆ axx  , 

Ex ˆ . Понятно, что ),()( axx  , Ex . Если существует другой Ea ˆ
1  такой, 

что ),()( 1axx  , Ex , то 0),( 1  aax , Ex .  Отсюда 0),( 1  aax , Ex ˆ . 

В частности, 0),( 11  aaaa . Следовательно, aa 1 . 

Следствие. Для сепарабельного канонического пространства E : EE ˆ .  

Общее определение сопряжённого оператора дано в ([4], с. 100): если L , 

1L  – линейные нормированные пространства,  сопряжённый оператор 

  LLA 1:  для линейного оператора 1: LLA   задан соотношениями 

)())(( AxyxyA  , Lx , 


 1Ly . В случае EEA ˆ:   верны EEE ˆ)ˆ(   , и 

оператор A  действует как отображение EE ˆˆ  , удовлетворяющее соотноше-

ниям ),(),( yAxyAx  , Ex , Ey ˆ . Будем называть такой оператор сопря-

жённым в узком смысле  для оператора EEA ˆ:  .  

Повсеместно применяемое определение сопряжённости приведено в ([5],  

с. 320). Следуя ему, рассмотрим X  – полное каноническое пространство, 1D , 

2D  – линеалы в X , где 1D  плотно в X . Для линейного оператора XDA 1:  

назовём XDA 
2:  сопряжённым оператором, если ),(),( yAxyAx  , 

1Dx , 2Dy . Это понятие охватывает понятие сопряжённого оператора  

в узком смысле ( EX ˆ , ED 1 , ED ˆ
2  ). В случае EX ˆ , ED 1 , ED 2   

то, что EEA ˆ:   – сопряжённый оператор для EEA ˆ:  , равносильно  

),(),( yAxyAx  , Eyx , . 
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Известно, что сопряжённый оператор существует для непрерывного ли-

нейного оператора в полном сепарабельном каноническом пространстве ([3], с. 

233). Оператор XDA 1:  назовём слабо непрерывным относительно 2D , 

если функционал ),()( yxAxу  , 1Dx  непрерывен для всех 2Dy . Опера-

тор EEA ˆ:   назовём слабо непрерывным, если ),()( yxAxу  , Ex  непре-

рывен для всех Ey . Оператор EEA ˆ:   назовём слабо непрерывным в уз-

ком смысле, если ),()( yxAxу  , Ex  непрерывен для всех Ey ˆ . Доказа-

тельство утверждений леммы 2 приведено в ([3], с. 159 – 160). 

Лемма 2. Пусть X  – полное сепарабельное каноническое пространство, 

M  – подпространство X . Тогда верны утверждения: 1) 
XM )(  – подпростран-

ство в X ; 2)  XMMX )( ; 3) MM XX  ))(( . 

Пример 1. Пусть ]1,1[CE ; 
1

1
)()(),( dttytxyx , Eyx , ;   

)()()( ]1,0()0,1[ tItIta   , ]1,1[t . a  – элемент полного пространства 

]1,1[ˆ
2  LE , но он не принадлежит не полному E .  

EaM }))({(L  

})()(:]1,1[{
1

0

0

1  


dttxdttxCx  – подпространство E : если для  Mxn }{  

и Ex   верно 0))()((
1

1

2   dttxtx n , n , то и  


 
1

0

0

1
)()( dttxdttx ,    

т. е. Mx  . Но, ввиду })({)( ˆ aM
E

L , верны }0{)(



EM  и  EMME )( . 

       Промах  доказательства теоремы 1 в [1] связан с тем, что линейная сумма 

замкнутых множеств не всегда замкнута. Уточним и другие утверждения [1]. 

Теорема 3. Пусть X  – полное сепарабельное каноническое пространство, 

1D , 2D  – линеалы в X , 1D  плотно в X , XDA 1:  – линейный оператор. То-

гда существование XDA 
2:  – сопряжённого оператора для A  – равно-

сильно каждому из следующих утверждений.    

1. XDA 1:  слабо непрерывен относительно 2D . 

2. ),( yAKer   замкнуто в 1D  для любого 2Dy .  

3. 11
)),(( DyAKer D   для любого 2Dy , кроме случаев 0),(  yA . 

Доказательство. Утверждения 1, 2 и 3 эквивалентны согласно приве-
денным выше критериям непрерывности линейного функционала. Пусть  

сопряжённый оператор XDA 
2:  существует. Для каждого 2Dy  функци-

онал ),(),()( yAxyAxxy
 , 1Dx  непрерывен, и A  слабо непрерывен от-

носительно 2D . Обратно, пусть A  слабо непрерывен относительно 2D .  
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Для каждого 2Dy  непрерывен линейный функционал ),()( yAxxy  , 

1Dx . По теореме 2 ( 1DE  , XE ˆ ) найдётся Xya )(  такой, что 

))(,()( yaxxy  , 1Dx . Равенство )(yayA   задаёт сопряжённый оператор 

XDA 
2: .  

Теорема 4. Пусть X  – полное сепарабельное каноническое пространство, 

1D , 2D  – линеалы в X , 1D  плотно в X , XDA 1:  – линейный оператор,  

и существует сопряжённый оператор XDA 
2: . Тогда верны следующие 

утверждения.  

1. A  единственен. 2. A  линеен. 3. A  слабо непрерывен относительно 

1D . 4. AKer  замкнуто в 1D . 5. AKer  замкнуто в 2D .  

Пусть к тому же 2D  плотно в X . Тогда верны дополнительные утверждения.  

6. AA )( . 7. XX AImAKer )()(  , и XX AImAKerX )()(  .  

8. Если AKer  плотно в 
XAIm )( , то XX AImAKerX )()(  .  

Доказательство. 1. Пусть XDB 2:  – другой сопряжённый оператор 

для A . ),(),(),( ByxyAxyAx  , 1Dx , 2Dy  влечёт 0),(  ByyAx , 

Xx ,  2Dy , и ByyA  , 2Dy . 2. Для любых C 21, , 1Dx , 

221, Dyy  : 

 ),(),(),())(,( 221122112211 yAxyAxyyAxyyAx  

),(),(),(),(),( 221122112211 yAyAxyAxyAxyAxyAx   . 

Положим 22112211 )( yAyAyyAz   . По непрерывности ),(  , 

0),( zx ,   XDx E  ˆ1 , откуда 0),( zz  и 0


z . 3. Для любых 1Dx  и 

2}{ Dyn   с Xyyn   , n  верны  
 ),(),(),( yAxyAxyAx nn  

),( 
 yAx , n . 4. Пусть произвольная AKerxn }{  такова, что 

1Dxxn   , n . 0),()),((),(   yAxyxxAyAx nn , n , 2Dy . 

Поэтому 0),(  yAx  для всех 2Dy  и для всех Xy , откуда 0


Ax . 5. A  

слабо непрерывен относительно 1D   ввиду пункта 3, его ядро замкнуто в 2D . 6. 

Для XDA 
2: , где 2D  плотно в X , существование AA )(  следует  

из ),(),( AxyxyA  , 2Dy , 1Dx . 7. Пусть  XAImX )(1 , XAImX )(2
 . 

Тогда 
 XXX )( 21  по непрерывности ),(  . Верны AKer  

.}:{},0),(:{}0:{ 111211 XDAImxXxDDyyAxDxAxDx 


 

По лемме 2, XX AImAKerXXX )()(21
 . 8. Следует из 

11 XDAKer   и 21 XXX  . 
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Нетрудно сформулировать аналоги теорем 3, 4 в случае сопряжённого (со-

пряжённого в узком смысле) оператора для EEA ˆ:   в терминах слабой не-

прерывности (слабой непрерывности в узком смысле).  

Теорема 5. Пусть E  – сепарабельное каноническое пространство, 

EEA ˆ:   – линейный слабо непрерывный оператор, Ef ˆ , и уравнение 

fAx   имеет решение Ex . Тогда верны следующие утверждения.  

1. Решение Ex  единственно  }0{


AKer . 2.  AKerf .  

Пусть к тому же Ek dim0  ; },1,{ 0kkbk   – базис в E ; 
EkbAE ˆ

)2( }))({(  L ; 


E

EE ˆ
)2()1( )( ; )1(

1 dim Ek  ; },1,{ 1kkdk   – ортонормированный базис в )1(E ; 

элементы kk bAg  , 0,1 kk   ортогонализированы по правилу 1
1

11 gge


 , 






  










1

1

1
1

1
),(),(

k

l llkk

k

l llkkk eeggeegge , 2,2 kk   с  }{2  Nk  

(если для Nk  0


kg  или 0


ke , kg  отклоняется, и ортогонализация про-

должается с 1kg ). Тогда верны дополнительные утверждения.  

3. }{}{ kk ed   – ортонормированный базис в Ê . 4.  

1

1
),(

k

k kk ddxx  

 
 2

1
),(

k

k kk eex . 5. Если результат ортогонализации }{ kg  представлен в виде 

 


k

l lklk ge
1

, 2,1 kk  , где Ckl  , kl ,1 , 2,1 kk  , то 

),(),(
1 l

k

l klk bfex  
 , 2,1 kk  . 6. Для любых AImfn }{  с ),(),( lln bfbf  , 

n  для всех Nl  и Exn }{  с nn fAx  , Nn  верны ),(),( kkn exex  , 

n  для 2,1 kk  . 

Доказательство. 1. Совпадение решений Exx 21,  уравнения fAx   

равносильно выполнению 0)( 21


 xxA  лишь для 021


 xx . 2. Пункт 7 тео-

ремы 4 для EX ˆ , EDD  21  и A  влечёт AImAKer  . Разрешимость 

fAx   равносильна AImf  ,  откуда  AKerf . 3. Ортонормированный ба-

зис }{ kd  в сепарабельном )1(E  существует ([3], с. 149).  },1,{ 2kkek   – орто-

нормированный базис в )2(E  по построению. Осталось применить 
)2()1(ˆ EEE  .  

4. Разложение в ряд по ортонормированному базису (сходимость по норме) 
верно для любого элемента пространства ([3], с. 151).  

5. Для 2,1 kk    

),(),(),(),(),(
1111 l

k

l kll

k

l kll

k

l kl

k

l lklk bfbAxbAxgxex  




 . 
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6. ),(),(),(),(
11 kl

k

l klln

k

l klkn exbfbfex   
, n  для 2,1 kk  . 

Комментарий 1. Традиционное для темы разрешимости операторных 

уравнений (теоремы Фредгольма, [3], с. 468 – 469) свойство замкнутости AIm  

не рассматривается. Ведь, вообще говоря, E  не полно, и AIm  не замкнут даже 

для KIA  , где I  – единичный оператор, K – компактный оператор EE ˆ .  

Комментарий 2. Коэффициенты ),( kex , 2,1 kk   одинаковы для всех ре-

шений Ex  уравнения fAx  . ),(),( kkn exex  , n  для 2,1 kk   означа-

ют покоординатную сходимость в ортонормированном базисе }{ ke . Если 

}{ nx  ограничена, эта сходимость равносильна слабой сходимости в полном 

сепарабельном 
EkeE ˆ

)2( }))({(L , т. е. ),(),( yxyxn  , n , )2(Ey  ([3],  

с. 156, 196). Отметим, что возможны строгие включения 
E

AImE ˆ
)2( )(  , 

E
AKerE ˆ

)1( )( . 

Пример 2. Пусть 0T ; ],0[)2( TC  – пространство всех дважды дифферен-

цируемых функций СT ),0( , которые с обеими производными непрерывно 

продолжаются на ],0[ T ; 
T

dttytxyx
0

)()(),( , ],0[, )2( TCyx  ; 12  T ; 

})()0(),()0(:],0[{ )2( TxxTxxTCxE   . Тогда ],0[ˆ
2 TLE   (пространство 

всех функций СT ],0[ , квадратично интегрируемых по Лебегу). Линейный 

оператор )()())(( 2  xxAx   из E  в Ê , описывающий гармонические ко-

лебания, слабо непрерывен: для Exn }{  с 0


nx ,  n  и Ey  верны 

 
T

n

T

n
T

n

T

n

T

nn dtyxdtyxyxdtyxdtyxyAx
0

2

000

2

0
),( 

  02

0

2

00
  yyxdtyxdtyxyx n

T

n

T

n

T

n  , n . 

 
TT

dtyyxdtyxx
0

2

0

2 )()(  , Eyx , , влечёт  )()())(( 2 yyyA   

))((  Ay , Ey . Совокупность 
1

0 )(  Tta , )2(sin2)( 11
12 tTkTta k


  , 

)2(cos2)( 11
2 tTkTta k

  , ],0[ Tt , Nk , является ортонормированным 

базисом в E  (см. [3], с. 392). 021


 AaAa ; 2aAa kk  , где }0{\Rk  , 

}...,5,4,3,0{k . Поэтому },{ 211 aaB   и }3,{}{ 02  kaaB k  являются 

ортонормированными базисами соответственно для  AKerAKer  и 
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E
BE ˆ2

)2( ))((L . Применим теорему 5 к }{}{ kk ab  , )())(( 1ˆ1
)1( BBE

E
LL  , 

)2(E , 2}{ Bek   и 1}{ Bdk  . Если для управления Ef ˆ  решение Ex  

уравнения fAx   существует, то AImf  , и  AKerf . Это решение 

представимо в виде )2()1( xxx   с некоторыми )1()1( Ex  , )2()2( Ex  . При 

этом 2211
)1( aax  , где C 21,  – произвольные постоянные. А  

 
 2

3

)2(
00

)2()2( ),(),(
k

k kk aaxaaxx  – единственное решение fAx   в )2(E , 

так как 0)1(


Ax  и }0{)2(


 EAKer . И если для AImfn }{  

),(),( kkn afaf  , n  для всех }...,5,4,3,0{k , а для Exn }{  nn fAx  , 

Nn , то ),(),( )2(
kkn axax  , n  для всех }...,5,4,3,0{k . Заметим, что 

для  функции ttf  cos)( , ],0[ Tt , не ортогональной AKer , уравнение 

fAx   не имеет решений в E . При этом оно имеет частное решение 

tttx   sin)2()( 1 , ],0[ Tt  вне E : для него не выполнено условие 

)()0( Txx   .  

К.Г. Дзюбенко  

ІСНУВАННЯ СПРЯЖЕНОГО ОПЕРАТОРА ТА РОЗВ’ЯЗНІСТЬ ОПЕРАТОРНИХ 

РІВНЯНЬ 

Доведено критерій неперервності лінійного функціонала, критерії існування спряженого 

оператора та його властивості. Виведено необхідні умови розв’язності загального 

операторного рівняння. 

K.G. Dziubenko 

ADJOINT OPERATOR EXISTENCE AND OPERATOR EQUATIONS SOLVABILITY    

Linear functional continuousness criterion, criterion for adjoint operator existence and its 

properties are proved. Necessary conditions for general operator equation solvability are derived.   
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